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UNE PERTURBATION DES OPERATEURS
MICROHYPOELLIPTIQUES

par

Tatsushi MORIOKA

§1. Introduction et Résultat

Nous généralisons le résultat de Hoshiro [6] et de Morioka en tenant
compte de celui de Wakabayashi—Suzuki [15].

Soit n=23 et 2<k=n-1. Pour x=(xj,...,x,) €R", on note x" =
(X1,...,xk—1) € R* 1 et x' = (x”,x,) € R*. Soit A = a(x",D’) Popérateur différ-
entiel d’ordre 2 dans R, dont le polyndme a(x, &) ne dépend que de x” et de &'.
On note 4 au licu de 4, lorsque on considére 4 comme I'opérateur dans R*. Soit
B=Y"  L*L;, ou L;=D;—ix;D,. On définit alors P par P= A+ B. Soit
PET'R'\O; p=(y,m)eR"xR'\0, |n|=1, yk=-=yp-1=0, pp=---=
f,—1 =0 et 7, > 0. On définit 5 e T*R*\0 par 5= (y’,%’). On décrit la norme
et la multiplication intérieure dans L? par || *| et par (', ). Quant & A4, on
suppose les hypothéses suivantes.

(H.1) La partie principale de a(x”,£’) n’est pas négative.

(H.2) 11 existe un voisinage conique £ = R* de #’ et une constante C > 0 tels
que pour tout v e &(R¥); supp & = T on a Re(4v,v) = —C||v|>

Le théoréme suivant est notre résultat principal. On dit que lopérateur
différentiel Q dans R" est microhypoelliptique & pe T*R"\0 si ue 2’ et p¢
WF(Qu) implique p ¢ WFu. Pour la définition de WF, on cite Hérmander [4,
Définition 8.1.2].

THEOREME 1. On suppose que (H.1) et (H.2) sont vérifiées. Alors, P est
_microhypoelliptique a p si et seulement si A est microhypoelliptique a p.

On considére maintenant B comme la perturbation de A. Selon Théoréme 1,
la perturbation B conserve la microhypoellipticité de 4 a p sous la condition
(H.1) et (H.2). En effet, 4 est microhypoelliptique a p si A est micro-
hypoelliptique a p.
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Nous écrivons alors notre motivation. Hoshiro [6] a étudié ’hypoellipticité de
I’opérateur

Py = D? + D} + D? + x3D} + (9(x1) — 1)D4 dans R*.

Ici, Dj = —id/dx;. On suppose que 0 < g(¢) <1 quand 7 # 0 et que tg'(¢) = 0.
Alors, [6] a montré que P, etait hypoelliptique si et seulement si (%)
lim,_, tlog g(¢) = O etait vérifiée. En revanche, [6] a aussi annoncé que I’opérateur

Py = D? + D} + x3D? + (9(x1) — 1)D3  dans R®

est hypoelliptique si 0 < g(f) < 1 quand ¢ # 0. Notons que (*) n’est pas nécessaire
pour ’hypoellipticité de P;. Cette différence provient du fait suivant. Soit 4y =
D? + D? 4 g(x1)Dy dans R® et A; = D} + g(x1)D3 dans R% On suppose que
0<g()<1 quand 71#0 et que tg'() = 0. Soit p=(0;0,0,1) e T*R*\0 et
p = (0;0,1) e T*R?\0, ou O est origine. Alors, Ay est microhypoelliptique a p si
et seulement si (x) est vérifiée. En revanche, 4, est microhypoelliptique a j sans
(*). Ces faits sont essentiellement déduits par Morimoto [9] ou par Hoshiro
On cite aussi Fedii [2] et Kusuoka-Stroock [8], qui concernent respectivement A
et A;. Selon [6], chaque Ax apparait lorsque I’on prend la projection de chaque
Py sur le premier espace propre de I'opérateur de Hermite. Alors, I’hypoellipticité
de P, est déduite par la microhypoellipticité de 4x. Donc, on n’a pas besoin de
(*) pour I’hypoellipticité de P;.

L’idée de [6] provient de Boutet de Monvel et de Grigis qui ont
construit des paramétrix des opérateurs différentiels a caractéristiques doubles.

Wakabayashi—Suzuki [15, Exemple 5.2] a aussi prouvé I’hypoellipticité de
Py en utilisant I'idée différente. Soit B = L*L, ou L = D3 — ix3D4. Alors, Py =
Ao+ B et B = 0. Selon la condition (x), comme Morimoto [9] a étudié, 4; vérifie
que pour tout £ > 0 il existe une constante C > 0 telle que pour tout u € &(R*);
suppé = {(£1,¢2,¢3,¢4,) €R* : &4 >0} on a

(0.1) |log<Dadull> < e(dou,u) + Cllull>.

Ici, & est espace des distributions a décroissance rapide et # est la transformé
de Fourier de u. Puisque Py = Ao+ B et B >0, Py vérifie aussi [0.1). Alors,
I’argument de [9] nous réveéle que Py est microhypoelliptique a p. On peut dire
que [15, Exemple 5.2] a générarisé ce processus. Cependant, si on applique [15,
Exemple 5.2] a P;, il faut supposer (x) pour prouver que P; est micro-
hypoelliptique a p. Donc, I'idée de [15, Exemple 5.2] ne fonctionne pas bien afin
de préciser I’hypoellipticité de P;.
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Morioka [13] a étudié I’hypoellipticité de ’opérateur
Py = D? + f(x;)D? + D? + x2D? + (g(x1) — 1)D4  dans R*.

Fixons une intervalle ouverte Iy = R. On dit que une fonction g vérifie (A.1) si
(A.1) gr > 0 pour toutes les intervalles I < Iy.

Ici, gr = |I]™ [,g. On dit que des fonctions f, g vérifient (M;f,g) si
(M;f,g) inf sup{( Y2 loggar| : 31 = Iy, gar <6} =0,

Ici, 31 représente l’intervalle dont le centre est commun a celui de 7 et dont la
langeur est trois frois plus grande que celle de 1. On suppose maintenant (A.1),
que f, g > 0 sur 0l et que g < 1. Alors, a prouvé que P, etait hypoelliptique
si et seulement si (M;1,f) et (M;f,g) etaient vérifiées.

La condition (M; f,g) provient de Sawyer [14, Remarque 5], qui a caractérisé
la positivité des opérateurs de Schrodinger a une dimension. On cite aussi [11,
Sawyer’s Lemma].

Comme [13, §1] a mentionné I’hypoellipticité de P, ne peut pas €tre précisée
par [15, Exemple 5.2]. En revanche, Théoréme 1 explique simultanément
I’hypoellipticité de Py, P; et de P,. Par surcroit, on obtient le corollaire suivant,
si on applique théoreme 1 a P,. Soit pe T*R*\0; p= (y;n) € R* x R*\0,
y=(»1,0,0,0), »=(0,0,0,1) et y; € I.

COROLLAIRE 2. On suppose (A.1) et que f, g >0 sur 0I,. Alors, P, est
microhypoelliptique a p pour tout y, € Iy si et seulement si (M;f,g) est vérifiée.

DEMONSTRATION DE COROLLAIRE 2. Soit A, = D? + f(x1)D? + g(x1)Ds dans
R3. Selon Théoréme 1, la microhypoellipticité de P, a p équivaut a celle de 4, a
p. Ici, p= (»,0,0,;0,0,1). Par surcroit, la démonstration de [11, Théoréme 1]
nous laisse savoir que A4, est microhypoelliptique a j pour tout y; eIy si et
seulement si (M;f,g) est vérifiée. Donc, on obtient la conclusion. O

Quant a la relation entre [13] et cet article, corollaire 2 est nouveau. En effet,
la preuve de I’hypoellipticié de P, faite dans [13] nous laisse savoir que P, est
microhypoelliptique a p pour tout y; € Iy, sous la condition (M;1, f) et (M;f,g).
Selon la méthode de [13], (M;1,f) est indispensable. En revanche, corollaire 2
montre microhypoellipticié de P, sans (M;]1, f).

Nous écrivons la différence entre la méthode de et celle de cet article.
Soit Iy la projection sur le premier espace propre de ’opérateur de Hermite. La
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définition précise de Il sera donnée a §2. Soit P = P, et P = PIly + R. Alors,
la microhypoellipticité de P a p est déduite par celle de PIl; et de R. On obtient
la microhypoellipticité de PIly a p par [11, Théoréme 1], car on peut considérer
PTIy comme A4, mentionné dans la preuve de Corollaire 2. Voiyez Lemme 2.2 a
§2. Dans [13], en poursuivant le technique de Hoshiro [6], nous avons construit le
parametrix de R au domaine ou |&4| domine &7 + &2 + ¢2 en R}. Puisque Dj
dégénére, on ne peut pas avoir parametrix de R dans le cone ordinaire ou |&4| est
dominant. Voiyez [13, §6]. Donc, la microhypoellipticié de P, a p ne peut pas
étre déduite sans (M;1,f), si on adapte le technique de [6] et de [13]. En
revanche, nous utilisons dans cet article la méthode de énergie pour prouver la
microhypoellipticité de R a p. Grace a cette méthode, nous pouvons déduire la
microhypoellipticité de R sans (M;1, f).

Nous remarquons le fait suivant. Soit Kk =n—1 a Théoréme 1. Alors,
B=1L; L, . Si on remplace L,_; par D,_;, Théoréme 1 est faux, malgré que
B = 0. On donne un exemple. Soit Ag, 4; 'opérateur mentionnés précédemment.
Alors, A9 = A; + D? dans R®. On suppose que g(f) = exp(—|t|™°); @ > 0. Soit
p=(0;0,0,1)e T*R*\0 et p = (0;0,1) € T*R*\0. Ay est microhypoelliptique a
p si et seulement si o < 1. En revanche, 4; est microhypoelliptique a g pour tout
o > 0. Donc, la perturbation D? ne conserve pas la microhypoellipticité de A;.
Quant a cet argument, on cite Morimoto [10].

Théoréme 1 est déduit par la propriét¢ de I'opérateur de Hermite. Nous
I’étudierons a §2 en poursuivant [6, §2] et [13, §4]. La preuve de Théoreme 1 sera
donnée a §3.

§2. Opérateur de Hermite

Nous étudions la propriété de opérateur de Hermite, L = —(d/dt)* + 2, qui
jouera un roéle principal dans la démonstration de Théoréme 1.
La j-€me fonction propre de l’opérateur de Hermite est

(2.1) k() = n-1/4(271) 712 (% — t)jexp(~t2 /2).

On définit ¢;(#;7) par ¢;(¢;7) = |;7|1/4hj(t|17|1/2). Alors, ¢;(t;77) est la j-éme fonction
propre de I'opérateur de Hermite a paramétre n: L, = —(d/ dr) + n%. En effet,
on a L,p;(t;n) = (2j + Vnle;(t;7) et |lg;ll = 1.

Soit k =n— 1. Alors, x” = (x1,...,Xs—2) et X’ = (x", x,). Soit ¢(n) € C*(R),
0<¢=1, ¢(n) =1 lorsque || =2 et ¢(n) =0 lorsque |g| <1. On définit
Hi: (R*") - &(R") par
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(2.2) (Hp)(x) = (2m)71/2 Jei""f"¢(4‘n)¢j(xn_1; $n)d(x"; &) dEs

ou 9 est la transformé de Fourier de v(x) par rapport a x,. On définit
H! : #(R") — S(R™"), qui est adjoint de Hj, par

(2:3) (Hju)(x') = (2n)'/2 jj ern (&) 0, (13 En)A(X", y; &) dy dEy,.

On peut aussi définir H;: &'(R*') — &'(R") et H; : &'(R") — &' (R")
a partir de [2.2) et de en utilisant la relation (H;v,u) = (v, Hju) pour
ve (R, ue y(R") 101 S'(R") représente l’espace des distributions tem-
pérées. On définit II; : &'(R") — &'(R") par 1; = H;H.

On décrit la proposition suivante, qui représente une idée principale dans la
preuve de Théoréme 1.

ProrosIiTiON 2.1.
(1) Pour tout ue ¥(R") on a

(2.4) (TTou)(x) = Ieixéa(ﬂo)(x, &u(&) de,
on a(Tlo) (%, &) = B(&) exp(—ixn_1&n1 — (E2_; + x2_1E2)/ (21Z4)).

Par surcroit, pour tout a, f il existe une constante Cyp telle que pour tout
(x,£) e R*™ on a

(2.5) |o(TTo) () (x, )| < Cuplénr, &up 27w onr 2,
o 1y = (1+[t*)'? et 1) = oD

(ii) Pour tout ue L*(R"), on a ZH u = ¢(D,)*u dans L*(R").

=0
(iil) Pour tout j, k, on a H; Hk = O (D )% dans &' (R*V).
(iv) Soit B = D2_ +x2_ D2 D, et B; =2jD,. Alors, on a BH;v = H;Bjv
1 1 Jt jBj
pourve L' (R ); suppv < {& e R* : &, > 0} et H*Bu = B;H}u pour u € &'(R");
: J J57
suppii < {£ e R" : &, > 0}.
(v) Pour (x',&") e T*R™, on définit J(x',&') € T*R" par

J(x,7 é’) = (x”a 01 xn; 5”7 0, én)
Alors, pour tout ue &'(R") et tout ve ¥'(R*') on a
WF(Hyv) < {J(x', &) e T*R"\O : (X', &) € WFv},

WF(Hyu) = {(x',&) e T*R"1\0 : J(x', &) € WFu}.
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DEMONSTRATION DE PROPOSITION 2.1.
(i) Notons que ho(t) = ho(t). Alors, on peut obtenir les conclusions a partir

de et de [2.3).
(ii) On définit opérateur T : L2(R") — L?(R") par
(26)  (Tw)(x)=(2n)”! ]exp(ixnc,,)lznn‘/“a(x", (Eal' 2 Xn1, En) A

Alors, on a T*T = TT* = 1. Ici, I est opérateur identique. On suppose que

(2.7) Tru(x", Xn-1,&n) = F(%")g(Xn-1)r(En),
ou feL*R"?) et g, reL*R). Alors, on a
(2.8) ﬁ(xﬂa xn—laén) =f(x”)|é,,|1/4g(x,,_1|é,,|l/2)r(f,,).

Puisque {4;};2, est C.O.N.S. dans L*(R), on a > 2 Ilu = #(D,)*u dans L2(R).
Puisque L2(R") = L?(R"?) ® L*(R) ® L*(R), on obtient la conclusion.

(iii), (iv) Puisque {h;}2, est C.O.N.S. dans L%(R) et (L,p;)(t,n) =
(2j + 1)|nlg;(¢,77), on obtient les conclusions.

(v) Soit K; € 2'(R’, x R;,'l) et Kr e 2'(R%! x R7) les noyaus de Hp et de
H;, ie.,

(Ho)0) = [ Ky dy et Hwe) = [ Kl i) .
Selon et [2.3), on a

Ki(xy) = [ exp(i(x.y's0)16.1"*4(6n) a0

Ka(',) = [ expia(',:0))164]"*6(60:) 40

ou Y, (x,y';0") = (x'—y') -0 +ix2_;|6n]/2 et Yo (x",y 0') = (X' —y') - @' +iv2_,|64|/2.
Ici, 8’ = (64,...,60n-2,6,). Selon Hérmander [4. Théoréme 8.1.9], on a

WFKI < {(X,}";fa'l') . x, = }”, Xp—1 = 0) 6, = —",1 én—l = 0}7
WFK, c {(x",y;&'\n): x' =y, yuar1 =0, &=—9', n,, =0}

Selon Hormander [4. Théoréme 8.2.13], on obtient la conclusion. O

Quant a [Proposition 2.1, on cite Grigis [3, Section III.3] et Hoshiro [6,
Proposition 1].
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On étudie maintenant la relation entre P et 4 dans Théoréme 1 sous la
condition k=n—1. Alors, P=A+B et B=L; |L,;. Notons que ce B
coincide a celui qui a été mentionné dans [Proposition 2.1-(iv).

LEMME 2.2. PHyv = HoAv pour ve &' (R*); suppd < {& e R* ! : &, > 0}
et HjPu= A~H5‘u pour ue ¥(R"); suppii < {£ e R" : £, > 0}.

DEMONSTRATION DE LEMME 2.2. Selon [Proposition 2.1-(iv), on a HoBv =0
et BHyu = 0. Puisque P = A + B, on obtient la conclusion. O

§3. Démonstration de Théoréme 1

Nous prouvons Théoréme 1 sous la condition k¥ =n — 1. La démonstration
au cas ou k < n—2 est-elle déduite par la répétition.

On explique les notations. Pour les ensembles ouverts U;, U, = R™ qui
vérifient U; € U,, on définit Y (U;, U,) par

Y(Ul,U2)={¢EC8°(U2):Oé(pél, ¢(t)=1site Ul}.

Pour les cones ouverts I'j, I'» c R” qui vérifient I'y €EI';, on définit
Z(I'y,I'y), qui est ensemble des symboles des opérateurs pseudodifférentiels, par

Z(T,T2) = {p(&) € So(R™) : 0 <y < 1,suppy c T et y(z) = Isite Iy, |7 2 1}.

Pour les notations qui concernent des opérateurs pseudodifférentiels, nous suivons
Kumano-go [7].

D’abord, on suppose que P est microhypoelliptique & p et on montre que 4
est microhypoelliptique a 3.

Soit ve &'(R™!), i.e., supp v est compact et on suppose que j ¢ WF(Av).
On fixe une fonction Y(&,) e C°(R); 0y =1, Y(&,) =0 lorsque |£,| =1 et
Y(&) =1 lorsque |, =2 2. On définit w par w=y(D,)v. Alors, on a p¢
WF(Aw). Ici, on a utilisé le fait que [4,y(D,)] =0. Selon Proposition 2.1-(v),
on a p¢ WF(HyAw). Selon Lemme 2.2, on a p ¢ WF(P(How)). Puisque P est
microhypoelliptique & p, on obtient p ¢ WF(Hyw). Selon Proposition 2.1-(v), 5 ¢
WF(HgHow). Selon Proposition 2.1-(iii), Hi How = ¢(D,,)2w. Donc, on obtient la
conclusion.

Nous prouvons le cas contraire. On suppose que A est microhypoelliptique a
p et on montre que P est microhypoelliptique a p. Soit u € &'(R") et p ¢ WF(Pu).
Quant au cone X mentionné dans Théoréme 1, on peut supposer que <{&,> ~ (&>
dans X. On définit alors X* <« R” par £* ={¢ e R": &' €X,£,_; € R}. On fixe X
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et £; qui sont les voisinages coniques de 7 et qui vérifient £y € £; €X*. On fixe
aussi 1€ Z(Zy,X;) et on définit w par w = A(D)u.

LEMME 3.1. On a p ¢ WF(Pw).

DEMONSTRATION DE LEMME 3.1. Puisque w = A(D)u, on a
Pw = A(D)Pu — [A(D), Plu.
Puisque p ¢ WF(Pu), on a p ¢ WF(A(D)Pu). Observons que
N
[A(D),P] = PA™(D)/a! + Ry,
Ja}=1

ou Ry € OPSlz’aN(R”). Puisque A® (&) =0 sur ZyN{|¢| > 1} si |¢| =1, ona p¢
WF (P(a),l(“) (D)u). Donc, on obtient la conclusion. O

On prend alors I’expansion de w par rapport aux fonctions propres de
lopérateur de Hermite.

Lemve 3.2. 32, ILw = ¢(D,)’w dans &'(R").

DEMONSTRATION DE LEMME 3.2. Puisque supp w = X; et <{&,> ~ (&) dans
%, il existe s > 0 telle que <D,>*w e L*(R"). Selon [Proposition 2.1(ii), on a
20 TL({Da) W) = $(Dy)*(Dn)~*w dans LX(R"). Puisque [IT;, {D,>"*] = 0 dans
&'(R"), on obtient la conclusion. O

On définit maintenant wy et w, par wo = [Iow et w, = ¢(D,,)2w — wp. On
montre que p¢ WFwy et que p¢ WFw*, qui achévent la démonstration de
Théoréme 1.

D’abord, on prouve que p ¢ WFwy. Selon Proposition 2.1-(v) et Lemme 3.1,
on a j¢ WF(H;Pw). Selon Lemme 2.2, on a j ¢ WF(A(H{w)). Puisque 4 est
microhypoelliptique a 5, on a j¢ WF(H;w). Selon Proposition 2.1-(v), on
obtient p ¢ WFwy.

On montre maintenant que p ¢ WFw,. Les deux propositions suivantes sont
la clée a ce prouver.

PROPOSITION 3.3. Soit py = (¥°,7°) € T*R"\0 et n° € =*.
(i) Si y2_, #0, P est microhypoelliptique & p,.
(ii) Si #°_, #0, P est microhypoelliptique a py.



Une perturbation des opérateurs 545

DEMONSTRATION DE ProposiTioN 3.3. Puisque B=L; L, ; est micro-
localement elliptique au voisinage de py si y2_; #0 ou #2_, #0, on obtient
les conclusions en tenant compte de (H.1). O

On choisit un céne X' = R*! tel que T EX’ et que (&) ~ (&' dans ¥/,
On fixe alors 4y(¢’) € Z(Z,X'). On définit K et Q par K = D,IlpAo(D’) et par
Q = P+ K dans R”". Bien que Ao(D’) € OPS{),O(R”'l), on le considére comme un
opérateur dans R”".

ProPoOSITION 3.4.
(i) K € OPS] /2,12(R"). Par surcroit, pour tout a, f il existe une constante Cop
telle que pout tout (x,&) e R* on a

(3.1) 0(K)E (%, )] S Cup(&y (e /D=eut Brcaf2),

Ici, o" = (a1,...,0n-2).

(i) Pw, = QOw,.

(iii) 1l existe les constantes C,, C > 0 telles que pour tout ueHz(R");
suppu < X*, on a

I<KDA>"?u||* < CiRe(Qu,u) + Calul*.

DEMONSTRATION DE PROPOSITION 3.4.

(i) Selon Proposition 2.1-(i) et la définition de K, on obtient la conclusion.

(ii) Selon Lemme 3.2, w, = >°2, Iljw dans &'(R"). Donc, on a Ilow, =0 en
tenant compte de Proposition 2.1-(iii). Puisque [ITp,Ao(D’)] =0, on obtient la
conclusion.

(iii) Soit ve H*(R*™'); supp v = X. Alors, pour tout j =1 on a

(3.2) I 1Da|0))* < (Byw, v),

ou B; = 2jD,. Soit u e H*(R"); supp u = T*. Alors, on a supp ﬁﬁ < X. Puisque
{DyY*u € L*(R"), on a H}{D,)Y*u e LX(R*™"). Puisque H}<{Dn>*u = (Dp>*Hj}u et
&> ~<(¢') dans X, on a Hiue H 2(R* 1. Donc, en remplagant v par H}u dans
(3.2), on a

1 * * *
(3.3) 11D Hy ul|* < (B H}u, H} u).
Selon Proposition 2.1-(iv), on a

(3.4) (IL;|Dplu, u) < (I1;Bu, u).
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Prenons le somme de chaque coté de de j=14a j=oo. Selon

2.1-(ii), on a
(3.5) (| Dn|u, u) — (Ku,u) < (Bu,u),

car u e H*(R?), TIyB =0 et Ao(D')u = u. Selon I'hypothése (H.1), on a

(3.6) Re(Au,u) = —C||ul|®.
A partir de et de [(3.6), on obtient la conclusion. O

On déduit alors p ¢ WFw,. Puisque [P, #(D,)*] =0, on a Pw, = ¢(D,)*Pw —
Pwy. Puisque p ¢ WF(Pw) et p¢ WFwy, on a p ¢ WF(Pw,). Selon
3.4-(ii), on a p ¢ WF(Qw,). Donc, il existe un cone ouvert I'y = R" qui contient
n et qui vérifie [y €Z*, un ensemble ouvert ¥y = R*~! qui contient »’ et une
intervalle ouverte Iy = R qui contient 0 tels que pour tout y(&¢) € S{’,O(R"); suppy <
Ty, tout Y(x') e CP (Vo) et tout x(x,—1) € CP (o) on a Y(x')x(xn—1)y(D)Ow, €
H®. A partir de ces Vg, Iy et I'y, on considére des séquences comme ci-dessous.
On choisit une séquence des ensembles ouverts { Vi }io U {V} = R*! et celle des
intervalles ouvertes {Ix} 1o U{I} = R qui Vérifient y e VE Vi1 E Vi et 0e I €
Ii+1 € I pour tout k. On choisit aussi une séquence des cones ouverts {Tx}r o U
{T'} = R" et {Fi}oU{F} = R*' qui vérifient les conditions suivantes.

(Cl) nel’ €ETy41 €T et ' € F € Fi+1 € Fr pour tout k.

(C.2) Fy € Toxs1 et Topin € F3;,, pour tout k.

Ici, T; = {&'e R : (&",0,&,) eI} et Ff ={¢eR":¢ e€F;, &, eR}.

Pour chaque k, on fixe Y, € Y(Vi, Vit1), Xk € (Ix, Ie+1), ok € Z(Fx, Fx41) et
Yk € Z(Tk, Tita).

D’abord, on prouve le lemme suivant.

LEMME 3.5. 1l existe s > 0 telle que w. € H™.
DEMONSTRATION DE LEMME 3.5. Rappelons nous que w = A(D)u, ue &' et
que supp 4 = Z;. Puisque <&,> ~ (&) dans X, il existe s > 0 telle que {(D,)*we

L%(R"). Alors, on a {D,>*w, € L>(R"). Donc, on obtient la conclusion. [

Soit s > 0 mentionné dans Lemme 3.5. Pour k =0, 1,2,..., on définit Ay par
Ax = {D,>~***/2_ On définit alors Ay par

hi = Yor X Ak y2i (D)W
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PROPOSITION 3.6. Pout tout k=0,1,2,..., on a h € L*(R").

On admet provisoirement [Proposition 3.6, Alors, pout tout y(x') € C°(V),
tout x(x,_1) € C¥(I), tout y(&) € STo(R"); suppy =T et tout M >0 on a

Yx{D,>My(D)w, € H®.

Puisque <{&,) ~ (&> dans TI', on obtient p ¢ WFw,, qui achéve la preuve de
Théoréme 1.

On prouve [Proposition 3.6 par I'induction par rapport a k. Lorsque £ = 0, on
obtient hy € L? a partir de Lemme 3.5.

On montre que Ay € L?> en supposant que ki e L2. On définit Ty e
S?’O(R”‘l) par Tyv = og1(D')(Yory1v). On considére désormais 7, comme
I’opérateur dans R".

Lem™me 3.7. TrQhi € HX(R").

DEMONSTRATION DE LEMME 3.7. On définit g par gk = xx Ak (D)ws. Alors,
hr = Yo gr. On montre que T, Qgr € H*. Afin de simplifier la notation, on omet
momentanément l'indice k. Observons que

TQQZII+12+I39

ou I = D) YxAy(D)Qws), L =D )Yx[Q,y(D)|Aw,) et I3=a(D’)
(¥[Q, x]y(D)Aw,). Ici, on a utilisé le fait que [Q,A] =0.
Puisque p ¢ WF(Qw,), on a I) e H®.
Quant a I, on a I, = E; + E;, ou
Ey = a(D")(Yx|P,y(D)]|Aw,), E; = a(D")(Yx[K, y(D)]Aw,).

Puisque K € OPS} ), »,(R") et y(D) € OPS)(R"), on a
N
[K,y(D)] = > Ky (D)/V! + Ry,
[v|=1

ol Ry € OPS:/_ZIXﬁ (R"). Notons que (&) = 0 pour & € T'x4. Selon la condition
(C.2), [Proposition 3.3-(ii) et le fait que p ¢ WF(Pw,), on a

(D) (WxKn?® (D)Aw,) € H si [y 2 1.

Selon le théoréme de Calder6on—Vaillancourt, pour lequel on cite Kumano-go
[7, page 224], Ry transmet H® & H™M ou M = —1+ N/2. Donc, on obtient
E; e H®. Par le méme argument, on a E; € H®. Donc, on obtient I, € H®.
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Quant a I3, on a Iy = E3 + E4, ou
E3 = (D")(Y[P, x]y(D)Aw.) et Es=a(D')(Y[K,x]y(D)Aw).

Observons que

N
(K, 2) =) 2K V! + Ry,
[v|l=1
ou Ry e OPS:/_ZIX//ZZ(R"). Selon Proposition 3.3—(i) et le fait que p ¢ WF(Pw,),
on a

'/’X(V)K(v))’/\w* e H® si|v|21.

Donc on a E4 € H® en tenant compte du théoréme de Calderéon—Vaillancourt.
Par le méme argument, on a E3 € H®. Donc, on obtient I3 € H®.
Selon (3.7), on a TxQgx € H®. Puisque hy = Yy, gk, On a

T OQhi = Tk Qgi + T Q(1 — W) gk

Selon la définition de T et le fait que Vo1 € Vi, on a TiQ(1 — Yoy )gk € H®.
Donc, on obtient T;Qhi € H®. O

Quant a Lemme 3.7, I'idée provient de Morioka [12, Lemme 2.1].
Pour ¢ > 0, on définit alors Ty, par Tk, = A:(Dy) Tk, o A:(&,) = (1 + eé,z,)“l.
Notons que Ty = Tip.

LemME 3.8. Soit € > 0. Si on considére Ty, comme I'opérateur dans R on
a T, € OPS{3. Par surcroit, {Ti:},c (01 est borné dans OPS?, par rapport a e.

DEMONSTRATION DE LEMME 3.8. Selon la définition de {T%.} et le fait que
(&> ~ (&' dans supp ¥, ;, on obtient les conclusions. O

LemME 3.9. Si on considére Ty, comme [l'opérateur dans R", on a Ty hy €
H?(R") lorsque ¢ > 0 et Tyohyx € L>(R").

DEMONSTRATION DE LEMME 3.9. Selon I’hypothése de Iinduction, A € L2.
Selon la définition de Ty, et le fait que <{£,> ~ <(&) dans supp y,;, on obtient les
conclusions. O

On définit alors M, par M, = (D,>'/>T; .h. Selon Lemme 3.9, M, € L*(R")
si €>0.
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LemMmE 3.10. {M.},.., est borné dans L*(R").

DEMONSTRATION DE LEMME 3.10. Notons que supp T;:hk < X*. Selon
IProposition 3.41-(iii) et Lemme 3.9, on a

(3.8) IMe]|> < C1 Re(QTkchi, Trshic) + Call Ticehcl?,
ou C;, C; sont indépendantes de &. Selon Lemme 3.7, Lemme 3.8 et (3.8), on a
(3.9) IM.||> < Ci(lip + by) + Cols,

ot I, = Re(TrOh, Tiohi), he = Re([Q, Tholhr, Tuchr) et I, = || Tiohil’.
Selon Lemme 3.9, Tyhx € L? et on obtient I, < ||T; he ).
Quant a I, on a ||l < || Ti,e Qhicl| | Treohicll < || Tie Qb || Trchie]-
Quant a L, on a

(3.10) L,=FE\+ FEy;+ E3; + Es,,

ou Ey,=Re([4, Tk.)hk, Tichr), E, = Re([xf_lD,%, Tk,e]hk, Ty chi), E;, =
Re([K, Tielhk, Tk chi) €t Esp = Re([—Dpy, Tk elhi, Tichi).

Quant a Ey,, on a Ey, = (V.hi,hr), ou W, = (S + S))/2 et S, = T,’;’B[A, Ti,).
Puisque la partie principale de a est réelle et {Ti.}o..; est borné dans
OPS{,(R*™"), {We}locoe st aussi borné dans OPS{(R*™'). Dong, il existe une
constante C;3 > 0 qui est indépendante de ¢ telle que |Ej,| < Cs/h|*. Puisque
hi € L2, {|E1;|}pcpc; €St borné.

Puisque [x2 ,,Tx,] =0, on a E;,=Re([D2, Tre|(x2 k), Tre(x2_ k).
Puisque x2_ /iy € L%, {|Ey.|}opc; €St boOrné.

Notons que [K,A;(Dn)oox(D’)] =0. Alors, on a

E3 . = Re(Ae(Dn)otok (D) [K, Wopey 1 (XA, T chic).

Puisque y,;,, est indépendant de x,_1, on a [K, ¥y 1] € OPS{’/z,l /Z(R") en tenant
compte de [3.I). Notons que A.(&,) <1. Selon le théoréme de Calderén—
Vaillancourt, {|E3.|}y.,<; est borné.

Par le méme argument, on peut savoir que {|E4.|}o,<; €st borné. Donc, la
preuve est terminée. O]

Selon Lemme 3.10, il existe / € L?(R") et une séquence {r(j)}2;; limj_, r(j)
= oo telle que pour tout ¢ € L2(R") on a limj_.(M,;),9) = (f,¢), car L2(R") est
espace hibertien. Selon la définition, lim;_. M,;y = M, dans 2'(R"). Donc,
My = f et on obtient My e L*(R"). Puisque ay1(&') =1 sur Fayq et oo €
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F3i1s on a <Dpd?yy o (D) (Yapr1 Xk Aks1721(D))ws € L2(R"). Donc, on obtient
hi+1 € L>(R"), qui achéve I'induction.
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