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THEOREME DE LA GOUTTE LISSE
ABDELHAKIM MAADEN

1. Introduction. Soit (X, |.|) un espace de Banach. B(x ||y désigne
la boule unité de X. La goutte définie par x € X\B(x, ), notée
D(z, B(x,.})), est 'enveloppe convexe de {z} U B(x |-

Dans le cas ou un fermé S de X est a une distance positive de B(x .|,
il existe toujours un élément s € S tel que D(s, Bix,.)) NS = {s},
c’est le théoréme de la goutte de Dane§ [3]. Ce travail a été repris
par plusieurs auteurs [5, 8, 9]. Remarquons ici qu’on ne peut pas
remplacer I’hypothese “S est a distance positive de B(x |.))” par “S est
disjoint de B(x,.)).” Lorsque pour tout S fermé non vide disjoint de
Bx,.)), il existe s € S tel que D(s, B(x,.))) NS = {s}, on dit que X
a la propriété de la goutte. Montesinos a montré que X a la propriété
de la goutte si et seulement si X est réflexif et les convergences faibles
et fortes des suites coincident sur la sphére unité. Pour plus de détails
sur cette propriété voir [6, 7, 8].

Dans cette note, en se basant sur le papier de Borwein et Preiss [1,
10], nous montrons une variante lisse du théoréme de la goutte dans
les espaces de Banach (X, |.|) dont ’ensemble des normes équivalentes
Fréchet-différentiables est dense dans ’ensemble des normes équiva-
lentes muni de la métrique usuelle. Comme conséquence nous donnons
un résultat analogue au théoréme de Browder [2].

On désigne par (P, p) 'espace des normes équivalents & |.| sur X,
muni de la métrique donnée par p,q € (P, p):

p(p,q) = sup{|p(z) — q(z)[;z € Bx )}

Notons que P est un sous-espace ouvert de I’espace (Q, p) des semi-
normes continues sur (X,|.|), muni de la métrique définie par f,g €

(Q, p):
p(f,g) = sup{|f(z) — g(=)|;= € Bix,.)}-
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1094 A. MAADEN

On montre alors que (@, p) est un espace métrique complet et par
conséquent (P, p) est un espace de Baire [4].

On désigne par £ ’ensemble des normes équivalentes & |.| sur X,
qui sont Fréchet-différentiables sur X\{0}. On pose alors la définition
suivante:

Définition 1.1. On dit qu’un espace de Banach (X, |.|) est lisse si
I’ensemble L est dense dans P pour la métrique p.

Il est bien connu que si un espace de Banach X posséde une norme
équivalente dont la norme duale est localement uniformément convexe
sur X*, alors X est un espace de Banach lisse. Par contre, il n’est
pas connu si un espace de Banach est lisse des qu’il possede une norme
équivalente Fréchet-différentiable. Pour plus d’information sur ce sujet,
voir [4].

C’est facile de voir que ces deux lemmes sont vérifiés.

Lemme 1.2. Soit (X,|.|) un espace de Banach lisse. Alors pour
tout € > 0, il existe une norme équivalente ||.|| Fréchet-différentiable

sur X\{0} telle que:

(1—e)|z| <|lz|| < (1+¢€)|z| pour tout z € X.

Lemme 1.3. Soit (X,]|.|) un espace de Banach lisse. Soit S un
fermé tel que 'on ait dist (S, B(x,).)) > 0. Alors il existe une norme
|||| équivalent Fréchet-différentiable telle que dist (S, B(x,.;)) > 0 et
By © B

Définition 1.4. Soient (X,|.|) un espace de Banach et D C X un
convexe d’intérieur non vide. On dit que D est lisse s’il existe une
fonction f de X dans R convexe et différentiable, tel que:

D={zecX;f(z)<0}etinf{f(x);z € X} <O.

On dit que D est une goutte lisse si D est un convexe borné lisse
contenant la boule unité.
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2. Théoréme de la goutte lisse. Nous rappelons que D =
{z € X; f(z) < a} est une goutte lisse si f est une fonction convexe
différentiable sur X, tel que D est borné, Bix| ) C D et inf{f(z);z €
X} <a.

Lemme 2.1. Soit X un espace de Banach et soit ||.|| une norme
équivalente Fréchet-différentiable sur X. Soit C = {z € X; f(z) < a}
une goutte lisse telle que 3 = supp, f < a. Soit g tel que f(xo) = a.
Alors il existe A > 0 tel que D = {z € X; f(x) + A||]z — zo||* < a}
vérifie:

i) DcC.
ii) supg, g < a ot g(z) = f(z)+ Az — x|
iii) Dn{z € X; f(z) = a} = {zo}.

Preuve. Quitte & considérer C = {z € X; f(z) + X < a+ N}, on
peut supposer que o > 0. Soit € > 0 tel que a — 8 — & > 0, un tel
existe car par hypothése o — 8 > 0. Considérons la fonction g suivante:

OB
= ||T — X
L Jlmol)? "

il est clair que la fonction g est convexe différentiable sur X. On pose
alors:

g9(z) = f(z) +

D={ze X;g(x) < a}.
Il est tout & fait évident de voir que D C C, d’ott (i).

Soit x € By, alors:

a—pfB—c¢ 2
9(z) = fz) + ——mzllz — zol|
(1 + [[ol[)?
a—fF—c¢ 9
<P+ 51+ ||zo
TR ER
=a—-e<a
d’ou (ii).
Soit x € DNA{f = a}, alors g(z) < a et f(z) = a, ce qui implique
que:
a—fB—c¢
fle)+ 2P e w2 <a

(1 + [zoll)
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ce qui donne que:

a—pf—c¢ 9
at+ ———|lz —2||* < .
(1 +[[zol])?

Or a —f3—¢ >0 et a> 0, donc nécessairement ||z — zo|[? = 0, ce
qui montre que z = zo. D’ou DN {f = a} = {zo}, d’ou (iii). O

Théoréme 2.2. Soit (X,|-|) un espace de Banach lisse. Soit S un
fermé non vide tel que dist (S, B(x.)) > 0 et soit xz; € S. Alors il
existe une goutte lisse D telle que:

1) D c B(0,]z1])
2) DnS={a}
3) x, — a dés que (z,) dans D et dist (z,,S) — 0.

Preuve. (X, |.|) est un espace de Banach lisse et dist (S, B(x,|.;) > 0,
alors d’apres le Lemme 1.3 ci-dessus, il va exister une norme équivalente
||.|| Fréchet-différentiable telle que dist (.5, B(XaH-H)) > 0et B(X7‘_|) C
B(x,|.|))- On peut alors supposer que la norme initiale |.| est Fréchet-
differentiable.

Soit R = dist (S, Bx) > 0 et a > 0 tel que (|z1]| + 1)?/a < R2.

Posons:

. 1
g1(z) = dist?(z, Bx) et ga(x) = g1(z) + %L'z: -z %

et choisissons zs € S tel que:

(*) g2(22) < %gl(xl) + <1 - %)me g

Pour montrer I'existence de x2, on observe que soit infggs = g2(z1) =
g1(z1) auquel cas zo = x; convient; soit infsgs < g2(z1) = g1(z1),
auquel cas le membre de droite de (x) est strictement plus grand que
infsgs.

On construit les deux suites (g, ), et (z,)n par:

1
Int1(7) = gn(z) + %VU — z,)?
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et z,41 € S tel que:

1 1Y.
s (@n12) < gonlen) + (13 )infanin

En utilisant la méme technique, on montre qu’un tel z, 4 existe. Nous
affirmons alors que la suite (), est de Cauchy. Pour ce faire, posons:
an = gn(xn) et s, = inngn-

Alors les suites (a,) et (s,) sont décroissante et croissante respective-
ment (et que a, > s,, n = 1,2,...) ceci est clair d’apres la définition
des deux suites. C’est aussi évident que

lim a,, = lim s,,.
m—r 00 m—» o0

Nous notons alors par s cette valeur commune.

Nous montrons maintenant que la suite (z,), est de Cauchy. En
effet:
Ant1 = Gn+1(Tnt1)

1
= gn(xn+1) + %‘mn - mn-i—l‘z

SR ?
Z Snp g Tn Tn41

ce qui implique:

1
%|mn_mn+1|2Sa'nJrl_snSan_sn
< 5 )< 5 )
—\An— S —\Qn—1 — Spn—
=3 n—1 n =3 n—1 n—1
1
S"'Sgn_l(al—sl)

ce qui montre alors que:

2 n—1
|z — xn+1\2 < 2a(§> (a1 — s1)

on en déduit alors que la suite (x,,), est de Cauchy. Soit a la limite de
cette derniere suite, alors a est dans S, car S est un fermé.
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On considere la fonction f définie par:

2n
n>1

1 1
= dist?(z, B = — |z — z,|?.
f(z) = dist*(z, x)+az |z — zn|

Alors f est une fonction convexe Fréchet-différentiable sur X (voir
[10]). On pose:

C={zeX;f(z) < f(a)}.
Nous affirmons que C NS = {z € S; f(x) = f(a)}, en effet:

Soit z € C'N S, alors f(z) < f(a) et x € S. Comme la suite (gp,)
converge uniformément sur les bornés vers f et l'ensemble {z,;n =
1,2,...}U{a} est compact, alors il est borné. Donc, pour tout ¢ > 0 il
existe mg tel que pour tout m > my, 0 < f(z) — gm(z) < €, pour tout
z € {z,;n =1,2,...}. En particulier,

0 < f(zm) — am <&, Vm > mg.
Mais limy, 00 f(2m) = f(a). On en déduit alors

f(a) = lim ap = lim s, =s.
m—ro0 m—r o0

Maintenant, c’est clair que
s=f(@) < f(@), Voes.
Dou CnNS ={x € S;f(z) = f(a)}. Nous montrons maintenant que
supg, f < f(a).
Soit b € Bx, alors:
F(b) = dist?(b, Bx) + = 3 e[ — 2
) a n

2n
n>1

1 1
S S )
lo et n
Or |z,| < |z1| pour tout n, en effet:
dist?(2n, Bx) = g1(2n) < g2(zn) < --
=ap < Gp-1<---<ag
= diStz(ml,Bx).
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Ce qui montre alors que |z, | < |z1| pour tout n. On en déduit que:

1 1 )
fb) = agz—n\b—xnl

Cnl)?
a
< dist*(a, Bx) < f(a),

d’ow: supp, f < f(a).

Donc d’apres le Lemme 2.1 il va exister une goutte lisse D telle que:
D ={z € X; f(z) + Nz — a|* < f(a)}

et
DnS={a}.

D’ou (2).

Comme (g,,) converge uniformément sur les bornés vers f et que (z,,)
converge vers a:

f(a) < lirflngn(wn)-

D’autre part, pour tout n, g,(z,) < gi(z;) = dist?(z;, Bx), donc
f(a) < dist?(xy, Bx). On en déduit que pour tout = dans D, |z| < |zy],
d’ou (1).

Il nous reste & montrer que l’assertion (3).

Soit (zn)n une suite dans D telle que dist (zp,S) — 0, alors il existe
une suite (y,), dans S telle que |z, — y,| — 0. Comme (z,), dans
D qui est un borné, alors la suite (y,), est bornée, donc il existe une
boule B telle que z,, y, sont dans B pour tout n. De plus la fonction f
est bornée sur tout borné et est convexe. Donc elle est Lipschitzienne
sur tout borné (voir Proposition 1-6 [10]). Il existe alors une constante
k > 0 telle que:

F(@) ~ f@)| < klz —yl, pour tout z,y dans B.

On en déduit que |f(2n) — F(yn)] < Kln — ya| = 0.

De plus (z,), est dans D donc f(z,) + Az, — a> < f(a) et (yn)n
est dans S donc f(a) < f(yn), ce qui implique que z,, — a. O
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Le théoreme ci-dessus permet de retrouver le théoreme de Danes dans
le cas ot ’espace de Banach X est lisse.

Corollaire 2.3. Soit X un espace de Banach lisse et S un fermé non
vide tel que dist (Bx, S) > 0 alors il existe a € S tel que D(a, Bx)NS =

{a}.

Preuve. Soit D et a donnés par le théoreme. On a
{a} ¢ D(a,Bx) NS cDNS ={a}.

D’ou le résultat. O

Comme conséquence de ce dernier théoreme, nous donnons le résultat
suivant qui est une variante lisse du théoréeme de Browder [2].

Théoréme 2.4. Soit X un espace de Banach lisse. Soit S un fermé
non vide. Alors l’ensemble D(S) = {z € S; il existe un convezxe lisse
D dans X tel que DN S = {x}}, est dense dans le bord de S.

Preuve. Soit x € 0S et soit € > 0. On considere la boule fermée de
centre = et de rayon ¢, notée B(z,¢). On pose S’ = B(z,e) N S.

Soit w € B(z,e/4)\S’ et soit d = dist (w,S’), alors d > 0. On
considére la boule fermée By = B(w, d/2), il est clair que dist (Byp, S') >
0.

Le théoreme de la goutte lisse appliqué & By et S’ implique qu’il existe
un convexe lisse C' vérifiant:

C C B(w,||w — zl|), By, cC, cnS ={xo}.

Siy e CNS, |ly —wl| < [lw -zl <e/4, donc |ly — zf| < ||y —wl| +
[|lw— || < e/2 et par consequent C NS =CNS’". On en déduit que:
CNS ={xp} et que ||z — zo|| < e.

Donc D(S) est dense dans le bord de S. O
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