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ENSEMBLE DE CONVERGENCE
GILBERT MURAZ

RESUME. Pour quel sous-ensemble K de I', groupe dual
du groupe l.c.a G, la convergence pour v € K des séries
partielles EnGN,Y an,ou Ny = {n € N, ({(gn,V)+(9n,7))/2 >
a}, {gn}nen fixée dans G implique la convergence de la série
? Le comportement de la mesure des ensembles

an
neN
{y € K,({9,7) + {9,7))/2 > a} lorsque g parcourt G permet
d’appporter des solutions.

Le but de ce travail est de démontrer dans le cadre général des groupes
localement compacts abéliens, le résultat proposé comme probleme
6632, American Mathematical Monthly, 1990 [3] pour G = T ou dans
[9] pour G = R".

L’origine de ce probleme est I’étude du domaine d’extension maximal
[10] de opérateur intégral

) = [ DT g4y

ou G est un groupe localement compact abélien et I' son groupe de
caracteres. Le cas G = R est traité dans [6]. Des applications a la
converegnce des séries - @n((gn,7¥) + (gn,7))/2 sont données, en
particulier une version des classiques théorémes de Lusin-Denjoy [1, 2,
4, 11] et de Salem [1, 8]. Des résultats généraux analogues au cas
I' =R ou T peuvent étre obtenus de la méme fagon.

Par définition, un caractere v € I' définit sur G une fonction a valeurs
dans le tore T = {e?,6 € |—m, +7|} notée (g,7).

Réciproquement, par le théoréme de Pontryagin [7] le groupe de
caracteres de I' s’identifie a G. La topologie sur G est définie a partir
d’une base de voisinages élémentaires de 'origine de la forme

Voo =1{9 € G,(9,7) € I pour tout v € C}
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ott C est un compact de ', o un réel, 0 < o < 1 et I, = {e¥ €
T,cosf > a} [7].

Dans le méme esprit, pour une suite {g,}nen d’éléments de G, v
un élément de I' de E un sous-ensemble du tore, est associé le sous-
ensemble N, de N défini par N, = {n € N, (g,,7) € E}.

Définition. Un sous-ensemble mesurable K de I', de mesure positive,
est dit de convergence pour une suite {g,}nen d’éléments de G,
relativement & un sous-ensemble mesurable E du tore T, si la condition
Y onc N, @n < 0O pour presque tout v € K implique la convergence

Y neN On < 00.

Par définition méme, un sur-ensemble d’un ensemble de convergence
est encore de convergence pour la méme suite relativement au méme
sous-ensemble E de T.

Dans le cas E = T, tout sous-ensemble (non vide) de I est bien siir
de convergence quelle que soit la suite {g, }nen-

Les mémes arguments utilisés pour la démonstration du théoreme de
Lusin-Denjoy [1, 2, 4, 11] ou de G.M.S. [3] donnent le critére suivant:

Théoréme. Un sous-ensemble mesurable K de T', 0 < |K| < oo,
vérifiant lim inf,, |[KNg, ' (E)| > k > 0 est de convergence pour {g, }nen
relativement a E.

Démonstration. Soit une série ) _n a, de termes réels positifs telle
que la fonction p(7) = 3, cn @n, Ny = {n,(gn,7) € E} soit finie
presque partout sur K. La fonction ¢ est mesurable et pour tout € > 0
il existe une constante M et un sous-ensemble mesurable K, de K tels
que

o |K\K.| <.
e sup, k. p(v) < M.

Le théoreme de Fubini permet d’écrire

an dy = an|K:Ng, ' (E)|.
2 /ngnl(m 2 nlFe N0 ()

M|K.| > / p(y)dy =
K. neEN neEN

L’hypothese liminf, |[K N g, '(E)| > k > 0 implique 'existence d'un
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entier Ny tel que pour tout n > Ng on ait |K Ny, (E)| > k/2.
Pour ¢ = k/3 et n > Ny la mesure de 'ensemble K. N g, }(E) vérifie

|Ke Mg (B)] > |K N g (B)] = [(K\K:) N g (B))|
S kE k kK

2 3 6
Les inégalités précédentes s’écrivent:
MK > > a i
el —— n 6
’I’LZNO

ce qui assure la convergence de la série ) _n @n. O

Ce critere ramene ’étude des ensembles de convergence au comporte-
ment de la mesure des ensembles K N g~ (E) lorsque g parcourt G.

Dans ce qui suit ’ensemble E est un voisinage de l'origine de la forme

I, = {e” € T,cos8 > a} = {€? € T, — arccosa < # < arccos a},
—l1<a<l

Théoréme. Tout sous-ensemble mesurable K deT', 0 < |K| < oo,
vérifie
. -1 -
lim [ 097 (1,)] = |K|.

Démonstration. 11 suffit de démontrer le résultat pour les ensembles
compacts K.

Pour tout g dans le voisinage élémentaire Vx o = {g € G, (g,7) €
I,,Yy € K} les ensembles K N g~!(I,) et K coincident et la mesure
|K N g~1(I,)| devient stationnaire lorsque g tend vers 0. o

Théoréme. Pour tout voisinage V de 0 dans T', il existe une
constante A telle que |V Ng~1(1,)| > A|L,|, pour tout g dans G.

Démonstration. Les ensembles J,, de la forme J, = {e! € T, —7/p <
6 < m/p} avec p entier, ont pour mesure |J,| = 1/p en normalisant la
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mesure du tore |T| = 1. De plus T est 1'union disjointe des e*(2¢7/7) JIp,
ke{0,1,...,p—1}, T =U;=b~tekn/r ] .

Pour tout voisinage V de l'origine dans I', il existe un voisinage W
de Porigine symétrique (—W = W) tel que W + W C V.

Pour tout g dans G, g~ *(T) est égal & I, c’est-a-dire
p—1

W=Wwng}T)= U W N g (X /P T,).
k=0

Il existe un indice kg tel que

— ko | ‘
W gt (eHemPg,)| >

p

Soit wg, dans W N g’l(eZik"”/”Jp); son image (g, wy,) par g est de la
forme e2tkom/Peifo ayec et ¢ Jp ce qui entraine:

1774 ngfl(e2ik0ﬁ/pjp) — (W - wO) mgfl(ezikoﬂ/pefﬂkow/pefiegJp)‘

Comme wq est dans W, les inégalités suivantes sont vérifiées pour
a = cos(3m/p):

Vg )] 2 |+ W) N g (1)

> W g (ol )
Wi _wi,
3

Y

La démonstration du théoréme pour a quelconque est alors immédiate.
O

Théoréme. Pour tout ensemble mesurable K de T, 0 < |K|, et tout
a <0, il existe ko > 0 tel que liminf, o |K Mg~ (1a)] > ko > 0.

Démonstration. 11 suffit en fait de démontrer ce résultat en supposant
que K vérifie |K| < oco. Dans ce cas Xk, la fonction caractéristique
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de K est intégrable et d’apres le théoreme de Riemann-Lebesgue sur le
comportement & I'infini de la transformée de Fourier (inverse) Xx de
Xk il advient:

lim / (g,7)XK dy = lim Xg(g) =0
yer g—roo

g—roo
lim <<g,7>+<g,7>>XKd,Y:O
g—roo yel 2
. 9,7) + (g,
Jim </€F (9,7) ! {9,7) Xing 11y &
.

(9,7) +(9,7)
A _ d
+/761“ 2z e

ou I = {eY € C,cosf < a}.

La deuxiéme intégrale f,yer((<g, V) +(9:7)/2)X kg1 (1) dv est ma-
jorée par o+ |[K Ng Y(I,)|-

Si le théoréme n’est pas vérifié, il existe une suite généralisée {g;}icr
d’éléments de G tendant vers l'infini telle que:

lim |K Ng; ' (I,)| =0
gi

lim K N g7 (1) = | K]
gi

: (9,7) + (9,7
0 = lim X dy < a|lK| <0
o Joer 2 (kg 2 1z) 1Y < K]
ce qui est absurde. a

Théoréme. Soit {g;}icr une suite (généralisée) d’éléments de G
vérifiant lim;crpg; = oo, p = 1,...,2s, s € N*. Pour tout ensemble
mesurable K de T, 0 < \K| et pour - tout 0 <a< (1/2)((25)!/(s")?)1/25,
il existe ko > 0, tel que liminf;c; |K N g7 (1,)] > ko > 0.
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La démonstration est basée sur ’étude de la limite des intégrales

(22552 e

= () [, (1 22

La condition lim;c; pg; = o0, quel que soit p, est vérifée dans les
groupes R"™ dés que la suite {g;}ic; tend vers linfini; les groupes
compacts ne vérifient pas cette condition mais aussi par exemple les
groupes infinis d’éléments nilpotents comme (Z/2Z)N.

Le résultat suivant est encore valable si s est un réel supérieur a 1/2.
Pour une démonstration compléte, se reporter a [5].

Lemme. Soit {g;}i;cr une suite (généralisée) d’éléments de G telle

que lim;c; pg; = 00, p=1,...,2s, s € N*. Pour tout f € L'(T) on a:
. (90:7) + (o) \
1 - = 7 d
i [ (225 £l v
1 27
5 | (eostae [ sy
T Jo yer

Démonstration. En effet

<WQFM> = 2% > CElg, P (g )

p=0
2s

1 .
= 03 D Chla )™ ™.

p=0

L’intégrale s’écrit

[ (et RO

1 2s
= 525 C3 - i dy.
7 2 . [ s =2 sl
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Par hypothese, d’apres le théoréme de Lebesgue-Riemann (cité précédem-
ment) pour s # p les limites des intégrales fn,er<(23 =2p)gi, VI (7)] dvy
sont nulles.

Par passage a la limite, il reste:

1 S
ﬁczs/ |f(v)dy. O
yel

Démonstration du théoréme. La quantité (((g;,v) + (gi,7))/2)?* est

majorée par a?° pour tout vy € g[l(lg) et minorée par a2® pour

v € g7 (1) ce qui permet d’écrire les inégalités

/7€F ((gm> ;r <gi,7>>2SXK(7) i

< (K N g H(I7)] + K Ng; H(T)
< (K| + K Ng; '(L)](1 - a*).

Par passage a la limite, en utilisant le lemme:

((1/2%*)C3, — a*)|K|
1— a2

< liminf |K N g; " (I,))-

Le théoreme est démontré pour (1/2)(C3,)Y/?* > a.

Pour G = R ou R" ou tout groupe G tel que les sous-groupes
nG ne soient pas bornés, n € N, le résultat suivant est immédiat en
remarquant que lim,((1/2%%)(2s)!/(s!)?)1/2* = 1. o

Corollaire. Soit {g;}icr une suite (généralisée) d’éléments de G
vérifiant
limpg; = 0o pour tout p € N.
K2

Pour tout ensemble mesurable K de T, 0 < |K|, et tout o < 1, il existe
ko > 0 tel que
liminf |[K N g7 (Ia)] > ko > 0.
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La généralisation des deux résultats suivants, de Lusin-Denjoy [1,
4] et Salem [1, 8], sont des applications directes et classiques, com-
parant la nature de la série ) an et de la série “trigonométrique”

> nen @n(((gn,7) + <gn, 7))/2) lorsque g, tend vers I'infini.

Théoréme (Lusin-Denjoy). Soit {gn}tnen une suite d’éléments de
G telle que lim, g, = lim,2g, = oco; la série Y., . an(({gns7) +
{gn>7))/2) est absolument convergente sur un ensemble de mesure

strictement positive K C I' si et seulement si ), . |an| < 00.

Démonstration. La condition est évidemment suffisante et il suffit de
démontrer le résultat lorsque a, > 0, n € N. Soit M > 0 et K' le
sous-ensemble de K, de mesure |K'| > 0,

{ c K Zan gna <gna'7>‘ < M}
Il advient:
Zan/ (gn,7) + <gn,”x>‘d7
- K'Ngt(Ia) 2

En utilisant le théoréeme précédent, I'’ensemble K’ est de convergence
pour la suite {g, }nen relativement & I, pour a < v/2/2, ce qui assure
le résultat.

Théoréme. Soit une série a termes positifs a, > 0 divergente
>, an = 00; pour a < (1/2%%)C3, l'ensemble K des éléments vy de
T tels que

N 2s
Jimn sup don=1 an|<grx ) + (gn.7)|

N —o00 Zn:l (07

<a,
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0t {gn}nen est une suite d’éléments de G avec lim, pg, = oo, p =
1,...,2s, s € N*, est un ensemble de mesure nulle.

Le résultat reste valable pour s réel avec la condition pour la suite
{gn}nen, lim, pg, = oo, pour tout p € N.

Démonstration. Les hypotheses sur la suite {g, }nen impliquent

. (gns7) + (gns M) 2 1 ‘/27r 2
1 - — Y=o S dt|K
171Ln/ ( 5 d o /. (cost)”® dt| K|

1

Un argument classique de moyenne de Ceésard [11, p. 75] donne si
|K| > 0:

(Shsan((gm) + Tam /D) 4

li dy = -C5|K| < a|K
Jim p 22,21 o Y 92s 5| K| < ol K|
ce qui est impossible pour « vérifiant o < (1/2%)Cs,. O

Des applications relatives a ’étude du domaine d’extension d’opéra-
teurs intégraux sont données dans [6].

D’autres applications peuvent étre obtenues, analogues au cas G =
R ou Z lorsque {gn}nen tend vers linfini, qui peuvent également
s’étendre, sans difficultés lorsque {g,}nen ne tend pas vers l'infini.

Le critere fourni pour un ensemble de convergence, n’est évidemment
que suffisant et ne concerne que les ensembles de mesures strictement
positives.

Dans le cas G = R ou R?, un ensemble de mesure positive est
de convergence pour la suite {n = (ni,...,n,) € Z%} relativement
a I,, mais aussi a n’importe quel sous-ensemble du tore de mesure
strictement positive [3, 9].
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