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Sur les équations hyperboliques a coefficients
analytiques par rapport aux variables spaciales

Par

Shigeo TARAMA

J.-M. Bony and P. Schapira [1] showed that the hyperbolicity asserted the
global existence of solutions of the Cauchy problem in the space of analytic functions.
In this article we show that this claim is also valid for the equations with continuous
coefficients which are analytic with respect to the space variables. We follow the
reasoning of J.-M. Bony and P. Schapira except the following point: we use the
analyticity of solutions of the elliptic eqations in the place of the Homgren transfor-
mation.

1. Le théoréme de Cauchy et de Kowalewsky affirme ’existence locale de solutions
analytiques du probléme de Cauchy non caractéristique pour les équations a coef-
ficients analytiques. M. Nagumo [7] montre que ce théoréme est aussi valable pour
les équations a coefficients continus qui sont analytiques par rapport aux valiables
spaciales. D’autre part J.-M. Bony et P. Schapira [I] établit que I’hyperbolicité
affirme P’existence globale de solutions du probéme de Cauchy non caractéristique
pour les équations a coefficients analytiques. Dans cet article nous montrons
que la thése de J.-M. Bony et P. Schapira est aussi valable pour les équations a
coefficients continus qui sont analytiques par rapport aux variables spaciales.
Soit P un opérateur différentiel & I'ordre m
P = a;”'l‘ 2 ai,u(ta x) 6£ a: H

|| +igm
ism—1

avec les coefficients a; 4(f, x) remplissant le suivant: pour tout (i, @), I'application
1 a; (1, x)

est continue de l'intervalle [0, T'] dans I’espace des fonctions holomorphes sur le
domaine {zeC’; |Re z;| <R, et |Im z;| <R, pour j=I, -+, I} avec des constantes
positives R, et R,.

Rappelons -nous d’abord le théoréme de Nagumo. Désignons par Dy(6>0)
I’ensemble
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{zeC’; |Re z;|<R,—9&, |Im z;| <R,—8 pour j=1,-, I}
et par D(z,, ¢) le polydisque
{zel'; |z;—z,;|<e pour j=1,, I}.
Théoréme de Nagumo (voir F. Treves [7]). Pour le probléme de Cauchy

Pu=0 1>t
a{ult=t0=¢j (j=09 l’ °tt m_l)

avec 0=1t,<<T et ¢; holomorphe dans un polydisque D(z,, €) contenu dans Dy, il existe
une et une seule solution holomorphe en z dans

{t, DElt, TIXC; |zj—20j| <e—Cy(t—1p)}
ot la constante positive Cy ne dépend pas données ¢; ni du polydisque D(z,, ).

Dans la suite nous supposons que I'opérateur P soit hyperbolique; c’est-a-dire
la partie principale de P

Put, X357, 8) = "+ S a, (1, x) * &
ivl@l=m
ism-1

n’a que des racines réelles pour tout (¢, x, §)€[0, T]X R' X R’ tel que |x;|<R,.
Désignons par V(8 >0) le maximum du module des racines du polyndme en =, p,
(t, x; 7, €), quand le point (2, x, §) demeure dans [0, T]x {xeR'; |x;| <R,—8} X
{¢eR!; |&|=1}.

Alors nous avons le

Théoréme Si ’opérateur P est hyperbolique, alors pour le probléme de Cauchy

Pu=0 >0
a;ull=0: ¢i(x) i=0’ Is AR m_l

avec les données ¢,(x) analytiques dans une boule {xER'; |x;| <p} contenue dans
un domaine Dy avec 6>0, il existe une et une seule solution? analytique en x dans
{(t, ©)E[0, TIXR; |x;|<o—Vst}.

J.-M. Bony et P. Schpira [1] montrent ce théoréme pour les opérateurs a
coefficients analytiques en (¢, x). L’idée de la démonstration du théoréme est la
méme que celle de J.-M. Bony et P. Schpira. Mais nous utilisons I’analyticité de
solutions des équations elliptiques & la place de la transformation de Holmgren.

Nous remarquons que le probléme abordé dans cet article est aussi traité par F.
Colombini- S. Spagnolo [3] et E. Jannelli [S-a, b]. D’autre part si les coefficients
sont continus en sens de Holder, le probléme est bien posé dans une classe de Gevrey
convenable. (voir Y. Ohya—S. Tarama [8])
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2. Démonstration du théoréme.

Désignons par I'y(t,, x,) le domaine {(t, x-+iy)E[0, ] X C'; | x—x,|24r?| y|?
<V¥t,—t)’—a} avec 0<r<1.

Proposition. 1 Pour tout V>V, il existe des constantes positives Cy , et Cy ,
telles que, si I’ensemble

T (ty, x0) N [ty, 1) X C* est contenu dans [0, T]x {zeC'; |Re z;| =R,—9, |Im
7;| £ Cy o} avec ty=t,=1,—Cy,,, le probléme de Cauchy avec les données, holomorphes
en z dans {z€C'; (t,, z2)ET'Y(t,, X,)}, sur le plan t=t, ait une solution dans I'}(t,, x,)
N[t L] XxC".

Compte tenu du fait que #,—#, est indépendant de la constante r qui intervient
dans la définition de I'}(#,, x,), et du fait que le théoréme de Nagumo affirme l'unicité
de solutions, le théoréme découle de la proposition 1.

Pour montrer la proposition 1, nous n’avons qu’a montrer le

Lemme. 2. S’il existe une solution de probléme abordé & la proposotion 1 dans
un ensemble I'y(ty, x,) N [1,, 1] X C* avec 6 >0, elle peut se prolonger dans I'ji(t,, x,) N
[t, t]X C" avec a>>0,>0 comme solution.

Remarquons qu’il existe >0 tel qu’on ait une solution dans un ensemble non
vide I'y(t,, Xo) N [#, 1] X C' vu le théoréme de Nagumo.

3. Preuve du lemme 2.
Soit (¢*, x*4iy*) un point sur le bord de I'y(t,, x,) remplissant #,<<t*<t, et
[x¥ =X | 2412 y*|2 = VHt,—t¥)*—0 .
Si x*4iy*=x,, il existe une constante c telle que, pour tout e>0 petit,
{t¥—eB X D(x*+iy*, ce)TIy(to, xo) N [1;, t] X C" .
Alors, compte tenu du Théoréme de Nagumo, nous voyons que la solution peut se
prolonger au voisinage de (¢*, x*+4iy¥).
Considérons le cas ou x*+iy*==x, Par le changement de coordonnées:
xX+iy = x¥Hiy¥+ AL+ | 2% | 2 sVH*—1,) z*
t = t¥+s

ol z¥=x*+4ir~? y*—x, et que A est la matrice unitaire telle que Aé,=—i|z*|!z*
avec ,=(1, 0, -+, 0), 'ensemble I'y(#,, x,) se transforme en

I'e= {(s,)eRxC";
2|z%|Im £+ |Re (AL | 2% 72 sVH(e*— 1) 2%) |+
rY2|Im (ACH | 2% | 2 sV (t*—1) z%) |2 <V?2s% .
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Nous avons, avec des constantes positives et petites C, et C,,
{is, )ERXC"; C;>—Im {;>Cy(|Re & |2+ |’ |2 457}
wa' ou C/ = ((2, °cey ([) .
D’autre part, 'opérateur P se met sous Q(s, {; 8,, 8;) avec la partie principale
Gn(s, €37, &) = pu(t*+s, X*iy*+AC+ 2% 2 sVt —1y) 2%;
F—i|2%| TV VAt*—1) €, AE).

Si les constantes Cy,, et Cy, intervenant a la proposition 1 sont petites, nous
avons le

Lemme. 3. L’opérateur Q remplit les suivants:
[1]1 Les coefficients de Q sont continus en (s, ) et holomorphes en { dans un ouvert
{(s, OERXC; |s|<c, |¢;|<c j=1, -+, I} avec une constante ¢>0.
[II] Nous avons

(s, €7, 6| ZC(I7 |+ &)
~ ~ ]
pour (s, {)ERXC" vérifiant |s|+ (| =C, et (7, &)ER'™ remplissant C,|&,| = 3
- =1
|€;] avec des constantes positives C, C, et C,.

Le lemme 3 découle du lemme suivant concernant les propriétés de polyndmes
hyperboliques.

Lemme. 4. Pour tout V>V, il existe deux constantes C, et C, telles que nous
ayons

| pult, x+iy; 7, €)| ZC(|Im = |)"

pour (t, x+iy)E[0, TIX {x+iyeC’; |x| =R,—9, |y| ZC} et (z, &)= C'* vérifiant
[Im r| 2max (V' |[Im €[, G|Re (7, §)l|y])
En effet, soit '={(r, §)€S’; |r|=V|€|}. Posons

p(s, 0,¢, x, &) = p,(t, x; s6+(0, &) avec eI,
Pour (6,¢,x,6)eI'x[0, TIX {xER"; | x| =R,—0} X {{ ER'; || =1}, le polyndme
en s, p, n’a que des racines réelles. (voir L. Hormander [4-b])

D’aprés M.D. Bronshtein [2-a, b] nous avons les majorations uniformes en
(6, t, x, &) dans I’ensemble ci-dessus;

| a‘,’p(s1+isz, 0, t, x, f) | é Cp(lszl)—min(m'lm)
| p(s,+is,, 0, ¢, x, &) |

et

Ip(sl+isz, 09 t’ X, 5)|—1§C|S2|-m
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avec s, et s,E R tel que |s5,| =C.
D’ou nous tirons

| p(sy-isy, 0, 1, x+iy, )| = | plsytisy 6, 4, x, &) (1—C, %
2
-C IJ’I>’" .
2(|~5'2| )

Alors, quand Arl est petit, nous avons
Sz

| p(sy+isy, 0, 8, x+iy, €) | ZC| 5, |",
d’oll nous avons la minoration & montrer. C.Q.F.D.

Remarque. Nous pouvons montrer le lemme 4 en se servant de la version
locale du théoréme des tubes de Bochner. (voir J.-M. Bony et P. Schapira [1, Th.
2.3.))

Pour Popérateur Q vérifiant [I] et [II] du lemme 3, nous avons le

Lemme. 5. Toute solution u(s, {) holomorphe en { vérifiant
0(s,¢;0,0)u=0

dans {(s, )ERXC'"; C;>—1Im &,>Cy(s*+ |{’|24 | Re {,|?) peut se prolonger dans
un voisinage de I’origine comme solution holomorphe en (.

Du lemme 5 nous voyons que la solution du lemme 2 peut se prolonger dans
un voisinage de (t*, x*+iy*). Ce qui démontre le lemme 2.

Le lemme 5 découle de I'analyticité de solutions des équations elliptiques
comme énonce le lemme suivant

Lemme. 6, Soit Q un opérateur vérifiant [1] et [I1] du lemme 3. Soient ¢ et &
de petites constantes. Alors toute solution u holomorphe en ¢’

Qu=20

dans {(s,)ERXC'; |s|<e, {=¢&,—id0 avec &, ER et |£|<e, |{;|<e pour
j=2, e, I}
peut se prolonger comme une solution dans le domaine

]—6/27 5/2[><D((—i6, 0’ ety 0), CG)
ol la constante C est indépendante de ¢ et de 0.

Nous pouvons démontrer ce lemme en utilisant ellipticité partielle en (s, ;)
de Q@ vu [II] du lemme 3. Mais nous le démontrons ici en nous servant de la
méthode d’érergies micro-locales due & S. Mizohata (voir p. ex. [6]). Soit xy N=1,
2, --« une suite de fonctions indéfiniment dérivables remplissant le suivant:
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xy = 1pour [x| =

1
2
3

2y = 0 pour |x| 27

et
|82 2y | S(CN)™ pour |e¢|<N

avec une constante C indépendante de N. (voir L. Hérmander [4]) Dans la suite
nous écrvons x a la place de { qui demeure dans I’espace réel. De plus nous
désignons par A4, 4,, ++- (resp. C, C,, -++) les constantes positives et indépendantes
de N et de n (resp. indépendantes de N, de n, de ¢ et de la solution u.). Posons
D=[—¢/2, ¢/2] X R..

Vu le lemme de Sobolev et le fait que u remplit I’équation Qu=0, nous n’avons
qu’a montrer les majorations

=z i CN \¥»
31 1105 42 2,(x/4) (s, Wl =A (V)

]
avec p=[(N—d)/2], ot 4,= > 8, [y] représantant le plus grand nombre entier qui
i=1

ne dépasse pas y, et d étant une constante indépendante de N.
De ’holomorphie de 8¢ u(s, £) en ¢’, nous avons

C,N\?

€

31 1105 42 2u(xfe) uGs, Dl =4 (

d’oll nous avons

> { 2 3)
,;0 [|(1—@(D,)) 8 42 xp(x/€) u(s, x)|| 20y <A, ( C:N)

ou ¢(¢) est une fonction caractéristique de ’ensemble

{6€R'; 2140)20°|&,]22 |€|%, ou p = %
1

avec une constante d; choisie ultérieurement.
D’autre part nous avons

*) 33 116(D.) 8} 42 zy(x[e) uls, ) lfzco
< A(CN)*+

m

> > > (CNd(1+pY)*? x
k=0,1 n=Nd,(1+p)7 i=0
j=0,1, -

X110 2u(d; (L2-+(=1%,)) za(xle) uts, Dl -
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Compte tenu des propriétés de l'opérateur Q, nous avons les majorations
suivantes: avec des constantes convenables d, d,, d, et d;, pour n=d,N

*) 33104 2atel (222, 24(E) s, Bl

<4 (M)N-d+l .

&n

En effet ces majorations **) sont montrées en utilisant le raisonnement de S.
Mizohata [6]. (voir 'appendice)

De **), nous voyons que chaque terme de la série du second membre de *) est
majoré par

A ( C4d3N >4ﬁ ( da >2N—2d—4p+2
e dy(1+p) ‘

Alors nous avons les majorations & montrer. C.Q.F.D.

Appendice

Nous esquissons la preuve de **). Nous nous servons dans la suite des con-
stantes 4, ---, C, -+ qui ont les propriétés indiquées au début de la preuve du lemme
6. Soit yry(s) N=1, 2, -+« une suite de foncions sur R qui jouit des méme propriétés
que celles de x5. Posons

Zn,(&) = xx(@(E/n—7)
ol nous prenons une constante d,>>0 pour que
]
Ina(€) =0 pour 2_1C2151|§§ 1€:]

ol la constante C, est intervenue a [II] du lemme 3.
Posons

uaa = (o)™ D) 90 (£) 289 (X) uts, )
avec &=(ay, @), Z§H(6)=0% zy,,(¢) et etc.
Pour n=C,N et |@|+|F| <N—C,, nous avons
xN(x/CO) Q(S’ X, as’ ax) Uez,p) =ﬁa,p)
avec

a, 4
lfapllzs X CoP"'¥ | lug s gienll|+

0<I@’ 1 +1B'I SN - 13l -1BI-0g

CN \M-¢ o
+4, (S ou il = 3 llot 02 ulls.
€n i+|ajgm
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D’autre part, du [II] du lemme 3, nous avons

N-C
s lll S Cll24(6/Co) @ i ll-+y (S )

Enfin nous avons 31 G118 ||u g[| < 4, (
121 +1BISN-C3 ’

Cg/;N >N—06
" .

NOTE

1) a=(a, -, @;) avec a; entier non-negatif
]
la| =X a;, 07= 0787
i=1

2) Dans la suite nous entendons par “solution” une fonction m-fois continliment
dérivable qui remplit I’équation.

3) fD)u=Q=)"! S et f(&) u(&) d¢
ol (¢) est la transformé de Fourier de u(x).
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