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Sur les équations hyperboliques à coefficients
analytiques par rapport aux variables spaciales

Par

Shigeo TARAMA

J.-M. Bony and P. Schapira [1] showed that the hyperbolicity asserted the
global existence of solutions of the Cauchy problem in the space of analytic functions.
In this article we show that this claim is also valid for the equations with continuous
coefficients which are analytic with respect to the space variables. We follow the
reasoning of J.-M. Bony and P. Schapira except the following point: we use the
analyticity of solutions of the elliptic eqations in the place of the Homgren transfor-
mation.

1. Le théorème de Cauchy et de Kowalewsky affirme l'existence locale de solutions
analytiques du problème de Cauchy non caractéristique pour les équations  à  coef-
ficients analytiques. M. Nagumo [7] montre que ce théorème est aussi valable pour
les équations à coefficients continus qui sont analytiques par rapport aux valiables
spaciales. D'autre part J.-M. Bony et P. Schapira [1] établit que l'hyperbolicité
affirme l'existence globale de solutions du probème de Cauchy non caractéristique
pour les équations à  coefficients analytiques. Dans cet article nous montrons
que la thèse de J.-M. Bony et P. Schapira est aussi valable pour les équations à.
coefficients continus qui sont analytiques par rapport aux variables spaciales.

Soit P  un opérateur différentiel à. l'ordre in

P  = or+ E a: 1)
+

avec les coefficients ai ,.(t, x) remplissant le suivant: pour tout (i, a), l'application

t F-* ai ..(t, x)

est continue de l'intervalle [0, T ] dans l'espace des fonctions holomorphes sur le
domaine { z  Cl ; I Re z ;  I <R , et I Im z i  I <R , pour j= 1, • • • , 1} avec des constantes
positives R , et R2.

Rappelons -nous d'abord le théorème de N agum o. Désignons par D8(8>0)
l'ensemble
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1) Voir la note a la fin du texte.
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{ z  C '; I Re z1 < R 1—ô, 11m z 3 I<R 2 - 6  pour j  =  1, •••,

et par D(z o , e) le polydisque

fze C i; I z i  —zo i I e  pour j =  1, .

Théorème de Nagumo (voir F. Treves [7]). Pour le problème de Cauchy

Pu =  0  t > t o

al u I t-to = ( j=  0 , 1 , m - 1 )

avec 0 5 4 ,<T  et 15;  holomorphe dans un polydisque D(z o , e) contenu dans 1)8, il existe
une et une seule solution holomorphe en z  dans

{(t, Z ) T]xCi ; 1z 1 —zo i 1<e— C o (t—to))-

où la constante positive Ca ne dépend pas données çh3 ni du polydisque D(zo , e).

Dans la suite nous supposons que l'opérateur P  soit hyperbolique; c'est-à-dire
la partie principale de P

p„,(t, x; r, E a;  .(t, x) r  Ca)

i+101=tn .

i6 M - 1

n'a que des racines réelles pour tout (t, x, e) [0, T ] x  x  R I tel que I x ;  I <R ,.
Désignons par 17,(S >0) le maximum du module des racines du polynôme en r, p„,
(t, x ; r, C), quand le point (t, x , e) demeure dans [0, T]x  { x  R ';  1 x —81 x
feelel ; lei =11.

Alors nous avons le

Théorème Si l'opérateur P est hyperbolique, alors pour le problème de Cauchy

Pu =  0  t > 0

a  u  i=0 = sbi(x) = 0 , 1, m —1

avec les données Oi (x ) analytiques dans une boule  { x  R ';  I
 x

 I  <p}  contenue dans
un domaine D 8 avec 8 >0 , il existe une et une seule solution' )  analytique en x  dans
{(t , x) [0, x  ;  1  x  <  —  Vs t} .

J. - M . Bony et P . Schpira [1] montrent ce théorème pour les opérateurs
coefficients analytiques en (t, x). L'idée de la démonstration du théorème est la
même que celle de J.-M. Bony et P. Schpira. Mais nous utilisons l'analyticité de
solutions des équations elliptiques  à  la place de la transformation de Holmgren.

Nous remarquons que le problème abordé dans cet article est aussi traité par F.
Colombini- S. Spagnolo [3] et E. Jannelli [5-a, b]. D'autre part si les coefficients
sont continus en sens de Holder, le problème est bien posé dans une classe de Gevrey
convenable. (voir Y. Ohya—S. Tarama [8])
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2. Démonstration du théorème.

Désignons par m r 0, x0) le domaine -((t, x-kiy)e [0, t0] x C'; 1x—x0 1 2+ Y —2 y  2

< V 2(to —02 —al avec 0< r<1.

Proposition. 1  Pour tout V> V, il existe des constantes positives  C, 1 et Cira
telles que, si l'ensemble

(t0, x0) nft,, toix Cl est contenu dans [0, T ]X  {z E C ' ; I Re z» 11m
zi  I 5 Cv ,2} avec t 0 t 1 t 0 — C v . 1 ,

 le problème de Cauchy avec les données, holomorphes
en z dans {z E C i ; (t,, z) e  x0))-, sur le plan t=t, ait une solution dans m t o , x0)
fl [ t1 , toi x

Compte tenu du fait que t0 - 4  est indépendant de la constante r qui intervient
dans la définition de M o, x0), et du fait que le théorème de Nagumo affirme l'unicité
de solutions, le théorème découle de la proposition 1.

Pour montrer la proposition 1, nous n'avons qu'A montrer le

Lemme. 2. S'il existe une solution de problème abordé à la proposotion 1 dans
un ensemble .1(t0, x0)(1[4, t,] x C' avec a >0, elle peut se prolonger dans r;i(t o , x0) fl
[4, t0] x C ' avec a >a,>0 comme solution.

Remarquons qu'il existe a>0 tel qu'on ait une solution dans un ensemble non
vide m t o , x0) n [4, to]X C' vu le théorème de Nagumo.

3. Preuve du lemme 2.

Soit (t*, x*-Fiy*) un point sur le bord de m t o , x0) remplissant ti <t* <t o et

x * _ )co l 2+ r  —2 I y* 2 = V200 _ t gey a

Si x*-Fiy*—x o , il existe une constante c telle que, pour tout e> 0 petit,

ft*—  x  D(x* +iy*, ce)c m t o , x0)n[t 1, to] x  .

Alors, compte tenu du Théorème de Nagumo, nous voyons que la solution peut se
prolonger au voisinage de (t*, x*-Fiy*).

Considérons le cas ou x*H-iy**.x o . Par le changement de coordonnées:

x+iy = x* -Fiy* + AC + I z* I —2 SV2(t * —  to) Z*

t =  t *  +5

où z* =x* ±ir - 2  y* —x, et que A est la matrice unitaire telle que A -é,-= z* 1 - 1  z*
avec -e,=, (1, 0, • • •, 0), l'ensemble r,(ro , x0) se transforme en

t c r = { (S , e R  x  ;
21z*1Im (AC-Flz*1 —2 SI72(t *  to) Z * )1 2+

r - 2 1Im (A C+ I z* 1 - 2  sV 2 (t*—t0) z *) 12 <  V ' .
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Nous avons, avec des constantes positives et petites C1 et C2,

-[(s, C) E Rx CI ; C1 > —Im C,>C2(  Re Ci I 2+ I C' I 2 +s 2)}
c Î o u  C' = (C2 , •••,

D'autre part, l'opérateur P se met sous Q(s, c;as,ac) avec la partie principale

q (s , C; =  p„ ,(t*  s, x*  + iy*  AC ± 1 z* I —2 S V20 *  — to) Z
* ;

I z* I —1 V2(t * —  tO) "1--É) •

Si les constantes Cv .1  et Cv . 2  intervenant à  la proposition 1 sont petites, nous
avons le

Lemme. 3 . L'opérateur Q remplit les suivants:
[I] Les coefficients de Q sont continus en (s, C) et holomorphes en C dans un ouvert
{(s, C)eR><C I ; Isl <c, 1C 1 1<c j=1, • • • , 11 avec une constante c>0.
[II] Nous avons

lq(s, C ; se- )1 C(17 1+

pour (s, C)ERx C l vérifiant 1s1-1-1C15C, e t  .±..c É)ERi-Ft remplissant C2 1e7 2 1 E
-É1 I avec des constantes positives C, C1 et C2 .

Le lemme 3 découle du lemme suivant concernant les propriétés de polynômes
hyperboliques.

Lemme. 4 .  Pour tout V> V1 , il existe deux constantes C1 e t C2 telles que nous
ayons

I p„,(t, x+iy; r, e)1 r i r

pour ( t , x + iy )  [0, T]x fx-FiyECi ; 1x1<R 1 — , 1y1 .5C11 et (r, e) C ' '  vérifiant6 
1m r t-riax (V ilm CI, C2 I Re (r , 011y1)

En effet, soit 11 = l(r, e)eS 1 ; Ir Posons

p(s, 0, t, x, p,„(t, x; s0+(0, e)) avec o a r .

Pour (0, t, x, f) E  r x [o, T]x fx E R I ; 1x1 5 R, -a; X {C R ' ; ICI 51} , le polynôme
en s, p, n'a que des racines réelles. (voir L. Hormander [4-b])

D'après M.D. Bronshtein [2-a, b] nous avons les majorations uniformes en
(0, t, x, 0 dans l'ensemble ci-dessus ;

 

p(s1+is2, e, t ,  x , 
p(s 1 +is2 , 0, t, x, e)

  

C f3 (1 s2 1 )- m in (* d o l)

et

 

I e, r, x, 01-1._<cis21-0
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avec s, et s2 E R  tel que Is2 1 C .
D'ou nous tirons

I e, t, x+ty, 8, t, II
Is2

IY I) m ) .
Is2I/

IAlors, quand  Y  I est petit, nous avons
1s2 1

I p(s,±is,, 0, t, x+iy, C I s2 Im  ,

d'oit nous avons la minoration  à  montrer. C.Q.F.D.

Remarque. Nous pouvons montrer le lemme 4 en se servant de la version
locale du théorème des tubes de Bochner. (voir J.-M. Bony et P . Schapira [1, Th.
2.3.])

Pour l'opérateur Q vérifiant [I] et [II] du lemme 3, nous avons le

Lemme. 5. Toute solution u(s, C) holomorphe en C vérifiant

Q(s, C; as , 8 )  u  = 0

dans f(s, C) R x C '; C,> —Im e1 >c 2 (s2 + c ,  12+IRe C1 12) peut se prolonger dans
un voisinage de l'origine comme solution holomorphe en C.

Du lemme 5 nous voyons que la solution du lemme 2 peut se prolonger dans
un voisinage de (t*, x* - Fiy *). Ce qui démontre le lemme 2.

Le lem m e 5 découle de l'analyticité de solutions des équations elliptiques
comme énonce le lemme suivant

Lemme. 6. Soit Q un opérateur vérifiant [I] et [II] du lemme 3. Soient e et
de petites constantes. A lors toute solution u holomorphe en C'

Qu = 0

d an s  -((s, C) E R x C l ; Isl < e, C,=e,— id  av ec  Œ 1 R  e t  leil <e, I Cil<e pour
f=2, •••, /}
peut se prolonger comme une solution dans le domaine

]—e12, el2[xD((—M, 0, •••, 0), Ce)

où la constante C est indépendante de e et de S.

Nous pouvons démontrer ce lemme en utilisant l'ellipticité partielle en (s, C1)
d e  Q vu  [II] du lemme 3. Mais nous le démontrons ici en nous servant de la
méthode d'érergies micro-locales due à  S. Mizohata (voir p. ex. [6]). Soit z ,  N =1,
2, •-• une suite de fonctions indéfiniment dérivables remplissant le suivant:
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1xN  = 1 pour I x15_ 
2
3zb,  =  pour I x I 
4

et

i zN _.(CN) 1.11p o u r  I al

avec une constante C indépendante de N. (voir L . Hiirmander [4]) Dans la suite
nous écrvons x à  la place de C qui demeure dans l'espace réel. De plus nous
désignons par A, A 1 , ••• (resp. C, C1, les constantes positives et indépendantes
de N et de n (resp. indépendantes de N, de n, de e et de la solution u.). Posons
D=[—e/2, e/2] x R.

Vu le lemme de Sobolev et le fait que u remplit l'équation Qu=0, nous n'avons
qu'A montrer les majorations

( CNE  i i  ,dC x N (xi u(s, x)11,2(,),_ Ai=0 \ e

avec p =[(N — d)12], où ilx = a!., [y] représantant le plus grand nombre entier qui,=1 '
ne dépasse pas y, et d étant une constante indépendante de N.

De l'holomorphie de 8 u(s, C) en C', nous avons

rE Ila; xN (x/e) u(s, x)11/.20).-- ( C 
1

N 

d'où nous avons

11(1-0(D x)) a! ,4  N (xl u(s, x ) 1 1 2 0 )  A l  (  c 2
N   r " )

i=0 ■ e

ou q5(e) est une fonction caractéristique de l'ensemble

feek; 2(1+p) -  2 P3 ieli 2 kie i r  •  ou p —

avec une constante d1 choisie ultérieurement.
D'autre part nous avons

*) E' 110(D.) al 4'; xN(x/e)u(s, 4112(D)
i= 0

A2 (C3Nr +

E (C4 Nd2 (1+ p)i)o X
k=0, 1 n=N d2 (1+ p)i i =0

j =0, 1, •••

x i I a  zN (d ,( 1 )   +(-1)ke l ) )  z N (xle)u(s, x)1112( D ) .
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Compte tenu des propriétés de l'opérateur Q , nous avons les majorations
suivantes: avec des constantes convenables d, d1 , d2 e t d3 , pour n al2 /1r

**)
i 0

zN(d, (

D  
 +-di ) )  X A r( —

x

)u(s, x)11L 2(D)

d 3 N  r  - d + 1

en

En effet ces majorations **) sont montrées en utilisant le raisonnement de S.
Mizohata [6]. (voir l'appendice)

De **), nous voyons que chaque terme de la série du second membre de *) est
majoré par

A3 (   C 4d3N   )1
4 P  d 3  )

2 N  
-

2 d
-

4 p + 2

Alors nous avons les majorations à montrer. C.Q.F.D.

Appendice

Nous esquissons la preuve de ** ). Nous nous servons dans la suite des con-
stantes A , •••, C, ••• qui ont les propriétés indiquées au début de la preuve du lemme
6. Soit *,(s) N =1, 2, ••• une suite de foncions sur R  qui jouit des même propriétés
que celles de x,„,• Posons

XN,n(e) = zN (Cein — el))

où nous prenons une constante d1>0 pour que

N,„(e) 0 p o u r  2 - 1 C2 I 1 ei 1

où la constante Cz est intervenue à [II] du lemme 3.
Posons

u ( ,13) =  (en) - 'a i i51:.).(Dx)140) (—s  z ■ / )u ( s ,  x)

avec ti = (a 0 , a), (e )=4  N  ,g )  et etc.
Pour n C,N et I ei jg   N — C 3 , nous avons

x N (xIC0) Q(s, x; as , a z )u ( a .0 ) =  fia ,p )

avec

lifeaddiL2E cl- 1 a v '+'P'
1 Ilu( +v.p+p , )111+

0<ia'i +10'isN - la i - I r -c8

s x LA l ( C
e

5 N  
n  )

N  - C 6  

o u  ilium a" ull 2  •
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D'autre part, du [II] du lemme 3, nous avons

illucamiii- CdixN(x/C0) Q u(ti,f3)11 + A 2 ( C 8 N \ N - c 6

e n  )

C 6 N ) N - C6Enfin nous avons E c 913 1-Floilliu( a ,r ) plj< A 3 (
q-JOi ff-c 3e n

NOTE

1) a=(a,, • • • , a l )  avec cri  entier non-negatif

jal — E  ai ,

2) Dans la suite nous entendons par "solution" une fonction m-fois continûment
dérivable qui remplit l'équation.

3) f  (D x ) u ( 2 4 -
1 e i  f(e) u(e) dOE

où fi(e) est la transformé de Fourier de u(x).
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