
ILLINOIS JOURNAL OF MATHEMATICS
Volume 34, Number 2, Summer 1990

HOMOTOPIE FILTREE ET FIBRES C

PAR

STEPHEN HALPERIN ET DANIEL TANRf/2

This paper is dedicated to the memory of K.T. Chen

1. Introduction

Dans trois articles fondamentaux, Quillen [19], [20] et Sullivan [21] intro-
duisent (entre autres choses) une throrie d’homotopie dans la catrgorie des
ADGC (algrbres diffrrentielles gradures commutatives) sur Q. Dans cette
optique, une ADGC devient, non seulement un outil pour le calcul d’une
algbre de cohomologie, mais aussi un reprrsentant d’un type d ’homotopie
partir duquel on peut calculer bien d’autres invariants homotopiques, par
exemple, une algrbre de Lie d’homotopie.
Dans cet article, nous 6tablissons une throrie analogue pour la catrgorie des

ADGC filtrres. Le principe est le mrme que celui de Quillen: on drfinit trois
classes de morphismes qui joueront les rrles de cofibrations, de fibrations et
d’rquivalences faibles dans une catrgorie t modules, et l’on essaie ensuite de
vrrifier les axiomes. Dans ce cas, comme nous le verrons par la suite, la
plupart des axiomes se vrrifient, ce qui permet la construction d’une throrie
d’homotopie. En analogie avec les ADGC ordinaires, on peut donc considrrer
une ADGC filtrre non plus comme une machine pour le calcul d’une suite
spectrale, mais comme le reprrsentant d’un type d’homotopie, qui possde de
nombreux autres invariants intrressants, par exemple, une suite spectrale
d’algbres de Lie ({}9).

Si l’idre est, comme dans le cas des ADGC ordinaires, d’rtablir un analogue
d’une catrgorie h modules, la technique provient d’un tout autre domaine:
celui de la perturbation. Elle intervient de la manire suivante: on fixe un
entier r > 0 et, h l’aide du foncteur "r-ime terme de la suite spectrale", on
envoie la catrgorie des ADGC filtrres dans celle des ADGC bigradures, off
s’applique directement la throrie classique. Le problme principal devient
alors, de remonter aux ADGC filtrres, et c’est ce problme qu’on rrsout par un
processus de perturbation.
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Cette th6orie permet de nombreuses applications; celle sur laquelle nous
voulons surtout insister ici est la construction des mod61es minimaux de
Sullivan pour des fibr6s COO h bases non simplement connexes (11).
Rappelons de quoi il s’agit. On consid6re un fibr6

r: M N,

CO et localement trivial, dont la fibre F est connexe et de cohomologie r6elle
de dimension totale finie, et l’on cherche un mod61e de I’ADGC (AzR(M), dM)
des formes diff6rentielles sur M. Ici nous entendons par mod6le un morphisme

q: (C, d) - (Az)R(M), dM)

d’ADGC, o l’alg6bre sous-jacente, C, ne d6pend que de N et de F, et tel que

H((k): H(C) Hz)(M)

soit un isomorphisme.
L’existence de tels mod61es dans le cas off N est 1-connexe est un point-clef

dans la th6orie de Sullivan des mod61es minimaux. Remarquons tout d’abord
que si l’on travaille, non dans la cat6gorie des ADGC, mais dans celle des
(Aoa(N), dv)-modules diff6rentiels, alors un r6sultat de Hirsch [16] et de
Brown [3] 6tablit l’existence d’un mod61e de la forme

(Ao.(N) (R) Hz.(F). D ) - (Az)R(M). d). (1.1)

toujours sous l’hypoth6se que N soit 1-connexe.
Mais il est, en g6n6ral, impossible de trouver un mod61e de la forme (1.1)

sans perdre la structure multiplicative en cohomologie. Ce probl6me est r6solu
par l’introduction du mod61e minimal de Sullivan, (AZ, d) (Ao(F), dF),
et la construction par Grivel [10], (N toujours 1-connexe), d’un module
d’ADGC de la forme

(Ao(N) (R) AZ, D) & (Ao(M), riM); (1.2)

off D induit dN sur AD(N) (R)R 1 et D 1 (R) d envoie AZ sur AR(N) (R)i
AZ.

Rappelons maintenant que le fibr6 ,r" M iV d6termine une action du
groupe %(N) sur chaque espace H(F), p >_ 0. Le mod61e (1.1) de Brown
existe toujours si toutes ces actions sont nilpotentes; qu’il en soit de m6me
pour le module (1.2) a 6t6 d6montr6 par Halperin [14; {}20]. Mais ce n’est pas le
cas en g6n6ral, comme on le constate sur des exemples simples.
Voyons maintenant comment notre th6orie permet la construction des

mod61es sans aucune restriction sur Faction de %(N). Le fibr6 ,r: M ---, iV
induit une filtration bien connue sur (ADR(M), dM), d’ofi une suite spectrale.
Nous fixons r 0 et cherchons donc un module de (E0, do).
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La solution est jolie: il existe un fibr6 vectoriel (A, d) en "mod61es
minimaux de Sullivan" sur N dont la fibre type n’est autre que le mod61e
minimal (AZ, d) de (AoR(F), de). (Le fibr6 (AA, d) peut 8tre d6fini directe-
ment h partir de l’homomorphisme q(N) --, Aut(A, d)/Auto qui se d6duit
de l’action de ,q(N) sur HDR(F ) comme nous le verrons dans un deuxi6me
article, suivre.) De plus, il existe un mod61e (d’ADGC bigradu6es) de la
forme

(AD(N) (R)c(R)(v)Coo(A),l (R) d) -% (E0, do).

Ceci 6tant donn6, la th6orie permet de perturber ce module afin d’arriver au
module voulu"

(Ao(N) (R)c,(v) Coo(A,), D) -% (Azm(M), riM) (1.3)

off D induit dN sur Ao(N) (R) 1 et D 1 (R) d envoie Coo(A) sur A9R(N )
(R)COO(N) Coo(Aj). (La partie de D qui envoie Coo(Ale) sur AIo(N) (R) Coo(A/)
n’est autre qu’une connexion lin6aire pour (A, d).) Et, comme dans le cas
(1.2), nous montrons que ce mod61e est unique h isomorphisme prs.
Remarquons aussi que si l’action de ,q(N) est nilpotente alors le fibr6

vectoriel (A, d) est trivial. On en d6duit des isomorphismes Coo(Aj)=
C(N) (R)n A et

AD(N) (R)c,o(v) C(Aj) ADa(N) (R)a AZ;

et l’on retrouve ainsi le module (1.2). Signalons aussi qu’il est possible que le
fibr6 vectoriel, (A, d), soit trivial sans que l’action de ,q(N) soit nilpotente;
ce cas a 6t6 considr par G6mez-Tato [9].
Le principe de chercher un module d’un objet en perturbant quelque chose

de plus simple, qui est de toute premi+re importance dans cet article, a 6t
utilis6 depuis longtemps en topologie alg6brique. Le mod+le (1.1) de Hirsch et
de Brown se construit ainsi, par exemple.
Un deuxime exemple est le Tor diff6rentiel d’Eilenberg-Moore [18] d’une

alg+bre diff6rentielle (A, d), qui est l’homologie d’un complexe obtenu en
perturbant la diff6rentielle dans la bar construction sur H(A). Dans le cas off
(A, d)= (ADI(X), dx), cette perturbation a 6t6 r6alis6e de mani+re analy-
tique par K.T. Chen [4] h l’aide des int6grales it6r6es; il retrouve ainsi la
cohomologie H*(fX; R) de l’espace des lacets. Cette situation a 6t6 ensuite
formalis6e par Gugenheim [12] puis g6n6ralis6e par Gugenheim et Stasheff
[13], le module de Hirsch et Brown s’int6grant h cette g6n6ralisation. Adapt6e h
la tour de Postnikov par Lambe et Stasheff [17], celle-ci fournit un algorithme
pour le calcul de la cohomologie des groupes nilpotents, finiment engendr6s,
sans torsion. D’autres exemples se trouvent dans les articles r6cents de
Cenkl-Porter [26] et Saneblidze [27].
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Au sein de l’homotopie rationnelle, le proc6d6 de perturbation parat dans
l’article d’Halperin-Stasheff [15], off le mod61e minimal d’un espace X (et donc
son type d’homotopie rationnelle) est obtenu en perturbant le mod61e de
H*(X; Q). Ces r6sultats ont ensuite 6t6 adapt6s au cadre des fibrations par
Vigu6-Poirrier [25] et Thomas [24] permettant ainsi le calcul de la suite
spectrale d’Eilenberg-Moore.
Le cheminement de l’article se lit sans difficult6 dans la table des mati6res

suivante. Nous nous limitons ici h remarquer que le [}8 contient une d6finition
de minimalit6 qui se r6duit h celle de Sullivan dans le cadre de ses mod61es,
mais qui a un sens dans toute cat6gorie ? mod61es. De plus, l’unicit6
isomorphisme pr6s d’un mod61e minimal est 6vidente; la question int6ressante
devient celle de leur existence.

2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.
9.

10.
11.

Table des Matires

Introduction
Alg6bre diff6rentielle filtr6e
Propri6t6s des (R, r)-alg6bres
Existence de mod61es
Th6or6me de rel6vement
Homotopie
Le cas Q c R
Mod61es minimaux" unicit6
Suite spectrale d’alg6bres de Lie d’homotopie
Exemples
Fibr6s CO

2. Algbre diffrentielle filtre

Dans cet article, sauf mention contraire, la graduation et la filtration d’un
objet, A, sont sur Z; nous les notons A A" et

FV(A) F’+(A)...

Le degr dans un objet bigradu6 est la somme des bidegr6s. Une algbre filtre
est une alg6bre munie d’une filtration telle que F’. Fq c Fp+q. Toutes les
diff6rentielles augmentent le degr6 de 1, et, comme d’habitude, algbre
diffrentielle gradue commutative est condens6e en ADGC. Un morphisme q,
d’objets diff6rentiels induit H(q) en (co)homologie; si H(q,) est un isomor-
phisme, q est appel6 un quasi-isomorphisme et est not6 -.
Un objet gradu[ filtr6, muni d’une diff6rentielle respectant la filtration, est

appel6 un objet diffrentiel filtr. La suite spectrale qui en d6coule est not6e
(Er’ q, dr); nous 6crirons Er pour Er’ et Zf pour F’ t d- 1Fp+r; nous
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rappelons que

Ef Zfl( Zf__+? + dZf_-(+).

Le compl6t6, A, d’un objet filtr6 A, est d6fini par

2 nm A/F’(A);
p>o

les noyaux FP() dens surjections A/FP(A) d6finissent une filtration sur
qui fait de A A un morphisme d’objets filtr6s. Si ce morphisme est un

isomorphisme, A est complet (A est toujours complet); si A U 0F(A),
A est dit co-complet.

Rappelons en particulier le r6sultat suivant d’Eilenberg et Moore:

THORME 2.1 [5]. Soit ck un morphisme de Z-modules diffrentiels, gradu&,
filtrs, complets et co-complets. Si Er(ck) est un isomorphisme (pour un r
quelconque) alors H(ck) est aussi un isomorphisme.

Nous fixons, dsormais, un anneau commutatif, R, concentr en degr zro.
Si Y est un R-module gradu6, nous notons AY la R-alg6bre gradu6e commu-
tative libre sur Y. Si Yet Z sont des R-modules gradu6s filtr6s, nous notons le
compl6t6 du produit tensoriel par Y R Z.

Rappelons maintenant que l’un des buts de cet article est d’6tablir, pour les
ADGC filtr6es, une th6orie homotopique analogue/ celle de Quillen-Sullivan
pour les ADGC ordinaires. L’id6e de base est de fixer un r > 0 et de matriser
la situation filtr6e en regardant le terme Er de la suite spectrale.

Cette id6e se r6alise tr6s bien dans la cat6gorie des ADGC filtr6es, completes
et co-compl6tes, et d6finies sur R. N6anmoins, dans les applications on a
parfois besoin du cadre plus g6n6ral des (R, r)-algdbres; elles sont d6finies
juste ci-dessous, ainsi que les notions de (R, r)-quasi-isomorphisme, (R, r)-
fibratio et (R, r)-extension qui joueront respectivement des r61es analogues/
ceux d’6quivalence faible, de fibration et de cofibration dans une cat6gorie/t
mod61es de Quillen.

DFINITION 2.2. (i) Une (R, r)-algdbre, (A, d), est une ADGC filtr6e,
compl&e et co-compl&e, munie d’un homomorphisme d’anneaux:

to: R Z.;.( a )

(ii) Un morphisme de (R, r)-algdbres, ou (R, r)-morphisme, est un mor-
phisme, qr A A’, d’ADGC, conservant les filtrations et satisfaisant /t

o
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(iii) Un (R, r)-quasi-isomorphisme est un morphisme, q), de (R, r)-algbres
tel que E,+x(q)) soit un isomorphisme. (D’aprs 2.1, q) est alors lui-mSme un
quasi-isomorphisme.)

(iv) Une (R, r)-fibration est un morphisme, (, de (R, r)-algbres tel que
Zfl(q)) soit surjectif pour tout p Z.

(v) Une (R, r)-extension est un morphisme de (R, r)-algbres de la forme

n), aa(R)l,

oh:
(a)

(b)
(c)

Y est un R-module projectif, bigradu6 sur Z Z, et la filtration de AY
est celle d6finie par F’(Y) Y " *"

Y’ c Zf(A AY);
Y est la somme directe d’une famille bien ordonn6e de sous-modules
Ya c yp(a),q(a), ot dt’, satisfaisant h

(Une telle d6composition de Y est appel6e structure nilpotente pour la
(R, r)-extension.)

Remarque 2.3. Soit (A, d) une (R, r)-alg6bre. L’homomorphisme 0" R -Z4_x(A) induit une structure de R-ADGC dans Er(A ). De plus, E convertit
les (R, r)-quasi-isomorphismes en des quasi-isomorphismes ordinaires et les
(R, r)-fibrations en des surjections. Finalement, E transforme les (R, r)-
extensions A --) A (R)R AYen des inclusions de la forme

(Er(A),dr) (Er(A) (R)AY, Dr), z z (R) 1,

avec Dr: Y. Er(A) (R) AY<,.
En somme, le foncteur E transforme les notions d6finies en (2.2) en des

quasi-isomorphismes, des surjections, et des KS-extensions de R-ADGC, ces
dernires jouant respectivement les rSles d’6quivalences faibles, de fibrations et
de cofibrations dans la th6orie ordinaire.

Remarque 2.4. I1 rsultera du Lemme 4.6 (iii) (dans le {}4) appliqu6 au
couple (D, idAR^y) que

Zf(A R AY)= [ (q zrq( A) (R) (AY) p-q’*

Remarque 2.5. I1 r6sulte de la condition Dr: Y, ---) Er(A) (R) AY<, que
(Er(A) (R) AY, Dr) ales m6mes propri6t6s qu’un (Er(A), dr)-module semi-free
dans le sens de [1] et [7]. En particulier, pour tout module diff6rentiel (M, i)
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sur (G(A), d), la cohomologie de

M @RAY M @E,(.)(E,,(A) (R). AY)

s’identifie au Tor diff6rentiel d’Eilenberg et Moore [18]:

H(M (R)RAY) TorE,(A)(M, Er(A) (R)R AY).

3. Proprits des (R, r)-algbres

Nous rassemblons ici des propri6t6s 616mentaires des (R, r)-alg6bres, corres-
pondant pour la plupart / des axiomes de Quillen. Notons toutefois que
certains axiomes ne sont pas v6rifi6s; par exemple, la cat6gorie des (R, r)-
alg6bres peut ne pas contenir d’objet initial.

PROPOSITION 3.1. (i) La composition de deux (R, r)-extensions (respec-
tivement de deux (R, r)-fibrations) est une (R, r)-extension (respectivement
une ( R, r )-fibration ).

(ii) Si

sont des (R, r)-morphismes et si deux des trois morphismes a, fl et fl a sont des
( R, r)-quasi-isomorphismes, alors il en est de mme pour le troisiOme.

Soient maintenant

A -B v--C et E--%F n-G

des (R, r)-morphismes. La filtration sur A (R)C induit une filtration sur
A (R)B C et le compl6t6 A B C est une (R, r)-alg6bre. De mSme

E XF G {(e, g) E X Gle(e) n(g)I},

filtr6e par FV(E xv G) (E xv G) (FV(E) FV(G)), est une (R, r)-
algbre. Evidemment

(3.2)

IA
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et

(3.3)
EXFG G

E ---F

sont respectivement un diagramme cart6sien et un diagramme cocart6sien dans
la cat6gorie des (R, r)-alg6bres.

PROPOSITION 3.4. Dans le diagramme (3.2), supposons que soit une
( R, r )-extension. Alors:

(i) i, est une (R, r)-extension.
(ii) Si : A A’ est un (R, r)-quasi-isomorphisme il enest de mme pour

q (R) id" A nC A’ nC.
(iii) Si / est un ( R, r)-quasi-isomorphisme, i, est galement.

Dmonstration. (i) ,/ 6tant une (R, r)-extension, nous l’6crivons sous la
forme

BBRAY=C.
L’identification A B C A B (B R AY)= A AY fait apparatre A
comme une (R, r)-extension.

(ii) Identifions Er(q (R) id)

Er(q) (R) id: E( A) (R) AY- E( A’) (R) AY.

Compte tenu de la Remarque 2.5, on a

E+I(q (R) id) Torern)(E(q), Er(C));
ceci entrane qu’il est un isomorphisme puisque E(q) est un quasi-isomor-
phisme.

(iii) Le morphisme E(iA) n’est autre que l’inclusion E(A) - E(A) (R)
AY, qui s’identifie/ Er(A) (R)E,n) E(,/). Comme ci-dessus, la Remarque 2.5 et
l’hypoth6se sur V impliquent que E+x(iA)= Tore,n)(E(A), E(-/)) est un
isomorphisme, m

PROPOSITION 3.5. Dans le diagramme (3.3), supposons que *1 soit une
( R, r)-fibration. Alors:

(i) p, est une ( R, r)-fibration.
(ii) Si tk: E’ E est un ( R, r)-quasi-isomorphisme, il en est de mme pour

q id" E’ F G ---> E . G.

(iii) Si *lest un (R, r)-quasi-isomorphisme, O l’est galement.
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Pour la d6monstration nous aurons besoin du lemme suivant, probablement
bien connu.

LEMME 3.6. Fixons r > 0 et supposons que h: E F soit un morphisme de
Z-modules diffdrentiels graduds filtrds, tel que Zf(h) soit surjectif pour tout p.
Munissons ker h de la filtration induite. Alors:

(i) Le morphisme dvident

h: E,(kerh) kerE,(h)

induit un isomorphisme en homologie.
(ii) E,( h ) est un quasi-isomorphisme si et seulement si H(E,(ker h )) O.

Ddmonstration (i) Soit " El’ (ker h) un cycle qui devient un bord dans
ker E,(h). Repr6sentons " par z Zf(ker h); notre hypoth6se entraine que
z v + du, ofi

v zL+?(e), u

et

h(u) a + db, a Zf_-f+l( F), b Zf_-2r+l(F).

Le calcul 0 h(z) h(v) + dh(u) h(v) + da montre que da
FP+(F), d’oh a Zf-r+(F). Evidemment b Zf-2r(F) et notre
hypoth6se sur h entraine que

a= h(x), x Zf-’+(E) et b=h(y), y Zf-2"(E).

Posons w u x dy zf-r(ker h). Alors

z dw v + dx Zf__+xX(ker h).

I1 s’ensuit que dw repr6sente ’, qui est donc un bord.
L’injectivit6 de H(X) est ainsi 6tablie; la d6monstration de la surjectivit6 est

similaire.
(ii) Notre hypoth6se sur h entrane la surjectivit6 de E(h), d’o5 le r6sultat.

D$monstration de la Proposition 3.5.
particulier

L’6nonc6 (i) est une 6vidence; en

0 ker E,(#) - Er( E XF G) E(pn Er(E) -- 0
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est une suite exacte courte. Pour 6tablir le (ii), nous consid6rons le diagramme
commutatif

E,(ker Pe’) ---> ker E,(

e(kero) ---* ker E,(

o o est la restriction de E,(q id). I1 r6sulte du Lemme 3.6 que H(o) est un
isomorphisme, et ceci entrane (lemme des cinq) que E,(q, id) est un
quasi-isomorphisme.

L’6nonc6 (iii) d6coule encore plus directement de (3.6). m

4. Existence des modules

Dans une th6orie homotopique (t la Quillen), tout morphisme q, se factorise
en

q. A -- C--f-> A,,

avec une cofibration et rn une 6quivalence faible. Une telle factorisation est
appel6e un mod61e de q,. Ceci conduit au concept suivant.

DFINITION 4.1. Un moddle d’un morphisme q: A A’ de (R, r)-alg6bres
est une factorisation de q en

avec une (R, r)-extension et rn un (R, r)-quasi-isomorphisme.
Le r6sultat principal de cette section est l’existence de tels mod61es"

THORME 4.2.
admet un modOle.

Tout morphisme, q (A, d) ---> ( A’, d’), de ( R, r )-algbres

L’id6e de la d6monstration est de construire d’abord un module "classique"
pour le morphisme Er(q), et ensuite de le "perturber" afin d’arriver au mod61e
voulu de

Rappelons (2.3) que Er(q): (Er(A), dr) (Er(A’), d[) est un morphisme
de R-ADGC. La technique classique de construction des mod61es de Sullivan
([21], [2], [14]) adapt6e au cas bigradu6 comme dans [15; 3], donne la proposi-
tion suivante:

PROPOSITION 4.3. Le morphisme E,(ck) se factorise en

Er(*)" (Er(A), dr) (Er(A) (R)1t AY, Dr)
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o
(i)
(ii)
(iii)

(iv)

h(x) x (R) 1,
d est un quasi-isomorphisrne de R-ADGC,
Y est un R-module projectif bigradud, somme directe d’une farnille bien
ordonnde de sous-rnodules Ya c yp(a), q(a), satisfaisant dt

D,: Y. --) E,(A) (R) AY(,,

par rapport la bigraduation induite sur Er(A) (R)RAY, Drest homogne
de bidegrd ( r, 1 r ).

DOmonstration

DrYo 0et
Nous construisons Y de la forme Y ioY tel que

DrY C Er(A ) (R) AY<,.

En effet, soit rl: Y0 ’-) cokerH(Er()) une surjection avec Yo projectif;
6tendons Er((k) en k(0): Er(A) (R) AY0 ---) Er(A’) de sorte que k(0): Y0
ker d’ soit un rel+vement de rl.

Maintenant, si k(i): (Er(A) (R) AYi, Dr) --) (Er(A’), d[) est construit,
nous choisissons une surjection, de bidegr6 (r, 1 r), d’un R-projectif Y//x
sur ker H(k). Le relvement de cette surjection en Dr: Y,/I -)cocycles de
E,(A) (R) AYi et le relvement de k(i)o Dr: Y/+I -) Im d’ en k(i + 1):
Yi+x --* Er(A’), avec d’ k(i + 1)= k(i)o Dr, terminent la construction du
pasi+ 1. m

La deuxi6me partie de la d6monstration du Th6or6me 4.2 est le "Th6or6me
de perturbation" suivant. On consid6re un morphisme (/): (A, d) -) (A’, d’),
de (R, r)-alg6bres, et on suppose donn6e une factorisation de Er() de la
forme

e,(,). (e,(a), a,) < (e,(a) At, (e,(a’),

satisfaisant aux conditions (i)-(iv) de la Proposition 4.3.

THfORIME 4.4 (THf/ORIME DE PERTURBATION).
il existe un ( R, r)-rnoddle de ck de la forrne

Avec les donnes ci-dessus,

m" (A AY, D) ( A’, d’)

tel que Er(m) /.

D$monstration. I1 suffit de construire le couple (D, rn) induisant (Dr, k) au
niveau Er, puisque Er(m ) k sera un quasi-isomorphisme par hypothse.
Fixons tout d’abord quelques conventions, afin d’all6ger les notations. Pour
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s < r, nous posons

et

A) (R) (AY)P-q’*] A I AY

Ef ) Eq(A) (R)R(AY) p-q’*
q

Nous notons p’: Zf Ef la surjection obtenue en tensorisant les surjections
zq(A) Eq(A) avec idnr-

Soit enfin ,, l’ensemble bien ordonn6 indexant la d6composition Y

Y (cf. (4.3 (iii)).

DFINITION 4.5. Un couple approximant est constitu6 d’une d6rivation/ de
A R AY, de degr6 1, et d’un homomorphisme : A gAY- A’ d’alg6bres
gradu6es, qui induisent respectivement d et q sur A et qui, pour tout
satisfont h"

(i) i" Y. [Zf(")+ C (A AY<.)] + Zf(")+r+;
(ii) : Y. Zf(")(A’);
(iii) les restrictions de i et Y. relvent, respectivement, D et q.

Nous aurons besoin de certaines propri6t6s de ces couples r6sum6es dans
l’enonc6 suivant.

LEMME 4.6. Pour tout couple approximant (, ), et tout a J on a"

(i) : Zf (A AY<.) Zf+" (A AY<.) + Zf+r+.
(ii) p’+r8 Dp’.
(iii) Zfl=8-1F+SF, s<r.
(iv) kerp

La d6monstration de 4.6 se trouve en-dessous; avant de la donner, nous
6nonqons deux autres lemmes, qui forment l’essentiel de la d6monstration du
Th6or6me 4.4.

LEMME 4.7. H existe un couple approximant (i, ) tel que i laisse stable
A i AY,, pour tout a.

LEMME 4.8. Soit >_ 0 et soit (Si, li) un couple approximant vdrifiant (pour
a ):

(4.9)i 8/2: Y, Zf()+2r+i et

(4.10)i iSi d’i: Y Zf()+r+i(A’).
I1 existe alors un couple approximant (8i+ , ;i+) satisfaisant h (4.9)i+, h

(4.10)i+ et tel que
(4.11)i+1 8i+ 8i: Y. --> Zrp(a)+r+i et i+1 i: Y, -* Zf(a)+i(A’), a og.
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La d6monstration du Th6or6me 4.4 est imm6diate h partir des Lemmes 4.6,
4.7 et 4.8. Le premier montre que tout couple approximant satisfait h (4.9)0 et
h (4.10)o; et l’on d6duit de 4.7 et de 4.8 une suite infinie (8i, i) v6rifiant (4.9),
(4.10)i et (4.11)i. I1 suffit alors de poser

D= lim i et rn= lim i.

I1 reste h d6montrer les trois lemmes.

Ddmonstration de 4.6. Les propri6t6s (i) et (ii), ainsi que l’inclusion c de
(iii) d6coulent imm6diatement de la d6finition 4.5. Terminons la d6monstra-
tion de (iii) en montrant que tout z F’ n 8-XFP+S est aussi dans Z.
Puisque z F’ il est de la forme

z .,aj (R)/l j + , j (AY) ’’" aj FP-’(A), f F’+s.
J

L’hypothse $z F’+s entraine"

_,[daj] (R)*j O,
J

[daj] notant la classe de daj dans A/F’+-’(A).
Soit (ej } une base d’un R-module libre; posons ’: ej [daj]. Puisque

E ej (R)R j ker( " (R)R id),
on a

E ej (R) dj E vi (R) % avec v ker .
Ecrivons v Erye avec riy R. En choisissant i (AY)q,’ *--ce qui est
toujours possible--nous pouvons supposer que rij 0 si qi Pj.

Puisque (G } est une base, on a j Eirij% et donc

z= Ea[@%+a aveca;= Erijaj.
j

Par construction, Ejrj[daj] v 0; d’o Ejrdaj F+s-q’(A). Puisque

Pj qi et dri F+I(A), on obtient (drj)aj FP-q,+s+l(a); d’o

da; F+-q(A), a; z-q(A) et z Z.
I1 reste h d6montrer (iv). Soit z kerp (A s AY<) et 6crivons

% (AY<) ’’*,
z + n,

J F++x Zfl.
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Puisque p’f O, on a Y’.jpP-PJaj (R)R j O, et nouspouvons donc choisir les
aj, j tels que p’-’aj 0 pour tout j. Par cons6quent

as da + cs, a ZLT,-’+(A), c ZL-?,+(A).

I1 en r6sulte z Ejdbj %j Zff__+1.
Mais

J

et

Ceci donne z 8(E2b %j) + a’, a’ Zfl_+, et termine la d6monstration.

Ddmonstration de 4.7.
relvements

Puisque Y est R-projectif, il existe pour tout a des

oax" Y. Z(")+" n (A AY<.) et %" Y. --, Z(")(A’)

de D, et de k. Soit 8’ la d6rivation sur A (R)/t AY induisant to sur Y et
s’annulant dans A, et soit : A 1t AY A’ l’homomorphisme d’alg6bres
gradu6es filtr6es induisant 5 sur A et % sur Y.

Construisons maintenant une extension de den une d6rivation, 8", de
A i AY. I1 suffit de d6finir &" Y A R AY tel que &’(ry) dr (R)1 Y +
ri"y, r R. Soit

y. x_, R.el _+ y.
J

une r6traction sur Y, d’un R-module libre, et 6crivons Xy Z,j(y)ej. Posons

8"y _, dXj( y) (R)1 #( e2).
J

Puisque l’image de R dans A est contenue dans Z’r+l on a

". Y. --, z;+ x(a) % Y. c zy(-)+ r+ 1.

Le couple approximant cherch6 consiste alors en (8’ + 8", ). m
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Dmonstration de 4.8. Nous avons h construire un couple approximant
(8i/1, Ji/l) / partir d’un autre couple (8i, i). Rappelons que " indexe la
d6composition Y .Ya, et supposons sans nuire h la g6n6ralit6 que
contient un dernier 616ment avec Y,o 0.
Nous allons proc6der par r6currence sur ’, d6finissant ainsi une famille

(8,, ,),, de couples approximants qui satisfont aux trois hypoth6ses de
r6currence suivantes:

(4.12) Les formules (4.9) et (4.10)i sont v6rifi6es par (i, ) sur tout Y,
et les formules (4.9)i+1 et (4.10)i+1 par (8, ) sur Y<.

(4.13) Pour tout fl .,, 8 8" Ya ---> Zra)+r+i et : Y --->

(4.14), Pour tout / < a, le couple (8,, ,) coincide avec (, ) sur Y<,
et sur Y

Remarquons tout d’abord que, une lois cette construction termin6e, il suffit
de poser (8+1, i+1)= (8o,, ,)- Passons donc h la construction. Si ao est
l’616ment initial de .., nous satisfaisons aux hypoth6ses ci-dessus pour a0 en
posant (o’ o) (8i, i)- Supposons maintenant (8t, t) construit pour tout

Nous allons distinguer deux cas: dans le cas I, 3’ n’est pas de la forme
a+ 1; danslecasII, 3’=a+ 1.

Cas I. 3’ n ’est pas de la forme ct + 1. Dans ce cas, nous posons

ce qui a un sens cause de (4.14). Clairement, (6v, v) est un couple
approximant qui satisfait h (4.13)v et h (4.14)v; il reste a v$rifier (4.12)v.

Soit y Yto" Comme tout 616ment de A (R)R AY,

5vy u + v, u A (R)R A(Y#I Y#,), v Fp(flO)+3r+i+l,

oh /31,...,/3 d6pendent de 8vy. Choisissons a < 3’ tel que si /3i < 3’, alors
/3 < a, 0 <i< s. En particulier, on d6duit de (4.14) que 8vY 8Y, 8vu
6,u et

On a donc

15v2 2. Yo -’> FvtB) +3r+i+l Zrp(flo)+2r+i+l.
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ainsi 8v satisfait h (4.9)i sur Yav
(4.10)i et (4.10)i/1 est identique.

et h (4.9)i+1 sur Y< v. La d6monstration de

Cas H. 3’ a + 1. Nous construirons des applications R-lin6aires

f: Y,,---) Zf’)++i et g: Y.---) Zf(")+i( A’)

respectivement de degr6 un et de degr6 z6ro. Si 0, nous imposerons en plus

f: y, Zf(_)+,+ l C) (A AY<,,) et g" Y, Zf(_) + 1(A’).

Ensuite nous d6finirons le couple (iv, v) comme cdfncidant avec (i, ) sur
A et sur Y,,,, et par

I1 est clair que, ind6pendamment des choix de f et de g, cette construction
fournira un couple approximant satisfaisant (4.13)v et h (4.14)v. I1 est
6galement clair que

enverra chaque YO dans Zf(fl)+2r+i. De plus, pour y YO, /3 < a, on aura

6vy 8,,y a + b, a A s AY<t, b Zrp(fl)+r+l,

d’oh

82vY Y (v 8,,)b - Zrp($) + 2r+i+ 1.

En somme, pour tout f, iv satisfera h (4.9)i sur Yet (4.9)i+1 sur Y<,,. Pour
tout f et tout g, (4.10) (resp. (4.10)i/1) sera aussi vgrifi6e sur Y (resp. sur

Y< ) en raison des mSmes arguments.
I1 suffit donc de choisir (f, g) tel que

" L Zrp(a)+2r+i+l et SvSv- d’Sv" Y- ZrP(a)+r+i+l(A’)

Le mSme type de calcul montre que pour ceci il suffit que

(4.16) 8f Y ZrP(t) +2r+i+l
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et que

(4.17) Ida3 d’( i + g) Y --, zf(a)+’+i+( A’).

Proc6dons maintenant h la construction de f et de g; il sera utile de
distinguer les cas 0 et > 0.

Cas//(a). 0. Soit y Ya- En utilisant (4.5)(i), nous 6crivons

8.2y u + v, u Zf<’0+’( (A a AY<,), v Zf<")+2"+’.

En particulier, pP(a)+2ru Dp(a)+2r 2.8aY Dry 0, d’apr6s (4.6)(ii). I1 r6sulte
donc de (4.6)(iv) que

u 3a(Zf(_)+r*x 0 (A GAY<a)) + Zf()+2r+l;

d’oh

" Ya --> a ( Zf(,+r+l ( ( a 6R AY<a)) -1- Zf(,+ 2r+ 1.

Remarquons ensuite que la surjection induite par 3a,

Zf()+r+l a(Zf(-)+r+l) + Zf(_)+2r+l
Zf(_)+2r+l

est une application R-linaire entre R-modules. Puisque Ya est R-projectif, il
existe une application R-lin6aire,

f: Y Zf_)+r+l n (A G AY<a)

telle que 82 8af: Ya Zfl-O)+ 2r+ 1.
Montrons maintenant que f satisfait h (4.16):

Bz Baf" Y Zf(a) + 2r+ 1.

En effet, l’hypoth&se de r6currence (4.12)a
Puisque

entraine que 82.f: Ya --) Zf(a)+ 3r+ 1.

a" Ya--> [Zf’a’+r 0 (A 6R AY<a)] + Zf‘a,+r+l,

il r6sulte (6galement de (4.12)a) que

2 (a" L "--) Zf(a)+3r+l"
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Ceci montre que ,(82 8,f) envoie Y dans Zf()+ 3r+ 1, et, d’aprs (4.16)(iii),
entrane (4.16).

Consid6rons enfin ,flv- d’,: Y, ZO)+r(A’); cette application est R-
lin6aire et son image repr6sente z6ro dans Efl(’O+r(A’). Le mSme argument que
ci-dessus nous donne, alors, une application R-lin6aire g: Y Z_)/(A’)
telle que

,,8- d’ld,,- d’g" Y - Zf_’)+’+x(A’).

De plus,

(4.18) d’(j,,3v d’ld,,- d’g) (d’ld,,- j,,3v) 3v + j,,3v2.

Puisque By: Y A R AY< + Zft)+r+l ((4.5)(i)), il r6sulte de (4.12) que
le premier terme/ droite dans (4.18) envoie Y dans Zft)/2r/l(A’). Qu’il en
soit de mme pour le deuxi6me terme est une cons6quence de la propri6t6 de
By2 que l’on vient d’6tablir" By2: Y Zft)+2r+l.

Ceci montre que 8v- d’( + g) envoie Y dans Zft’)+r+I(A’) et 6tablit
donc (4.17).

Cas H(b): > 0. Puisque 2 est A-lin6aire, il r6sulte de (4.12) que 2
envoie Zf dans Zf+2r+i et Zf N (A AY<) dans Zrp+2r+i+l. Nous tirons
donc de (4.5)(i) que

Si y Y on a, par cons6quent (cf. (4.6)(iii)), que 82y Zrp(Ot)+2r+i repr6sente
un D cocyle.

Posons maintenant 0 d’. I1 satisfait/ 0(a. ) (-1)dega(a), a A. D’apr6s (4.12), 19 envoie Zf dans Zf+r+i(A’) et Zf N (A (R)
AY<) dans Zf/r+i+I(A’). En particulier, on d6duit de (4.5)(i) que

Simplifions les notations une fois de plus en posant

P Pp(a)+2r+i $2a: Ya -> Erp(a)+2r+i,
et

Q 0.(")+r+’ O" Y. ---) Eflf’)+r+’(A’).

Le fait que 82y repr6sente un D;cocycle se traduit par

DroP =0.
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De l’6galit6 d’O 12 OSet" Yet Zf(a)+2r+i+l(a’), on tire que

a,oQ=oP.

Utilisons maintenant le fait que H(k) est un isomorphisme et que Yet est
projectif pour en d6duire des applications R-lin6aires

U" Yet Erp(et)+r+i et o" Y Efi<et)+i( A’).

satisfaisant h

Drou= P et Q tu= d,v.

Relevons u en une application f: Y- ZrP(et)+r+i.
repr6sentent le mSme 616ment Py; c’est-/-dire,

Alors 82y et 8etfy

Yet et( ZrP._()+r+i+l) -aL Zrp.()+2r+i+l

comme le montre (4.6)(iv). En modifiant f"par des 616ments de grP.()+r+i+l’’,
nous pouvons done supposer qu’il rel6ve u et que

Yet-* ZrP(_)+2r+i+l.

Etablissons maintenant (4.16). Puisque

2af(yet) 2a(Zrp(et)+r+i) Zrp(et)+3r+2i Zrp(et)+3r+i+1

et puisqu’on a vu au d6but du cas II(b) qu’il en est de mSme avec 8(Yet) on a

et(62 etf ) yet c Zf(et)+ 3r+i+1 Fet)+ 3r+i+ 1.

On vient d’obtenir (/2 8etf)yet c Fp(a)+2r+i+l et (4.16) d6coule de (4.6)(iii).
Relevons enfin ven une application g: Yet Zre(et)+i(A’). En modifiant g

"par des 616ments de Zf<_])+i+I(A’)", nous pouvons supposer que g relive v
et que

0 etf- d’g" Yet - ZrP()+r+i+l(At).

Un argument, toujours du mSme style, montre qu’en fait

0- etf d’g" Yet - Zf(et)+r+i+l( At),

ce qui donne pr6cis6ment (4.17).
Le cas II(b), le Lemme, et le Th6or6me 4.4 sont maintenant d6montr6s.
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5. Thorme de relvement

Cette section est consacr6e h la d6monstration du

TI-IfORME 5.1. Soit

A ----C

A (R)R Ay ----- B
un diagramme commutatif de (R, r)-algbres, dans lequel: (i) est une (R, r)-
extension, et (ii) rl est une (R, r)-fibration et un ( R, r)-quasi-isomorphisme.

Alors, il existe un morphisme X: A (R)AY C (de (R, r)-algbres) qui
relive dp et induit sur A.

Dmonstration. Celle-ci s’effectue A nouveau par un processus de perturba-
tion, h partir du niveau E de la suite spectrale.

Fixons une structure nilpotente, Y *aJ Ya, pour la (R, r)-extension
(A (R) AY, D), avec Y de bidegr (p(a), q(a)). Comme dans le {}4, nous
simplifions

Z(A AY) et Ef(A . AY)

en Zf et El; la diff6rentielle de Eg sera not6e Dg.
Puisque Z(rl) est surjectif, Y c Z, et Y est R-projectif, il existe un

morphisme d’al#bres gradu6es filtr6es,

Xo" A AY-, C,

qui induit k sur A, relive et envoie Y dans Zf(’)(C). I1 s’ensuit (voir
(4.6)(iii))

Xo: Zf Zf(C) et XoD -dcXo: YP,* zf+r(c).

En commenqant avec X0, nous construisons maintenant, par r6currence sur
i, une suite infinie de morphismes d’alg&bres gradu6es filtr6es,

(5.3) Xi: A R AY---, C,

v6rifiant

(5.4)i
(5.),

X induit sur A,
xD dcX: Y --" Zfl(#)+r+(ker rl), /3 ,
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etpouri> 1,

(5.6)i Xi- Xi-l" Y --’ Zf(a)+i-l(ker ), fl r.

(Remarquons que (5.6)i implique qu’on a r/Xi */X0 sur Y, et donc que
Xi rel6ve .)
Le th6or6me devient une cons6quence imm6diate de l’existence de cette

suite: il suftit de poser X limxi-
Passons/ la construction; nous supposons Xj construit pour j < et nous

d6finissons X+ 1. Nous proc6dons par r6currence sur l’ensemble a indexant la
d6composition de Y; sans nuire t la g6n6ralit6, nous pouvons supposer que a
poss6de un dernier 616ment to.

Comme dans la d6monstration du Lemme 4.8, cette r6currence se r6duit
facilement / l’6tape suivante. Nous supposons donn6 un morphisme
A R AY C d’alg6bres gradu6es filtr6es, induisant @ sur A, envoyant Y
dans Zf(a)(ker 1), et tel que X. satisfasse h (5.5)i. Nous supposons en plus
que

X,,,D- dcX,: Y, Zf(/)*r*’+l(ker r/), fl < a;

c’est-t-dire que X v6rifie (5.5)+1 sur Y<.
Nous cherchons alors une application R-lin6aire f:

telle qu’en posant
Y,, --) Zf(")+i(ker

X.+l=X. surAetsurY.., X.+l=x.+fsurY.,

nous d6finissions un morphisme X.+I: A R AY---) C qui v6rifie (5.5) sur
tout Y, et (5.5)+1 sur Y.. L’existence d’un tel f &ablit le pas de r6currence
sur a et l’existence de X+I s’ensuit.

I1 reste ii construire f. Posons 0 x.D dcX.. Cette x.-d6rivation s’an-
nule sur A, et notre hypoth6se sur X. entraine que

O" Zf c (A AY<.) --, Zf++’*(ker )
et

O" Zf ---) Zf+’+i(ker

D’autre part, d’apr6s la D6finition 2.2(v), on a

D" Y. Zf(")+r o (A AYe.) + Zf(")+’+1.

De dcO -OD nous tirons dcO" Y,, --) Zf(")+2r+i+l(ker r/); d’ofi

O: Y.--, r+l ,
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Mais, r/ 6tant une (R, r)-fibration et un (R, r)-quasi-isomorphisme, nous
d6duisons du Lemme 3.6 que Er/x(ker /) H(Er(ker /)) 0. I1 existe donc
une application R-lin6aire,

f" Y, Zf(a)+i(ker
telle que/9- dcf: Y, Zfl()++i+X(ker r/).

Soit X.+x dfini h l’aide de cette application:

X+=X, surAetsurY, et X+x=x+fsurY.
Posons g X+ Xa; alors g envoie Zfl dans Zfl+i(ker /). De plus, on a

X,+D dcX,+x O + gD -dcg.

De l’quation (5.7) et du fait que g s’annule dans A R AY<, nous
dduisons que

gD" Y Zf(a++i+(ker /).

Mais, sur Y, X+D- dcX+l 0- dcf + gD et on constate que
v6rifie (5.5)i+1 sur Ya. Que x+ satisfasse h (5.5)i+x sur Y< et/k (5.5)i sur
tout Y est aussi 6vident.
Le th6orme est donc dmontr&

6. Homotopie

A l’aide des r6sultats pr6c6dents, nous allons maintenant, en appliquant les
idles de Quillen [19], introduire la notion d’homotopie dans le cadre des
(R, r)-algbres. Fixons donc une (R, r)-extension A C, et consid6rons la
(R, r)-algbre C A C. Les inclusions

X0, hi" C C A C, k0. c c (R) 1, 1" C 1 (R) c

sont des (R, r)-extensions, d’aprbs la Proposition 3.4 (i), tandis que la multi-
plication d6finit un (R, r)-morphisme

g" C 6A C-" C

tel que g X idc.

DIFINITION 6.1. Un objet cylindre pour une (R, r)-extension A C est
un mod61e,

m’(CC)RAXC,
de g.
Nous consid6rerons les morphismes h $galement comme des inclusions
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DFINITION 6.2. Deux morphismes fo, fl: C B de (R, r)-alg6bres,
co’incidant sur A, sont homotopes (tel A) s’il existe un objet cylindre
(C , C) AX - C pour A C et un morphisme

F:(CC)AXB
tels que F X f- Cette relation est not6e fo fl (rel A), et F est appel6 une
homoto’pie de fovers f ( rel A ).

PROPOSITION 6.3. (i) Sifo- f (rel A), alors tout objet cylindre pour
C est la source d’une homotopie de fo vers f (rel A).

(ii) La relation fo- fx (rel A) est une relation d ’dquivalence.

Ddmonstration. Si m: (C , C)R AX- C est un objet cylindre pour- C alors moXi=idc et m est h la lois une (R,r)-fibration et un
(R, r)-quasi-isomorphisme. Le premier 6nonc6 est donc une cons6quence
imm6diate du Th6or6me 5.1.
Remarquons maintenant que f m est une homotopie de f vers f (rel A).

De,plus, m est aussi un objet cylindre pour A - C, oh est l’involution de
(R). C d6finie par ’r h tl_ i. Si (F, m) est une homotopie (rel A) de f0

vers fl, alors (f,fn z) est une homotopie (rel A) de fl vers f0-
Soit enfin (C (R)A C) R AX’ ’’-* Cun deuxleme objet cylindre. Consid6rons

E= (CAC), AX

comme C-module droite via 1 et E’ (C A C) AX’ comme C-module
gauche via X’0. I1 rsulte alors de la Proposition 3.4 que les inclusions

E,E’Ec E’

sont des (R, r)-extensions et des (R, r)-quasi-isomorphismes. Ainsi,

c c e e’ c, (c (R) X0(c) (R)

constitue 6galement un objet cylindre pour A C. La transitivit6 de la
relation d’homotopie (rel A) en d6coule de mani6re 6vidente. m

PROPOSITION 6.4. Si fo fx (relA), alors E,+x(fo) Er+l(fl) et H(fo)
H(fx). En particulier, fo est un (R, r)-quasi-isomorphisme (resp., un quasi-
isomorphisme) si et seulement si fl l’est.

D.monstration Pour un objet cylindre

(C&aC)&AX&C,
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on a que Er+l(m) est un isomorphisme et donc aussi H(m). I1 en r6sulte:
Er+l(,i) Er+l(m)-1 et H(i) H(m)-x, ce qui implique le r6sultat, m

Consid6rons maintenant des morphismes de (R, r)-alg6bres

A ;C B, et

A’ C’ B’
le carr6 / gauche tant commutatif et les flches horizontales 6tant des
(R, r)-extensions. De la dfinition d’homotopie et du Th6orme 5.1 d6coule le
r6sultat suivant:

PROPOSITION 6.5. (i) Si fo, f: C B sont homotopes (rel A), alors fo
lf (rel A).

(ii) Si go, gx: C’ --> B sont homotopes (rel A’), alors go g(rel A).
(iii) Si *1 est une (R, r)-fibration et une (R, r)-dquioalence et si fo, f:

C - B coincident sur A, alors fo f (rel A) si et seulement si *lfo *lf (rel
A).

Remarque 6.6. Dans la Proposition 6.4 on voit facilement que Er(C A C
R AX) est un objet cylindre pour Er(C) dans la cat6gorie des R-ADGC
bigradu6es. I1 en rsulte que Er(fo) est homotope h Er(f), (rel Er(A)). De
mme, f0 est homotope h fl (rel A) dans la cat6gorie des Z-ADGC. m

7. Lecas Q c R

Nous consid6rons ici les (R, r)-alg6bres off l’anneau R contient Q. L’impor-
tance de cette hypothse r6side dans l’observation classique suivante" soit
a: X - Y un isomorphisme de degr6 1 de Q-espaces vectoriels gradu6s et soit

(AQ(X Y),8)la Q-ADGC d6finie par 8Ix a; alors H(AQ(X Y),8)
Q. De ceci nous d6duisons:

LEMME 7.1. Supposons Q c R. Alors tout morphisme
( R, r)-algbres se factorise en

*1" B-B’ de

o/t (i) est une (R, r)-fibration, (ii) est une (R, r)-extension et un (R, r)-
quasi-isomorphisme et (iii) il existe un (R, r)-morphisme O: B" ---> B vdrifiant
oi idB. Pour tout choix de tels i, p, 1 on a io idB,, (tel B).

D$monstration. Soit X le Q-espace bigradu6 d6fini par X’’ Zf(B’), et
soit B" la (R, r)-alg6bre d6finie par les conditions

B"-- (B Q AQ(X* Y), d"), d"[.- d., d"" Xp’q " yp+r,q-r+l.
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Si R (R)O X, R % Y, alors l’6criture B" B R A(. ) identifie
i: B B" h une (R, r)-extension. Un inverse/ droite, p" B" Best d6fini
en posant p(X Y) 0 et la remarque au d6but de cette section montre que
p et sont des (R, r)-quasi-isomorphismes.
Notons enfin l’identification Xp, Zf(B’) par fl et d6finissons par les

conditions [s r/et [x ft.
Puisque pi id s, p est une (R, r)-fibration. Le dernier 6nonc6 d6coule

donc de la Proposition 6.5 (iii). m

Consid6rons maintenant un diagramme commutatif de (R, r)-morphismes"

(7.2)

TI-IIORiME 7.3. Supposons Q c R. Si, dans (7.2), /est une (R, r )-fibration
et est gt la fois une (R, r)-extension et un (R, r)-quasi-isomorphisme, alors il
existe un (R, r)-morphisme y: C --* E qui tend et reloe ok.

Dmonstration. La preuve est une cons6quence formelle des r6sultats des
3, 5 et du Lemme 7.1. En effet, la Proposition 3.5 nous donne une (R, r)-
fibratio

Pc: C B E o C;

et en appliquant le Lemme 7.1 au morphisme A C B E, nous arrivons au
diagramme

1 /--L-, 1,

CnE

C---* C
idc

avec i’ un (R, r)-quasi-isomorphisme et p une (R, r)-fibration.
Evidemment (voir (3.1)), Pc P est une (R, r)-fibration. Puisque (Pc P)

i’ i, Pc P est 6galement un (R, r)-quasi-isomorphisme. On d6duit donc du
Th6or6me 5.1 un morphisme 3’" C A’ qui relive id c et 6tend i’. Posons
Y PEPY’.

De ce th6or6me, nous d6duisons formellement (comme dans la th6orie de
Quillen) trois applications.
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APPLICATION 7.4. Supposons Q c R. Si i: A - B est une (R, r)-extension
et un (R, r)-quasi-isomorphisme alors il admet un (R, r)-morphisme ( rtrac-
tion) p: B A orifiant pi id,. Un tel morphisme orifie: ip idB (rel A).

Dmonstration. D’apr6s le Lemme 7.1, il existe un diagramme commutatif

B -----, B
id

avec une (R, r)-fibration et O’i’ ida. Soit ": B A’ un relvement de idB
&endant i’; il suffit de poser 0--0". Le dernier nonc dcoule de la
Proposition 6.5 (iii).

Consid6rons ensuite un diagramme commutatif de (R, r)-morphismes:
h

A E

c -7-,
darts lequel iest une (R, r)-extension et une (R, r)-fibration.

APPLICATION 7.5 (RELVEMENT D’HOMOTOPIE). Supposons Q R. Soit g:
C --+ E un morphisme de (R, r)-algbres induisant h sur A et soit

@’(C&aC)&,AX"+B
une homotopie (rel A) de rig oers f.

Alors t se rel&e en une homotopie (rel A) de g oers un (R, r)-morphisme f’:
C E. En particulier, f’ relive f.

Dmonstration. I1 suffit de constater que ’o" C (C , C) AX est
une (R, r)-extension et un (R, r)-quasi-isomorphisme, et d’appliquer le
Th6or6me 7.3 au diagramme

g
C ;E

Xol^ 1
C &aC (R) AX B

Finalement, considSrons des mowsmes de (R, r)-algbres

C B
6tant une (R, r)-extension et &ant un (R, r)-quasi-isomohisme.
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APPLICATION 7.7. Supposons Q c R. Alors induit une bijection

[c, [c,

entre les ensembles de classes d’homotopie (rel A) de morphismes de (R, r)-
algbres.

Ddmonstration. Le Lemme 7.1, appliqu6 t 4, r6duit le problme h deux cas
particuliers: (a) r/ est aussi une (R, r)-extension et (b) r/ est aussi une
(R, r)-fibration. Dans le cas (b) le r6sultat est une cons6quence imm6diate du
Th6or6me 5.1 et de la Proposition 6.5(iii).
Dans le cas (a) le r6sultat provient de (7.4), appliqu6 h r/. m

8. Mod61es minimaux: unicit6

Fixons un morphisme

q:A B

de (R, r)-alg6bres. Dans le {}4 nous avons montr6 l’existence de mod61es pour, ici nous traitons de leur unicit6.
Supposons donc que

A%AX
A B

i’ ’,,
A (R)I AX’

soient deux mod61es de . L’application 7.7 du {}7 nous fournit alors le
th6or6me d’unicit6 suivant:

THIORIME 8.1. Si Q c R, il existe un (R, r)-quasi-isomorphisme

induisant l’identit sur A, et tel que m’l--m (rel A). L’ensemble de tels
morphismes, /, constitue exactement une classed ’homotopie (rel A).

Ce th6or6me montre (dans le cas Q c R) qu’un mod61e de est d6termin6
(R, r)-quasi-isomorphisme pr6s. Nous allons maintenant introduire les

mod61es minimaux et montrer que ces derniers sont d6termin6s h isomor-
phisme pr6s (toujours pour Q c R), comme dans le cas classique de Sullivan.
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Fixons donc une (R, r)-extension A A R AY. Nous aurons/ consid6rer
les diagrammes commutatifs de (R, r)-alg6bres de la forme

(8.2)
,/,

E

A --- A (R)R AY

dans lequel r/est toujours suppos6 8tre un (R, r)-quasi-isomorphisme.

DFINITION 8.3. (i) La (R, r)-extension A A (R)sAY est minimale si
pour tout diagramme (8.2) il existe un morphisme o: A (R) AY E induisant
k sur Aet satisfaisant h /o o id.

(ii) Un mod61e A (R) AX B de est un module minimal si la (R, r)-
extension A A AX est minimale.

Constatons tout de suite que (d’aprs le Th6orme 5.1) l’extension A --,

A (R)R AY est minimale si et seulement si, pour tout diagramme (8.2), r/ est
toujours une (R, r)-fibration.

Soit maintenant 3" A (R) A X---, A A X’ un morphisme entre deux
(R, r)-extensions minimales, induisant l’identit6 sur A. D’aprs la D6finition
8.3, si 3’ est un (R, r)-quasi-isomorphisme alors 3’ est un isomorphisme de
(R, r)-algbres, d’ofi:

THIORIME 8.4. Si Q c R, alors deux modules minimaux quelconques de :
A B sont relis par un isomorphisme de (R, r)-algbres induisant ’identit
sur A.

I1 est moins 6vident de donner des critres pratiques pour la minimalit6
d’une (R, r)-extension. Nous en donnerons un, qui fait aussi le lien avec la
d6finition classique de Sullivan. Ce critre se compose des deux conditions
suivantes sur la (R, r)-extension A A AY:

(8.5) A AY est concentr6 en degr6s > 0;
(8.6) A (R)RAY poss6de une structure nilpotente (2.2(v)), Y Y, Y, c

yp(a), q(a), telle que

fl<et=*p(fl) +q(fl) _<p(et) + q(

Le lien avec le cas dassique est 6vident: la condition (8.5) y est automatique
et la condition (8.6) y est 6quivalente A celle de Sullivan, comme on le
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d6montre dans [14; Chap. 2]. Dans notre cadre nous avons:

TI-IOP.&ME 8.7. Une (R, r)-extension (A, d) (A R AY, D), satisfaisant
(8.5) et (8.6) est minimale.

Nous donnerons dans le Th6or6me 8.11 une utilisation pratique de ce
crit6re, qui 6tablit l’existence des mod61es minimaux dans un cadre tr6s
g6n6ral. Entreprenons d’abord la d6monstration de (8.7), qui s’effectue par la
succession des trois lemmes ci-dessous; le premier est le lemme fondamental.
La d6monstration de celui-ci est bas6e sur une id6e de G6mez-Tato [8] que
nous remercions pour nous l’avoir expliqu6e.

LEMME 8.8. Si (8.5) et (8.6) sont satisfaits, il existe (pour tout diagramme
(8.2)) un morphisme de R-ADGC bigradudes,

tel que ’tie,<,4 Er(/) et Er(*l) id.

LEMME 8.9. L’existence d’un satisfaisant aux conclusions du Lemme 8.8
entra?ne l’existence d’une (R, r)-extension A -, (A (R) AY, D’) et d’un mor-
phisme

x" (a 6,, Av, --, (e,

tels que XIA et Er(X) (et D/ Dr).

LEMME 8.10. Soit O: (B AZ, D’) (A AY, D) un morphisme de
( R, r)-algdbres (entre deux ( R, r )-extensions ) tel que les deux extensions

satisfassent gt (8.5), 0 induise un isomorphisme de B sur A, et E,(O) soit un
isomorphisme. A ors 0 est un isomorphisme.

Le Th6or6me 8.7 d6coule imm6diatement des trois lemmes" il suffit
d’appliquer (8.10) h /9 =/X et de poser o =X 0-1. Etablissons donc les
lemmes.

Ddmonstration de (8.8). Supposons construit sur E,(A) (R) AY< et
6tendons le h Ya; cela fournira une d6monstration par r6currence sur a. Posons
E, E,(A) (R) AY et E,,< E,(A) (R)1 AY<. Notons F le module

(E,, < ). Puisque E,(I)o id, est injectif. Le morphisme

E,( I) E,( E)/F E,/E,, <

est donc un quasi-isomorphisme de R-modules diff6rentiels. (Ces quotients
n’ont pas de structure.d’alg6bre!)
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En particulier, Ya 6tant projectif, il existe un morphisme k, de R-modules

bigradu6s, de Ya vers les cocycles de E,(E)/F tel que H(E,(,1)) H(X)=
H(j), j notant l’inclusion Ya E,/E, <.

D’autre part, les hypoth6ses (8.5) et (8.6) entranent que E/E, < est
concentr6 en degr6s > p(a) + q(a). En particulier, ce module ne contient pas
de cobords de degr6 p(a) + q(a) et nous avons donc que E,(,1) j. Le
morphisme

(proj, E,(r/))" E,(E) (E,(E)/F) e,/F E,

6tant surjectif, nous relevons (h, idya) en un morphisme : Y --, E,(E) qui
satisfait donc h

projoz=X et E,(rl)oz=idra.

Ceci 6tend h l’alg6bre E,(A)(R)R AYa; cette extension commute aux
diff6rentielles car l’image de est contenue dans les cocycles de E,(E)/F. m

Dmonstration de (8.9). Par hypoth6se (voir (8.2)), ,/ est un (R, r)-quasi-
isomorphisme. E,(I) est donc aussi un quasi-isomorphisme et, puisque
E,(r/)o z id, il en est de mSme pour . I1 suffit, alors d’appliquer le
Thorme 4.4 k: A E avec E,(k) dcompos en E,(A) E,(A) (R) Y
E,(E).

Dmonstration de (8.10). Nous ne perdons rien en supposant que A Bet
que 0 induise l’identit6 sur A. Pour que 0 soit un isomorphisme de (R, r)-
alg6bres, il suffit que le gradu6 associ6, Eo(O) soit un isomorphisme. Nous
sommes donc r6duits montrer que pour 0 < s < r 1,

E+x(0) isomorphisme = E,(0) un isomorphisme.

Rappelons d’abord que tout 616ment y Y est un Ds-cocyle. Puisque Es(O)
est un quasi-isomorphisme, on a y E,(O)d + Df, et deg f deg y 1.
Une r6currence sur le degr6 montre maintenant, h l’aide de (8.5), que E,(O) est
surjectif. Puisque E,(0) est aussi un quasi-isomorphisme il est surjectif au ni-
veau des cocycles. Par cons6quent, il existe un morphisme de R-ADGC
bigradu6es, }: (A (R) AY, Ds) (A (R) AZ, D/) tel que IA =ida et
E(O) } id.
Le mSme argument, appliqu6 cette fois / , montre que celui-ci est aussi

surjectif, d’oh } et E,(O) sont des isomorphismes. Le lemme, et le Th6or6me
8.7 sont doric d6montr6s.
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Etablissons, enfin, notre th6or6me d’existence"

THf/ORIME 8.11. Soit ok: A A’ un (R, r)-morphisme et supposons que A
et Er+ x(A’) sont concentr$s en degr$s > O. Si H(Er(A)) H(Er(A’)) R
et si R est un corps alors ck admet un module satisfaisant (8.5) et gt (8.6). En
particulier, ce module est minimal.

D$monstration. Si l’on applique la m6thode classique de construction de
modules minimaux par r6currence sur le degr6 [21], [14; Chap. 6], on trouve un
module

E,( A) (R) AY*’* ---, E,( A’)

de Er(d#) satisfaisant h (8.6) et tel que Y soit concentr6 en degr6s > 0. Le
Th6or6me 4.4, appliqu6 ce mod61e, fournit le mod61e de voulu.

9. Suite spectrale d’alg6bres de Lie d’homotopie

Dans ce paragraphe nous nous limitons, pour simplifier, au cas off R k
est un corps de caract6ristique z6ro. Fixons r > 0 et supposons que A soit une
(k, r)-alg6bre telle que k c kerd et Er/I(A) soit concentr6 en degr6s > 0.
D’apr6s les r6sultats du {}8, l’inclusion k A admet un mod61e minimal,

(9.1) ((AY) ^, d) - (A, dA),

unique/ isomorphisme prs.
Consid6rons maintenant le mod61e (AY, dr) - (Er(A), d,) induit par (9.1).

Comme nous l’avons remarqu6 dans le Th6orme 8.11, Y est concentr6 en
degr6s > 0 et satisfait/ (8.6), d’oh en particulier d,: Y" AY ", n >_ 1. I1
en r6sulte que

d," Y- (AY)+.(AY) +

et donc que drest la somme de d6rivations i et 0 satisfaisant/t

i: Y--,A2y et 0: YA>3y.

(On note AsY le sous espace engendr6 par les 616ments Yt A A ys, Yi Y-)
Clairement, 82 0.

Soit L l’espace bigradu6 dual de Y: L,,q Hom(YP’q,k). D’apr6s ([20],
[23; 1.1(3)]), i induit un crochet

l" LLL, ([f,g];y) +(f,g;Sy)

qui fait de L une alg6bre de Lie gradu6e.
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Par contre, une diff6rentielle, D, est induite sur Y^ par d via la suite exacte

(A-Y) _. (A + y)^ - I9.
Elle respecte la filtration; d’o une suite spectrale (E, D) qui commence avec

E+ Y, puisque d: Y--) A2y.

THIORIME 9.1.
d’alg.bres de Lie.

La suite spectrale duale de (Ei, Di) est une suite spectrale

Remarque 9.2. L’unicit6 du mod61e minimal entralne que cette suite spec-
trale d’alg6bres de Lie est un invariant de A.

Dmonstration de 9.1. La diff6rentielle D s’&end de mani6re unique en une
d6rivation de (AY)^, qu’on note aussi D, et D2= 0 sur tout (AY)^. On
obtient ainsi une ADGC filtr6e dont la suite spectrale associ6e est donn6e par
(AE, D), D notant l’extension de D: Ei -) Ei en une d6rivation de AEi.

I1 suffit donc de montrer qu’il existe une suite d’applications o" E --) A2E,
commutant t Di, et telle que o+ i et H(oi)= oi+ 1. Mais on peut
interpr6ter

((AY) ^, o) -, ((AY) ^, o)
comme une sorte de morphisme entre espaces lin6aires diff6rentiels filtr6s, qui
induit donc un morphisme de suites spectrales, m

DIFINITION 9.3. La suite spectrale d’alg6bres de Lie du Th6or6me 9.1 est
appel6e la suite spectrale d’algd.bres de Lie d ’homotopie de la (k, r)-alg6bre A.

Remarque 9.4. I1 est possible d’introduire la notion d’homotopie pointe
comme dans le cas de Sullivan [14; Chap. 5]. Ceci fait, on peut montrer qu’un
morphisme ) de (k, r) alg6bres augment6es induit un morphisme entre les
suites spectrales d’alg6bres de Lie qui ne d6pend que de la classe d’homotopie
point6e de .

10. Exemples

Nous d6taillons, maintenant, quelques exemples de filtrations et de mod61es,
en commenant avec le mod61e introduit dans [15].

Exemple 10.1. Soit (A, d) une R-ADGC; filtrons la en posant F A et
Fx 0 et choisissons r.

(a) r 0. Evidemment (Eo(A), do) (A, d) poss6de un mod61e

(at, ", a) (e0(a), a)



316 STEPHEN HALPERIN ET DANIEL TANI

enti6rement concentr6 en degr6 filtrant 0, de diff6rentielle d: yO, q

(AY),q+l. C’est le module classique de Sullivan de (A, d), et aucune pertur-
bation n’est n6cessaire.

(b) r 1. On a (El(A), dl)= (H(A), 0), et son module prend la forme

(av’,’, (H(a),O)

avec Y concentr6 en degr6s filtrants < 0; c’est le mod61e bigradu6
d’Halperin-Stasheff [15; 3.4]. Le module (AY, D) - (A, d) obtenu en pertur-
bant (AY, d) est le module filtr6 de [15; 4.4].

Supposons en particulier que R soit un corps de caract6ristique z6ro, que
H <(A) 0, H(A) R et que chaque Hi(A) soit de dimension finie. Dans
le 9 nous avons construit une suite spectrale d’alg6bres de Lie qui se d6duit
de la (R, 1)-alg6bre (A, d). Si l’on applique le foncteur "alg6bre enveloppante"
on obtient donc une suite spectrale d’alg6bres de Hopf et, d’apr6s [15; 7.14]
celle-ci s’identifie h la suite spectrale d’Eilenberg-Moore convergeant de
TormA)(R, R) vers Tor’(R, R).

Exemple 10.2. Une R-ADGC, (A, d) poss6de une deuxi6me filtration
naturelle; il suffit de poser Ft’(A)= A ’. Pour simplifier nous supposerons
que R est un corps de caract6ristique z6ro, que A= R et que A <0= 0.
Consid6rons donc les diff6rentes possibilit6s pour r.

(a) r 0. Cette fois-ci (Eo(A), do) (A, 0) et le module filtr6 (AY, D)
(A, d) est obtenu en perturbant un module bigradu6

(AY, d) -% (A,0),

qui satisfait / Y (Y"qlq < 0 et p + q > 0}. I1 n’est pas n6cessaire, donc,
de compl6ter et la suite spectrale d’alg6bres de Lie (9.1) converge dans ce cas
de

Du Th6or6me 1.1 de [6] nous obtenons alors:

PROPOSITION 10.3. Si H(A, d) est de dimension finie et si ’,(A, d) est de
dimension infinie alors r,(A) est de croissance exponentielle.

Revenons maintenant aux autres valeurs possibles de r.
(b) r 1. On obtient de nouveau le mod61e de Sullivan.
(c) r 2. On obtient de nouveau le mod61e bigradu6 de (H(A), 0) per-

turb6 en mod61e de (A, d), quitte h identifier l’oppoe du degr6 compl6mentaire
de notre mod61e au degr6 filtrant du mod61e (10.1) (b).
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Exemple 10.3. Un quasi-isomorphisme qui n’est pas un (R, r)-quasi-isomor-
phisme.

Soit R Q et consid6rons I’ADGC (A, d) (A(x, y, z), d) off dx yz,
dy=zx et dz=xy et degx=degy=degz=l. Nous la filtrons par
F’(A) A’ et nous posons r 0.

Soit : (Au, 0) (A(x, y, z), d) le morphisme d6fini par u xyz, avec
deg u 3 et u F3. Clairement est un quasi-isomorphisme mais pas un
(Q, 0)-quasi-isomorphisme. Pour construire son (Q, 0)-mod61e il faut d6former

(Au,0) + (A(u,x, y,z,a),d) (A(x, y,z),O),
da u xyz, a de bidegr6 (3, 1), ka 0, ku xyz.

La d6formation s’6crit (A(u, x, y, z, a), D), Du 0, Dx yz, Dy zx,
Dz xy, Da u- xyz. La fibre, (A(x, y, z, a), D) est acyclique mais pas
(Q, 0)-acyclique; en particulier l’inclusion

(Al(x, y, z), d) ---> (A(x, y, z, a), )

est homotope mais pas (Q, 0)-homotope, t l’application constante.

II. Fibres Coo

Dans cette section les vari6t6s, N, seront toujours de classe C, de dimen-
sion finie, et leur topologie sera suppos6e Hausdorff et s6parable. Les fibr6s
vectoriels, j, sur N seront de classe Coo et de rang constant fini; un morphisme
o: j rl sera une application Coo se restreignant en des applications lin6aires
o: j --, r/, (x N) entre les fibres. Le Coo(N)-module des sections de est
not6 Coo(j) et (AoR(N), d) notera I’ADGC des formes diff6rentielles sur N.
Remarquons tout de suite que pour tout j, Coo(j) est Coo(N)-projectif d’apr6s
un th6or6me de Swan [22]. (Le cas Coo est r6dig6 en d6tail dans [11; Chap. II,
5].)

Fixons donc un fibr COO / fibre une varit F:

c’est-h-dire que N est recouvert par des ouverts U
morphismes

et il existe des diff6o-

f,: U, X F - r-X(U,)

tels que rf(x, y)= x. La fibre de r au point x Nest la sous-vari6t6
#- l(x); elle sera notre Fx.
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Filtrons At)a(M ) en prenant pour F’(At)a(M)) l’id6al engendr6 par

et filtrons At)a(N ) par les id6aux F’ A)(N). Alors

At)a( rr)" At)a(N) - At)a(M)

est un morphisme d’ADGC filtr6es, completes et cocompltes. De plus,
C(N) Aoa(N) 6tant inclus dans Z,(At)a(N)), on a

At)a( r)" C( N) --) Z’(At)a( M)).

Par cons6quent, nous pouvons consid6rer At)a(,r ) comme morphisme de
(Coo(N), O)-algP.bres et le but de cette section est la construction d’un modP.le
minimal du morphisme At)a(,r ). D’aprs le Th6orme 8.4, ce module sera
unique isomorphisme prs.

Explicitons tout d’abord le gradu6, Eo(At)a(M)), associ6 h la filtration
F’(At)a(M)). Soient TMet TN les fibr6s tangents et VM c TM le sous fibr6
vectoriel (fibr vertical) dont la restriction chaque Fx est son fibr6 tangent.
Un sous-fibr6 HM c TM compl6mentaire (appel6 fibr horizontal) s’identifie
l’image r6ciproque de TN; un choix de Hm d6termine donc des isomorphismes
d’algbres:

At)a(M) Coo( ATI )
Coo( iS (R) AVI )
Coo( AH) (R)COO(M) C(AV )

),

voir [11; 2.24 et 2.26]. Nous simplifierons (Ei(At)a(M)), di) en (Ei(M), di);
les isomorphismes ci-dessus fournissent l’identification

(11.1) EoP q( M ) Aaa( N ) (R)c(R)(v) C(Aqv).

Simplifions aussi Ei(At)a(r)) en Ei(r); alors E0(r) s’identifie h l’inclusion

(11.2) eo(*) -, Ao,( V) C (AVff).

Remarque 11.3. Soit (I) AJq(M). Pour z M, nous noterons (I) la
fonction (p + q)-lin6aire et altern6e obtenue en restreignant (I) aux vecteurs
tangents en z h M. I1 r6sulte des isomorphismes pr6c6dents que" (I) F’ si et
seulement si, pour tout z M, (I)z(hx,..., hp+q) 0 quand au moins q + 1
des h sont verticaux.
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Revenons h Eo(M). Nous allons construire un quasi-isomorphisme

(11.4)
(At)( N) (R)c,(v) AY, Do) - (Az)( N) (R)C=(lV) COO( AV; ), do)

tel que
O)
(ii)
(iii)
(iv)

Y est somme directe de Coo(N)-modules projectifs Y,,, c yO, q(a),
L’ensemble oa= (a } est bien ordonn6,
Do: Y - AY<w
fl <_ a =. q() < q(a).

Le Thorme 4.4 entralne alors que (A)R(N) (R)c(R)(v) AY, Do) peut &re per-
turb en un module du (C(N), 0)-morphisme ADR(r), et le Thorme 8.7
entralne que ce module est minimal.

Passons h la construction de (11.4), et constatons tout d’abord que la
diffrentielle do s’annule sur Az)R(N ). Elle est donc de la formedo id (R) dv,

(Coo(AVt), dv) &ant une COO(N)-ADGC. Ainsi il nous suffit de construire
un quasi-isomorphisme de la forme

(11.5) k" ( AY, Do) -% (Coo( AVt ), dg)

oh (AY, Do) satisfait aux propri6t6s d6crites ci-dessus, euisque AR(N) est
6gal h COO(A’T ), il est projectif d’apr6s le thor6me de Swan [22], [11; Chap.
II, 5]; ido(v (R) sera alors le quasi-isomorphisme (11.4) cherch6.
La construction du mod61e minimal de

qui h son tour se d6duit d’une construction gom6trique: un fibrd vectoriel "en
modules minimaux de Sullivan". En effet, I’ADGC (Coo(AVff), dv) pourrait
8tre interprStde comme "module de sections d’un fibrd vectoriel
(.J.vADR(F.)", bien que ce dernier ne soit pas vraiment un fibr6 vectoriel
dans notre sens! N6anmoins les inclusions F. -) M induisent des surjections
d’ADGC r6elles,

e," (C( AVt ), dv) --) (At)R(Fx), d,).

En outre, pour tout fibr6 vectoriel sur N, un Coo(N)-morphisme

if" C() -) Coo( AV )

d&ermine des applications lin6aires q,: ,-o A)R(F,), x N, par la condi-
tion

Nous construirons donc un vrai fibr vectoriel gradu "en modules mini-
maux de Sullivan" sur N,

( A’, d) [,..J (( A’),,, d)
x.N
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et un vrai quasi-isomorphisme

,- (c(A:), -,

8 induit par d, tel que pour tout x N,

-+

soit un mod61e minimal.
Pr6cisons maintenant, en commenant par quelques d6finitions. En parti-

culier, un fibr oectoriel gradu, , sur N, fi fibre l’espace gradu6 r6el, Z, de
type fini est une suite, .k, de fibr6s vectoriels /l fibre zk; le C(N)-module
gradu6 C(’) est le module de composantes C(k). Si " est concentr6 en
degr6s > 0, le fibr6 vectoriel en alg6bres gradu6es, A’, h fibre AZ, prend un
sens de la mSme mani6re.
Remarquons aussi que tout morphisme de fibr6s vectoriels gradu6s, d:

" --) A’, de degr6 1 s’6tend de faon unique en un morphisme d: A" ---) A’ tel
que chaque d soit une d6rivation de (A’),,; nous dirons que d est une
drioation de A’. Sid2 0, d est une diffdrentielle et si pour chaque k, le rang
de dx: (A’)k ---) (A’)TM est ind6pendant de x nous dirons que d est de rang
constant.
Nous pouvons maintenant 6noncer notre r6sultat principal: l’existence du

quasi-isomorphisme (11.5) en dcoule d’oftice.

PROPOSITION 11.6. Supposons le mod.le minimal de Az)Ii(F) de type fini. H
existe, alors, un couple (A’, d) et un quasi-isomorphisme de C(N)-ADGC,

+. ( -: (c=(AV,:),

tant induit par d, tels que"
(i) est un fibr oectoriel gradud sur N concentr en degrds > 0 et d est une

diffrentielle et une ddrioation de degr 1.
(ii) est la somme directe de sous fibres i 1, 2, 3,... tels que i c q(i),

d: ’i A’<i et q(1) < q(2) <
(iii) Les morphismes k,: (Ax, d,)--)(Ami(F,), d,) induits par h sont des

quasi-isomorphismes, et donc des mod.les minimaux.
(iv) Y C(’) est un C(N)-module projectif et C(A") AY.

Remarque 11.7. Rappelons ([21], [14]) que le mod61e minimal de Ami(F)
est le mod61e minimal rationnel de l’espace topologique F, tensoris6 avec R.
L’hypoth6se qu’il soit de type fini entraine que chaque Hk(F; R) est de
dimension finie; si F est aussi nilpotent alors ces deux conditions sont
6quivalentes.
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Dmonstration de (11.6). D’apr6s le th6or6me de Swan [22], [11; Chap. II,
{} 5], Y Coo(’) est projectif et AY Coo(A’), ce qui r6gle la condition (iv).

Constatons aussi que les diff6omorphismes f,x: F --% Fx, x U induisent
des bijections

dont les fonctions de transition sont localement constantes. Ces bijections
munissent donc

U
xn

de la structure d’un fibr6 vectoriel plat en alg6bres gradu6es" c’est le fibr6
classique de coefficients locaux. Nous aurons besoin du lemme, bien connu,
suivant, faisant intervenir les morphismes e,: COO(AVe)

LEMME 11.8. I1 existe un isomorphisme unique de C(N)-algbres gradues,

n(c*( AVl ), w)

tel que e(a)(x) H(e,,)(a), x N, a H(COO(AV )).

Entreprenons maintenant la construction de (A’, d) et de q,. Nous proc6dons
par r6currence en supposant construits (A" <q, d) et un morphisme

Coo(A<q), ) --> (Coo(AV2),

satisfaisant :
(i)q < q est un fibr6 vectoriel gradu6 sur N, concentr6 en degr6s k [1, q

1] et d est une diff6rentielle et une d6rivation de degr6 1.

(ii)q " <q est la somme directe de sous-fibr6s ’i c .q(i), 1 < < s, tels que
d: ’i A<i et q(1) < < q(s) < q.

(iii)q Les applications Hk(q,,) Hk(A’x<q) HkoR(F,,) sont bijectives pour
k < q et injectives pour k q.

Le pas de r6currence consistera alors en la construction de q et en l’extension
de d t Aq et de h Coo(A q) tels que q dvq et (i)q+l, (ii)q+l et

(iii)q/ soient satisfaits. Une fois ceci accompli nous aurons (A’, d) et avec
(i)-(iv) satisfaits et il restera seulement h v6rifier que H(q,) est un isomor-
phisme.

Effectuons maintenant le pas de r6currence. Les morphismes 0x se rel6vent
( homotopie pros) en des morphismes p,,: (A< q, d) (AZx, d),
(AZx, d) 6tant un mod61e minimal de Sullivan de AD(Fx). Puisque H(Px)
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est bijectif en degr6s < q, et est injectif en degr6 q, il r6sulte de [14; Chap. 7]
que x est un isomorphisme sur AZx<q. Les (AZx, dx) 6tant tous isomorphes
(h un mod61e minimal de ADR(F)), il en r6sulte que:

(11.9) Pour tout k, les rangs de

et de

dx: (A.x< q) k
--> (Ax<q) +1

Hk(g},) Hk(A<q) HDkR(F.)

sont ind6pendants de x N.

On d6duit de (11.9) que les espaces n(Ax<q)x. N sont les fibres d’un fibr6
vectoriel gradu6 H(A’<q) et que COO(H(A<q))--H(COO(A<q),). Le
morphisme

H(g}): H(C(A<q)) H(COO(AV), dv)

s’identifie alors,/ l’aide de l’isomorphisme e du Lemme 11.8,/ un morphisme

C( H( A" <q)) "--> C().

Comme tout morphisme de modules de sections, celui-ci est induit par un
morphisme

: H(A’ <q) >

de fibr6s vectoriels et on vgrifie sans probl6me que x H(g,,). I1 r6sulte alors
de (11.9) que t}k a un rang ind6pendant de x.

L’image de (I)q est donc un sous-fibr6; nous 6crivons ,q Im (I)q ) sq+l
Nous posons d 0 sur ’q+x et nous 6tendons ’h/ Coo(’q+l) en choisissant un
rel6vement de la surjection

(ker dv) q Hq(coo( AVI ), dr) C(ogd’q) Coo( q+)

Posons j " < q sq+ et notons ff l’extension ci-dessus de ,#. I1 r6sulte de
la description explicite [14; Chap. 6] des mod&les minimaux que (comme pour
(A" <q, d)) toutes les ADGC (Ax, d,,) sont isomorphes et que H(p,,) est de
rang constant.
En particulier, nous obtenons un morphisme ,I,: H(A)--> aft de fibr6s

vectoriels gradu6s avec q, H(,,). Posons ’,q+= gal au noyau de ’I"q+x et
notons

Kq+l (7- (A)q+l
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le sous-fibr6 dont la fibre en x est (ker dx)q+ 1. Relevons l’inclusion

’sq+2 "-) Hq+l(A)

en un morphisme d: ’q+2 gq+l et choisissons

-,

tel que t dr .
Cette procrdure peut 8tre rrprtre, et s’arrSte aprrs un nombre fini d’rtapes,

puisque le modrle minimal de AoR(F ) est suppos6 de type fini. Le pas de
rrcurrence est donc terminr.
Nous avons maintenant construit (A’, d) et un morphisme

,.
satisfaisant aux conditions (i) / (iv). L’argument donn6 auparavant pour
restreint h A" < q, identifie ici H() au morphisme

C(H(A’)) --) C(3’)

induit par O" H(A’) 3’, avec Ox H(Ox). I1 rrsulte de (iii) que est un
isomorphisme et il en est donc de mSme pour H(O). m
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