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This paper is dedicated to the memory of K.T. Chen

1. Introduction

Dans trois articles fondamentaux, Quillen [19], [20] et Sullivan [21] intro-
duisent (entre autres choses) une théorie d’homotopie dans la catégorie des
ADGC (algebres différentielles graduées commutatives) sur Q. Dans cette
optique, une ADGC devient, non seulement un outil pour le calcul d’une
algébre de cohomologie, mais aussi un représentant d’un #ype d’homotopie a
partir duquel on peut calculer bien d’autres invariants homotopiques, par
exemple, une algebre de Lie d’homotopie.

Dans cet article, nous établissons une théorie analogue pour la catégorie des
ADGQC filtrées. Le principe est le méme que celui de Quillen: on définit trois
classes de morphismes qui joueront les rdles de cofibrations, de fibrations et
d’équivalences faibles dans une catégorie & modéles, et 'on essaie ensuite de
vérifier les axiomes. Dans ce cas, comme nous le verrons par la suite, la
plupart des axiomes se vérifient, ce qui permet la construction d’une théorie
d’homotopie. En analogie avec les ADGC ordinaires, on peut donc considérer
une ADGOC filtrée non plus comme une machine pour le calcul d’une suite
spectrale, mais comme le représentant d’un type d’homotopie, qui posséde de
nombreux autres invariants intéressants, par exemple, une suite spectrale
d’algébres de Lie (§9).

Si I'idée est, comme dans le cas des ADGC ordinaires, d’établir un analogue
d’une catégorie 4 modéles, la technique provient d’un tout autre domaine:
celui de la perturbation. Elle intervient de la maniére suivante: on fixe un
entier r > 0 et, 3 I'aide du foncteur “r-iéme terme de la suite spectrale”, on
envoie la catégorie des ADGC filtrées dans celle des ADGC bigraduées, ou
s’applique directement la théorie classique. Le probléme principal devient
alors, de remonter aux ADGC filtrées, et c’est ce probléme qu’on résout par un
processus de perturbation.
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Cette théorie permet de nombreuses applications; celle sur laquelle nous
voulons surtout insister ici est la construction des modéles minimaux de
Sullivan pour des fibrés C*® a bases non simplement connexes (§11).

Rappelons de quoi il s’agit. On considére un fibré

7m: M —> N,

C* et localement trivial, dont la fibre F est connexe et de cohomologie réelle
de dimension totale finie, et I’on cherche un modéle de TADGC (A pr(M), d,y)
des formes différentielles sur M. Ici nous entendons par modéle un morphisme

¢: (C,d) > (Apr(M), dy)
d’ADGC, ou l’algébre sous-jacente, C, ne dépend que de N et de F, et tel que
H(¢): H(C) - Hpp(M)

soit un isomorphisme.

L’existence de tels modéles dans le cas oi N est 1-connexe est un point-clef
dans la théorie de Sullivan des modéles minimaux. Remarquons tout d’abord
que si Pon travaille, non dans la catégorie des ADGC, mais dans celle des
(Apr(N), dy)-modules différentiels, alors un résultat de Hirsch [16] et de
Brown [3] établit I'existence d’'un modéle de la forme

(ADR(N) ®R HDR(F)’D) > (ADR(M)’dM)’ (11)

toujours sous I’hypothése que N soit 1-connexe.

Mais il est, en général, impossible de trouver un modéle de la forme (1.1)
sans perdre la structure multiplicative en cohomologie. Ce probléme est résolu
par lintroduction du modéle minimal de Sullivan, (AZ, d) > (Apg(F), dr),
et la construction par Grivel [10], (N toujours 1l-connexe), d'un modéle
d’ADGC de la forme

(Apr(N) @ AZ, D) > (App(M), dy); (1.2)

ou D induit dy sur App(N) ®g let D —1® d envoie AZ sur Ajr(N) ®
AZ.

Rappelons maintenant que le fibré #: M — N détermine une action du
groupe m(N) sur chaque espace Hfg(F), p = 0. Le modéle (1.1) de Brown
existe toujours si toutes ces actions sont nilpotentes; qu’il en soit de méme
pour le modele (1.2) a été démontré par Halperin [14; §20]. Mais ce n’est pas le
cas en général, comme on le constate sur des exemples simples.

Voyons maintenant comment notre théorie permet la construction des
modéles sans aucune restriction sur Paction de m(N). Le fibré #: M —» N
induit une filtration bien connue sur (A4,x(M), d,,), d’ou une suite spectrale.
Nous fixons r = 0 et cherchons donc un modéle de (E,, d,).
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La solution est jolie: il existe un fibré vectoriel (A§, d) en “modéles
minimaux de Sullivan” sur N dont la fibre type n’est autre que le modéle
minimal (AZ, d) de (Apg(F), dg). (Le fibré (A§, d) peut étre défini directe-
ment a partir de ’homomorphisme 7 (N) — Aut(A§, d)/Aut, qui se déduit
de Taction de m(N) sur Hpgp(F) comme nous le verrons dans un deuxiéme
article, a suivre.) De plus, il existe un modéle (’ADGC bigraduées) de la
forme

(Apr(N) ®cony CP(AE),1® d) 5 (E,, dy).

Ceci étant donné, la théorie permet de perturber ce modéle afin d’arriver au
modele voulu:

(Apr(N) ®cwiyy C*(AE), D) 3 (Apr(M), dy,), (1.3)

ou D induit dy sur Apr(N)® 1 et D — 1 ® d envoie C®(A§) sur AZz(N)
Bc=(wy CP(AE). (La partie de D qui envoie C®(A$) sur App(N) ® C®(AE)
n’est autre qu’une connexion linéaire pour (A§, d).) Et, comme dans le cas
(1.2), nous montrons que ce modéle est unique a isomorphisme pres.

Remarquons aussi que si l'action de m(N) est nilpotente alors le fibré
vectoriel (A§, d) est trivial. On en déduit des isomorphismes C®(A§) =
C®(N) ® Af et

Apr(N) e (a) C*(A§) = Appr(N) ® AZ;

et 'on retrouve ainsi le modéle (1.2). Signalons aussi qu’il est possible que le
fibré vectoriel, (A&, d), soit trivial sans que I’action de (N soit nilpotente;
ce cas a été considéré par Gomez-Tato [9].

Le principe de chercher un modéle d’un objet en perturbant quelque chose
de plus simple, qui est de toute premiére importance dans cet article, a été
utilisé depuis longtemps en topologie algébrique. Le modéle (1.1) de Hirsch et
de Brown se construit ainsi, par exemple.

Un deuxiéme exemple est le Tor différentiel d’Eilenberg-Moore [18] d’une
algébre différentielle (A, d), qui est ’homologie d’un complexe obtenu en
perturbant la différentielle dans la bar construction sur H(A). Dans le cas ou
(A4, d) = (Apr(X), dy), cette perturbation a été réalisée de maniére analy-
tique par K.T. Chen [4] & laide des intégrales itérées; il retrouve ainsi la
cohomologie H*(Q2X;R) de 'espace des lacets. Cette situation a été ensuite
formalisée par Gugenheim [12] puis généralisée par Gugenheim et Stasheff
[13], le modéle de Hirsch et Brown s’intégrant a cette généralisation. Adaptée a
la tour de Postnikov par Lambe et Stasheff [17], celle-ci fournit un algorithme
pour le calcul de la cohomologie des groupes nilpotents, finiment engendrés,
sans torsion. D’autres exemples se trouvent dans les articles récents de
Cenkl-Porter [26] et Saneblidze [27].
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Au sein de ’homotopie rationnelle, le procédé de perturbation parait dans
Particle d’Halperin-Stasheff [15], ou le modéle minimal d’un espace X (et donc
son type d’homotopie rationnelle) est obtenu en perturbant le modéle de
H*(X; Q). Ces résultats ont ensuite été adaptés au cadre des fibrations par
Vigué-Poirrier [25] et Thomas [24] permettant ainsi le calcul de la suite
spectrale d’Eilenberg-Moore.

Le cheminement de Particle se lit sans difficulté dans la table des matiéres
suivante. Nous nous limitons ici & remarquer que le §8 contient une définition
de minimalité qui se réduit a celle de Sullivan dans le cadre de ses modéles,
mais qui a un sens dans toute catégorie a modeles. De plus, l'unicité a
isomorphisme prés d’un modéle minimal est évidente; la question intéressante
devient celle de leur existence.

Table des Matiéres

Introduction

Algebre différentielle filtrée
Propriétés des (R, r)-algébres
Existence de modéles
Théoréme de relévement
Homotopie

Lecas Q Cc R

Modéles minimaux: unicité

. Suite spectrale d’algeébres de Lie d’homotopie
. Exemples

. Fibrés C*

POV RENAUE WD

—

2. Algebre différentielle filtrée

Dans cet article, sauf mention contraire, la graduation et la filtration d’un
objet, A, sont sur Z; nous les notons 4 = @n A" et

... FP(4) > FP*Y(4)...;

Le degré dans un objet bigradué est 1a somme des bidegrés. Une algébre filtrée
est une algébre munie d’une filtration telle que F? - F? c FP*4. Toutes les
différentielles augmentent le degré de 1, et, comme d’habitude, algébre
différentielle graduée commutative est condensée en ADGC. Un morphisme ¢
d’objets différentiels induit H(¢) en (co)homologie; si H(¢) est un isomor-
phisme, ¢ est appelé un quasi-isomorphisme et est noté > .

Un objet gradué filtré, muni d’'une différentielle respectant la filtration, est
appelé un objer différentiel filtré. La suite spectrale qui en découle est notée
(EP 9, d,); nous écrirons E? pour EP'* et Z? pour FP N d~'FP*"; nous
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rappelons que
EP = Zp|(Z234} + dzP*t).
Le complété, A, d’un objet filtré A, est défini par

A= lim A/FP(A);
p=0

les noyaux F?(A) des surjections A — A /F?(A) définissent une filtration sur
A qui fait de 4 > A un morphisme d’objets filtrés. Si ce morphisme est un
isomorphisme, A est complet (A est toujours complet); si 4 = U p<oF?(4),
A est dit co-complet.

Rappelons en particulier le résultat suivant d’Eilenberg et Moore:

THEOREME 2.1 [5].  Soit ¢ un morphisme de Z-modules différentiels, gradués,
filtrés, complets et co-complets. Si E,(¢$) est un isomorphisme (pour un r
quelconque) alors H(¢) est aussi un isomorphisme.

Nous fixons, désormais, un anneau commutatif, R, concentré en degré zéro.
Si Y est un R-module gradué, nous notons AY la R-algeébre graduée commu-
tative libre sur Y. Si Y et Z sont des R-modules gradués filtrés, nous notons le
complété du produit tensoriel par ¥ éR Z.

Rappelons maintenant que 'un des buts de cet article est d’établir, pour les
ADGOC filtrées, une théorie homotopique analogue 4 celle de Quillen-Sullivan
pour les ADGC ordinaires. L’idée de base est de fixer un r > 0 et de maitriser
la situation filtrée en regardant le terme E, de la suite spectrale.

Cette idée se réalise trés bien dans la catégorie des ADGC filtrées, complétes
et co-complétes, et définies sur R. Néanmoins, dans les applications on a
parfois besoin du cadre plus général des (R, r)-algébres; elles sont définies
juste ci-dessous, ainsi que les notions de (R, r)-quasi-isomorphisme, (R, r)-
fibration et (R, r)-extension qui joueront respectivement des roles analogues a
ceux d’équivalence faible, de fibration et de cofibration dans une catégorie a
modeéles de Quillen.

DErFINITION 2.2. (i) Une (R, r)-algébre, (A, d), est une ADGC filtrée,
compléte et co-compléte, munie d’un homomorphisme d’anneaux:

w: R—> Z%(4).
(ii) Un morphisme de (R, r)-algébres, ou (R, r)-morphisme, est un mor-

phisme, ¢: A - A, ADGC, conservant les filtrations et satisfaisant a
dow = w.
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(iii) Un (R, r)-quasi-isomorphisme est un morphisme, ¢, de (R, r)-algébres
tel que E,,(¢) soit un isomorphisme. (D’aprés 2.1, ¢ est alors lui-méme un
quasi-isomorphisme.)

(iv) Une (R, r)-fibration est un morphisme, ¢, de (R, r)-algébres tel que
ZP(¢) soit surjectif pour tout p € Z.

(v) Une (R, r)-extension est un morphisme de (R, r)-algébres de la forme

(4,d) > (A& AY,D), a—a®1,

A

ou:

(a) Y est un R-module projectif, bigradué sur Z X Z, et la filtration de AY
est celle définie par FP(Y) = Y =7 *;

(b) YP* C ZP(A & AY);

(c) Y est la somme directe d’une famille bien ordonnée de sous-modules
Y, C YP(®:4® o € 7, satisfaisant &

D:Y, > A ® AY_, + ZP®* (4 & AY).

(Une telle décomposition de Y est appelée structure nilpotente pour la
(R, r)-extension.)

Remarque 2.3. Soit (A4, d) une (R, r)-algébre. L’homomorphisme w: R —
Z2%%(A) induit une structure de R-ADGC dans E,(A). De plus, E, convertit
les (R, r)-quasi-isomorphismes en des quasi-isomorphismes ordinaires et les
(R, r)-fibrations en des surjections. Finalement, E, transforme les (R, r)-
extensions 4 — A ® AY en des inclusions de la forme

(E(4),d,) > (E(4) 8 AY,D,), z-z01,

avec D,: Y, —» E,(A) & AY_,.

En somme, le foncteur E, transforme les notions définies en (2.2) en des
quasi-isomorphismes, des surjections, et des KS-extensions de R-ADGC, ces
derniéres jouant respectivement les rdles d’équivalences faibles, de fibrations et
de cofibrations dans la théorie ordinaire.

Remarque 2.4. 11 résultera du Lemme 4.6 (iii) (dans le §4) appliqué au
couple (D, id 44 ay) que

ZP(A & AY) = | @ Z(4) &(AY)" ™07 |.
q

Remarque 2.5. 11 résulte de la condition D,: Y, - E,(4) ® AY_, que
(E,(A) 8 AY, D,) ales mémes propriétés qu'un ( E,(A), d,)-module semi-free
dans le sens de [1] et [7]. En particulier, pour tout module différentiel (M, 8)
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sur (E,(A), d,), la cohomologie de
M & AY = M & 4 (E,(A4) & AY)
s’identifie au Tor différentiel d’Eilenberg et Moore [18]:

H(M ® AY) = Tor5®(M, E,(A) & AY).

3. Propriétés des (R, r)-algébres

Nous rassemblons ici des propriétés élémentaires des (R, r)-algébres, corres-
pondant pour la plupart & des axiomes de Quillen. Notons toutefois que
certains axiomes ne sont pas vérifiés; par exemple, la catégorie des (R, r)-
algébres peut ne pas contenir d’objet initial.

PROPOSITION 3.1. (i) La composition de deux (R, r)-extensions (respec-
tivement de deux (R, r)-fibrations) est une (R, r)-extension (respectivement
une (R, r)-fibration).

(i) Si

458b ¢

sont des (R, r)-morphismes et si deux des trois morphismes a, B et B o a sont des
(R, r)-quasi-isomorphismes, alors il en est de méme pour le troisiéme.

Soient maintenant
AEBLC et ESFLG

des (R, r)-morphismes. La filtration sur 4 & C induit une filtration sur
A &, C et le complété A ®; C est une (R, r)-algébre. De méme

Exp G={(e, g) €EXGle(e) =n(g)l},

filtrée par FP(E Xp G) = (E Xz G) N (FP(E) X F?(G)), est une (R, r)-
algébre. Evidemment

Y
_

B o
(3.2) | |re
4 —— A ® C



HOMOTOPIE FILTREE ET FIBRES C® 291

et

EX, G -5 G
(3.3) ”El ln
E - F

sont respectivement un diagramme cartésien et un diagramme cocartésien dans
la catégorie des (R, r)-algébres.

PrOPOSITION 3.4. Dans le diagramme (3.2), supposons que vy soit une
(R, r)-extension. Alors:
(i) i, est une (R, r)-extension.
(ii)) Si ¢: A — A’ est un (R, r)-quasi-isomorphisme il en est de méme pour

¢®id: 4 & C > A’ &C.

(iii) Si y est un (R, r)-quasi-isomorphisme, i, I’est également.

Démonstration. (i) vy étant une (R, r)-extension, nous I’écrivons sous la
forme

B— B& AY=C.

L’identification 4 & C=A &, (B ® AY)=A & AY fait apparaitre i,
comme une (R, r)-extension.

(i) Identifions E,(¢ ® id) &

E,(¢) ®id: E,(A) ® AY - E,(4') & AY.
Compte tenu de la Remarque 2.5, on a
E,, (¢ ®id) = Tor*®(E(¢), E,(C));

ceci entraine qu’il est un isomorphisme puisque E,(¢) est un quasi-isomor-
phisme.

(iii) Le morphisme E, (i,) n’est autre que linclusion E,.(A4) — E,(A4) &
AY, qui s’identifie & E,(4) & (5, E,(y). Comme ci-dessus, la Remarque 2.5 et
I'hypothése sur y impliquent que E, (i ) = Tor2B)(E (A4), E,(v)) est un
isomorphisme. H

PROPOSITION 3.5. Dans le diagramme (3.3), supposons que m soit une
(R, r)-fibration. Alors:
(i) pg est une (R, r)-fibration.
(ii) Si ¢: E’ — E est un (R, r)-quasi-isomorphisme, il en est de méme pour

¢ X id: E' Xz G- E Xz G.

(iii)) Si m est un (R, r)-quasi-isomorphisme, pg 1’est également.
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Pour la démonstration nous aurons besoin du lemme suivant, probablement
bien connu.

LEMME 3.6. Fixons r > 0 et supposons que h: E — F soit un morphisme de
Z-modules différentiels gradués filtrés, tel que ZP(h) soit surjectif pour tout p.
Munissons ker h de la filtration induite. Alors:

(i) Le morphisme évident

\: E,(kerh) — ker E,(h)

induit un isomorphisme en homologie.
(i) E,(h) est un quasi-isomorphisme si et seulement si H(E, (ker h)) = 0.

Démonstration (i) Soit { € EP> *(ker h) un cycle qui devient un bord dans
ker E,(h). Représentons { par z € ZP(ker h); notre hypothése entraine que
z =0+ du, ou

ve ZPNE), ue zZP'(E)
et

h(u) =a+db, ae ZP*YF),be ZP 2+ \(F).

Le calcul 0 = h(z) = h(v) + dh(u) = h(v) + da montre que da €
FP*Y(F), dot a € ZP~"*Y(F). Evidemment b € Z?~?(F) et notre
hypothése sur A entraine que

a=h(x),xeZP""YE) et b=h(y), ye ZPr¥(E).
Posons w = u — x — dy € ZP~"(ker h). Alors
z—dw=v+dx e Z?" (kerh).

Il s’ensuit que dw représente {, qui est donc un bord.
L’injectivité de H(A) est ainsi établie; la démonstration de la surjectivité est
similaire.
(i) Notre hypothése sur & entraine la surjectivité de E,(h), d’ou le résultat.
|

Démonstration de la Proposition 3.5. L’énoncé (i) est une évidence; en
particulier

E’
0 > kerE,(pz) — E,(E Xz G) 5 E,(E) >0
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est une suite exacte courte. Pour établir le (ii), nous considérons le diagramme
commutatif

Er(kerpE’) - kerEr(pE’)

= [+

Er(ker pE) —  ker Er( pE)

ou o est la restriction de E,(¢ X id). Il résulte du Lemme 3.6 que H(o) est un
isomorphisme, et ceci entraine (lemme des cinq) que E,(¢ X id) est un
quasi-isomorphisme.

L’énoncé (iii) découle encore plus directement de (3.6). W

4. Existence des modéles

Dans une théorie homotopique (a la Quillen), tout morphisme ¢ se factorise
en

o A —>C -2 4,

avec | une cofibration et m une équivalence faible. Une telle factorisation est
appelée un modéle de ¢. Ceci conduit au concept suivant.

DErFINITION 4.1.  Un modéle d’un morphisme ¢: A — A’ de (R, r)-algébres
est une factorisation de ¢ en

A—15 48 AY 2 4

avec i une (R, r)-extension et m un (R, r)-quasi-isomorphisme.
Le résultat principal de cette section est ’existence de tels modéles:

THEOREME 4.2. Tout morphisme, ¢: (A,d) = (A, d’), de (R, r)-algébres
admet un modéle.

L’idée de la démonstration est de construire d’abord un modéle “classique”
pour le morphisme E,(¢), et ensuite de le “perturber” afin d’arriver au modéle
voulu de ¢.

Rappelons (2.3) que E . (¢): (E,(A4),d,) = (E,(A’), d]) est un morphisme
de R-ADGC. La technique classique de construction des modéles de Sullivan
([21],[2], [14]) adaptée au cas bigradué comme dans [15; §3], donne la proposi-
tion suivante:

PROPOSITION 4.3. Le morphisme E,(¢) se factorise en

E,(6): (E,(4),d,) = (E,(A4) & AY, D,) = (E,(4), d}),
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i A(x)=x®1,
(il) ¢ est un quasi-isomorphisme de R-ADGC,
(iii)) Y est un R-module projectif bigradué, somme directe d’une famille bien
ordonnée de sous-modules Y, C Y?(®: 4% satisfaisant a

Dr: Ya - Er(A) ®R AY<a’

(iv) par rapport a la bigraduation induite sur E,(A) ® AY, D, est homogéne
de bidegré (r,1 — r).

Démonstration. Nous construisons Y de la forme Y= ©.

oY tel que
DY, =0 et

DY, E,(4) & AY.,

En effet, soit 7: Y, — coker H(E,(¢)) une surjection avec Y, projectif;
étendons E,(¢) en ¢(0): E,(A) & AY, = E,(A’) de sorte que ¢(0): Y, =
ker d] soit un relévement de 7.

Maintenant, si §(i): (E,(4) & AY_,;, D,) > (E,(A’),d}) est construit,
nous choisissons une surjection, de bidegré (r,1 — r), d’'un R-projectif Y,
sur ker H(y;). Le relévement de cette surjection en D,: Y, , — cocycles de
E,(A) ®& AY_,; et le relevement de Y(i)eD,: Y,,; > Imd/ en (i + 1):
Y., = E,(A4'), avec d} oy (i + 1) = Y(i)o D,, terminent la construction du
pasi+1. =

La deuxiéme partie de la démonstration du Théoréme 4.2 est le “Théoréme
de perturbation” suivant. On considére un morphisme ¢: (4, d) — (4’, d’),
de (R, r)-algébres, et on suppose donnée une factorisation de E,(¢) de la
forme

A ¥ , ,
E7(¢): (Er(A)’dr) - (EY(A) ®R AY’ Dr) - (EF(A)’dI‘)’
satisfaisant aux conditions (i)-(iv) de la Proposition 4.3.

THEOREME 4.4 (THEOREME DE PERTURBATION). Avec les données ci-dessus,
il existe un (R, r)-modéle de ¢ de la forme

m: (4 & AY,D) > (4, d")
tel que E,(m) = 4.
Démonstration. 11 suffit de construire le couple (D, m) induisant (D,, ) au

niveau E,, puisque E,(m) = ¢ sera un quasi-isomorphisme par hypothése.
Fixons tout d’abord quelques conventions, afin d’alléger les notations. Pour
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s < r, nous posons

ZP = | @ Z9(A) @ (AY) """ | c 4 & AY
q

et

= @ EX(4) &(AY)"""

Nous notons p?: Z? — E? la surjection obtenue en tensorisant les surjections
Z3(A) » EJ(A) avecid ,y.

Soit enfin # lensemble bien ordonné indexant la décomposition Y =
@, Y, (cf. (4.3 (iii)).

DEFINITION 4.5.  Un couple approximant est constitu¢ d’une dérivation 8 de
A ®R AY, de degré 1, et d’'un homomorphisme £&: A4 ® RAY — A’ d’algebres
graduées, qui induisent respectivement d et ¢ sur 4 et qui, pour tout a € £,
satisfont a:
(i) & Y, >[ZFO* N (4 ® AY_ )] + Zp@+r+l,
@) & Y, > ZP@A);
(iii) les restrictions de & et £ 4 Y, relévent, respectivement, D, et .

Nous aurons besoin de certaines propriétés de ces couples résumées dans
Penoncé suivant.

LEMME 4.6.  Pour tout couple approximant (8, §), et tout a € 5 on a:
(@) 8 ZPN(A® AY_) = ZP*" N (A4 & AY_,) + ZP*r+1,
(i) pP* =D .07

(i) ZP=8" IFP'”r'\F” s<r. X

@iv) kerp” N (A ® AY_) C8(ZP7*1 N (4 & AY_)) + ZPHL

La démonstration de 4.6 se trouve en-dessous; avant de la donner, nous
énongons deux autres lemmes, qui forment I’essentiel de la démonstration du
Théoréme 4.4.

LEMME 4.7. 1 existe un couple approximant (8, ) tel que 8 laisse stable
A & AY_,, pour tout a.

LEMME 4.8. Soit i > 0 et soit (8,, §;) un couple approximant vérifiant ( pour
acf)
4.9), 82 Y, > Zp@+2r+i g
410), &3, — d'&; Y, > ZPOHHiA),
11 existe alors un couple approximant (8, ., §;.,) satisfaisant a (4.9),,,, a
(4.10), ., et tel que
@11),,, 8,1 —8: Y, o> Zp@tr¥igt — &Y, o> ZPOY( L), a € L.
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La démonstration du Théoréme 4.4 est immédiate & partir des Lemmes 4.6,
4.7 et 4.8. Le premier montre que tout couple approximant satisfait a (4.9), et
4 (4.10),; et ’on déduit de 4.7 et de 4.8 une suite infinie (§,, §,;) vérifiant (4.9),,
(4.10); et (4.11),. 11 suffit alors de poser

D= lim §, et m= lm §,.
i i
Il reste & démontrer les trois lemmes.
Démonstration de 4.6. Les propriétés (i) et (ii), ainsi que Iinclusion C de
(iii) découlent immédiatement de la définition 4.5. Terminons la démonstra-

tion de (iii) en montrant que tout z € F? N §"1FP*S est aussi dans Z?.
Puisque z € F? il est de la forme

z=Ya,;&® +9Q, 0 (AY)”", a,eFFr(4),QeFr.
J

L’hypothése 8z € FP*S entraine:
Y [da;] 8, ®; =0,
J

[da;] notant la classe de da; dans 4 JFP*S7Pi(A).
Soit {e;} une base d’un R-module libre; posons {: e; — [da,]. Puisque

Ye; @ ®; € ker({ & id),
on a
Y ®%® =Y &Y, ave, € ker.
Ecrivons v; = Lr,e; avec r;; € R. En choisissant ¥; € (AY)% *—ce qui est

toujours possible—nous pouvons supposer que r;; = 0 si g; # p,.

Puisque {e;} est une base, on a ®; = ¥;r, ¥, et donc

-— ’ ’
z=Ya, ¥, +Q avecal= Xr,.jaj.
i J

Par construction, ¥;r;;[da;] = {v; = 0; d’ou ¥;r,;da; € FP**~%(A). Puisque

p; = q; et dr,; € F"*!(4), on obtient (dr,;)a; € FF~4**1(4); d’ol
da] € FP**74( 4), ale ZP~%(A) et ze ZP.
Il reste & démontrer (iv). Soit z € kerp? N (A4 éR AY_ ) et écrivons
® e (AY_ )",
z=a;%® +9Q,(a,€ZrP(4),
J

+r+1 +1
Qe F? c Zr.
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Puisque p?Q = 0, on a X ;p?"%a; @& ®; = 0, et nous pouvons donc choisir les
a;, ®; tels que pP™%a; = 0 pour tout j. Par conséquent

a;=db,+c;, b€ ZI"p~ "+ (A), ¢;€ ZETpt(A).

Il en résulte z — X ,db, @, ®; € Z2™.
Mais

Y b & ® € ZP N (4 & AY,,)
J
et

(Zb ) ) Y. db, & ® =3 +b 80 €z

J J

Ceci donne z = §(Z b, ®; ®;) + ', Q' € Z2*], et termine la démonstration.
]

Démonstration de 4.7. Puisque Y est R-projectif, il existe pour tout a des
relévements

Wi Y, > ZPO N (A& AY,_,) et w: Y, > ZPO(4)
de D, et de y. Soit §’ la dérivation sur A4 ®R AY induisant w; sur Y et
s annulant dans A, et soit & A ®R AY — A’ ’homomorphisme d’algébres
graduées filtrées induisant ¢ sur 4 et w, sur Y.
Construisons maintenant une extensiog de d en une dérivation, 6”, de
A éR AY. 11 suffit de définir 6”: Y — A4 ®; AY tel que 8”(ry) =dr ® y +
r8”y, r € R. Soit

.S @R-e. 5 Y

une rétraction sur Y, d’'un R-module libre, et écrivons Ay = XA ;(y)e;. Posons

87y = 2 dA;(y) & n(e)).

Puisque I'image de R dans A est contenue dans Z%9, on a
8":Y, = Z[*(A) @ Y, C Zp+r+l,

Le couple approximant cherché consiste alors en (8’ + §”,£). ®
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Démonstration de 4.8. Nous avons a construire un couple approximant
(8,41, §;+1) & partir d’un autre couple (8, ;). Rappelons que £ indexe la
décomposition Y = @ __ Y, et supposons sans nuire 4 la généralité que S
contient un dernier élément » avec Y, = 0.

Nous allons procéder par récurrence sur £, définissant ainsi une famille
(8, £,)ac s> de couples approximants qui satisfont aux trois hypothéses de
récurrence suivantes:

(412), Les formules (4.9); et (4.10); sont vérifiées par (8,, £,) sur tout Y,
et les formules (4.9),,, et (4.10),,, par (d,, §,) sur Y_,.

(4.13), Pour tout BE S, 8, —8; Y- ZPB+r+i et ¢ — & Yy
Z Aok

(4.14), Pour tout B < a, le couple (8, §5) coincide avec (§,, §,) sur Y g
etsur Y, ..

Remarquons tout d’abord que, une fois cette construction terminée, il suffit
de poser (6;,q, §;.1) = (8, &,). Passons donc a la construction. Si a est
I’élément initial de #, nous satisfaisons aux hypothéses ci-dessus pour «, en
posant (8, §,)) = (8;, ;). Supposons maintenant (8, £5) construit pour tout
B <.

Nous allons distinguer deux cas: dans le cas I, y n’est pas de la forme
a+ 1;danslecas I, y =a + 1.

Cas 1. y n’est pas de la forme o + 1. Dans ce cas, nous posons

(8, ¢,) = lim (85, £),
B<vy

3

ce qui a un sens a cause de (4.14). Clairement, (§,,£,) est un couple
approximant qui satisfait a (4.13), et a (4.14) ; il reste a vérifier (4.12),.
Soit y € Yo Comme tout élément de 4 éR AY,

Sy=u+v, ucde A(YBl ® - @ Yk‘), v € FPBo)+3r+it+l

ou Bi,..., B, dépendent de & y. Choisissons a <y tel que si B; <y, alors
B; < a, 0 < i < s. En particulier, on déduit de (4.14) que &,y = §,y, 8, u =
S u et

82y — 82y =8 u+8p —du—8p=(8-8,)0.
On a donc

83 _ 83: Y;io - Fp(Bo)+3r+i+1 c Z'?(Bo)+2r+i+1;
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ainsi 8, satisfait 4 (4.9); sur Y, et a (4.9),,, sur Y_,. La démonstration de
(4.10), et (4.10), ., est identique.

Cas II. vy = a + 1. Nous construirons des applications R-linéaires
fi Y, > ZP@O¥r+i et g1y — ZPOT( L)
respectivement de degré un et de degré zéro. Si i = 0, nous imposerons en plus
[iY, > ZEOVH N (4 & AY,,) et g: Y, > ZFOYY(4).

Ensuite nous définirons le couple (87, §y) comme coincidant avec (§,, £,) sur
Aetsur Y, et par

87‘]’“:841_," et £y|Y‘,,=£a+g'

I1 est clair que, indépendamment des choix de f et de g, cette construction

\

fournira un couple approximant satisfaisant a (4.13), et a (4.14),. I est
également clair que

8, — 8,2 ZP - ZPH™H,
d’ou
87 — 82 =8,(8,-8,) + (8, - &),
enverra chaque Y dans ZP#)*2r*i De plus, pour y € Y,, B < @, on aura
8y=8y=a+b, acA® AY_g bezp®*r+1,
d’ou
82y — 82y = (8, — 8,)b € ZpB+ar+ixl,

En somme, pour tout f, &, satisfera a (4.9), sur Y et a (4.9),,, sur Y_,. Pour
tout f et tout g, (4.10); (resp. (4.10),,,) sera aussi vérifiée sur Y (resp. sur
Y. ,) en raison des mémes arguments.

I1 suffit donc de choisir (£, g) tel que

872: Y, - ZP@UHAL o g5 g Y, > ZP@+r+ivl( g0y,
Le méme type de calcul montre que pour ceci il suffit que

(4.16) 82— 8,f: Y, — Zp@+ar+itl
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et que
(4.17) £S5, —d' (£, + g): Y, > ZP@OTrHivl( 4,

Procédons maintenant a la construction de f et de g; il sera utile de
distinguer les cas i = O et i > 0.

Cas II(a). i=0.Soit y € Y,. En utilisant (4.5)(i), nous écrivons
8‘3}) =u+v, ue ZrP(a)+2r N (A éR AY<a), ve er(a)+2r+1.

En particulier, p?(0*2ry = pp(@+2r§2y, = p2y = (, d’aprés (4.6)(ii). Il résulte
donc de (4.6)(iv) que

u € §,(Z2Q 1 N (A &AY,,)) + ZEQ+1,
d’ou
82: Y, = 8,(ZP@ 1N (4 & AY_,)) + ZpQ*r+L,
Remarquons ensuite que la surjection induite par §,,

8,(Zpp*r+1) 4 Zp@+2rt
+2r+1 ’
Zppr

Z'{S?)+r+1 -
est une application R-linéaire entre R-modules. Puisque Y, est R-projectif, il
. q « Pproj
existe une application R-linéaire,
[ Y= ZPP 0 (A4 & AYL,)

telle que 82 — 8, f: Y, — ZP(Q+2r+1,
Montrons maintenant que f satisfait a (4.16):

33 -8,f: Y, > Z!(a)+2r+l.

En effet, 'hypothése de récurrence (4.12),, entraine que 82f: Y, — ZP(®+3r+l
Puisque

8, Y, —~ [Zrl’(a)+r A (A & AY<a)] + ZP@+rel
il résulte (également de (4.12),) que

8308‘!: Ya N er(a)+3r+l.
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Ceci montre que 8,(82 — 8,f) envoie Y, dans Z?(®*3+1 et d’aprés (4.16)(iii),
entraine (4.16).

Considérons enfin £0, — d'¢,: Y, = ZP(¥*7(4'); cette application est R-
linéaire et son image représente zéro dans EP(®*r(4"), Le méme argument que
ci-dessus nous donne, alors, une application R-linéaire g: Y, —» Z?9+1(4")
telle que

£8,— d'b, — d'g: Y, > ZIPH ().

De plus,
(4.18) d'(£8, — d'§, — d'g) = (d'¢, — £5,)8, + &8,

Puisque 8,: ¥, = 4 & AY_, + ZP@O+r+l ((45)i)), il résulte de (4.12), que
le premler terme & droite dans 4. 18) envoie Y, dans ZP(®M+2r+1( 4 Qu’il en

soit de méme pour le deuxiéme terme est une conséquence de la propriété de
82 que l'on vient d’établir: 82: Y, — Zp(®*2r+1,

" Ceci montre que £5, — ’(5 + g) envoie Y, dans Z?()+7+1( 4’) et établit
donc (4.17). =

Cas II(b): i > 0. Puisque 82 est A-linéaire, il résulte de (4.12), que &2
envoie Z? dans ZP*?"*i et Z? N (A ® AY.,) dans ZP*¥*i*1 Nous tirons
donc de (4 5)(1) que

3. a)+3r+i+1
83: Y, » Zp@ .

Si y € Y, on a, par conséquent (cf. (4.6)(iii)), que 82y € ZP(®+2"*/ représente
un D, cocyle.
Posons maintenant 8 = ¢, — d’¢,. 1l satisfait 4 0(a - ®) = (—1)%® “b(a)
- 0®, a € A. D’aprés (4.12),, 0 envoie Z? dans ZP*"*i(A") et Z? N (A &
AY_ ) dans ZP*+"+i*1( 4’), En particulier, on déduit de (4.5)(i) que

0841: Ya — Z!(a)+2'+i+l(A/).
Simplifions les notations une fois de plus en posant
P= pp(a)+2r+i°83: Ya N E'P(a)+2r+i,
et
Q = p}(a)+r+i°0: Ya - E’p(a)+r+i(A/).
Le fait que 82y représente un D,-cocycle se traduit par

D,oP=0.
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De I'égalité d’'0 — £82 = 08,: Y, » ZP@O+2r+i+1( 47 on tire que
djoQ=yoP.

Utilisons maintenant le fait que H(y) est un isomorphisme et que Y, est
projectif pour en déduire des applications R-linéaires

u: Y, > EP@+r+i et p: ¥, » EFO(4).
satisfaisant a
Dou=P et Q—yYu=d.

Relevons u en une application f: Y, - ZP(®*"*i Alors 82y et 8, fy
représentent le méme élément Py; c’est-a-dire,

83 _ saf: Ya N 8a(z;17_(¢;)+r+i+1) + Zf_(‘{)+2'+i+l

comme le montre (4.6)(iv). En modifiant f “par des éléments de ZP(P+7+i+1»
nous pouvons donc supposer qu’il reléve u et que

82 — 8,f: Y, > Zp(prar+itl
Etablissons maintenant (4.16). Puisque
83f(Ya) c 83(er(a)+r+i) c er(a)+3r+2i c Z’p(a)+3r+i+l
et puisqu’on a vu au début du cas II(b) qu’il en est de méme avec 8§3(Y,) on a
8a(83 _ saf)Ya c er(a)+3r+i+1 C FP(@+3r+i+l

On vient d’obtenir (82 — §,f)Y, C FP(®+2r+i+1 ¢t (4.16) découle de (4.6)(iii).

Relevons enfin v en une application g: ¥, - Z?(®*{(4"). En modifiant g
“par des éléments de Z29P**1(4’)”, nous pouvons supposer que g reléve v
et que

9 — saf_ d/g: Ya - er_(q)+r+i+1(Ar)'
Un argument, toujours du méme style, montre qu’en fait
6 — gaf— d’g: Ya N Z'P(a)+r+i+1(A/),

ce qui donne précisément (4.17).
Le cas II(b), le Lemme, et le Théoréme 4.4 sont maintenant démontrés. W
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5. Théoréme de relévement
Cette section est consacrée a la démonstration du

THEOREME 5.1. Soit

4 S

(5.2) il n

A & AY — B
un diagramme commutatif de (R, r)-algébres, dans lequel: (i) i est une (R, r)-
extension, et (il) n est une (R, r)- ﬁbratton et un (R, r)-quasi-isomorphisme.

Alors, il existe un morphisme x: A ®R AY — C (de (R, r)-algébres) qui
reléve ¢ et induit  sur A.

Démonstration. Celle-ci s’effectue & nouveau par un processus de perturba-
tion, a partir du niveau E, de la suite spectrale

Fixons une structure mlpotente Y=90,.,Y, pour la (R, r)-extension
(4 ®R AY, D), avec Y, de bidegré ( p(a) ¢(a)). Comme dans le §4, nous
simplifions

ZP(A® AY) et EF(A & AY)
en Zf et EF; la différentielle de E; sera notée D;.
Puisque Z"(n) est surjectif, Y, € ZP(®, et Y est R-projectif, il existe un
morphisme d’algébres graduées ﬁltrées
Xo: A & AY - C,

qui induit ¢ sur 4, reléve ¢ et envoie Y, dans ZP®(C). Il s’ensuit (voir

(4.6)(iii))
Xo: ZF = Z}(C) et xoD —dcxo: Y7 — Z2*(C).

En commengant avec x,, nous construisons maintenant, par récurrence sur
i, une suite infinie de morphismes d’algébres graduées filtrées,

(53) x;: A ® AY > C,
vérifiant

(54); x; induit ¢ sur 4,
(5.5); x;D —dcx;: Yp— ZpBr*r+iker m), B € S,
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et pour i > 1,
(56); Xi= Xi-1 Y= ZPP* " I(ker ), B € .

(Remarquons que (5.6); implique qu’on a 9x; = 11X, = ¢ sur Y, et donc que
X; reléve ¢.)

Le théoréme devient une conséquence immédiate de l’existence de cette
suite: il suffit de poser x = limy;.

Passons A la construction; nous supposons x ; construit pour j < i et nous
définissons x,, ;. Nous procédons par récurrence sur I’ensemble £ indexant la
décomposition de Y; sans nuire a la généralité, nous pouvons supposer que £
posséde un dernier élément w.

Comme dans la démonstration du Lemme 4.8, cette récurrence se réduit
facilement a I’étape suivante. Nous supposons donné un morphisme x,:
A ® AY — C dalgébres graduées filtrées, induisant ¢ sur A, envoyant Y
dans ZP®(ker 1), et tel que x, satisfasse & (5.5),. Nous supposons en plus
que

XaD = dcXoi Yg = ZPP* " (ker ), B<a;

c’est-a-dire que x, vérifie (5.5);,, sur Y_,.
Nous cherchons alors une application R-linéaire f: Y, — Z?®*i(ker )
telle qu’en posant
Xas1 = XoSUrdetsurY, ,, Xo41 =X tfsurY,

nous définissions un morphisme x,,;: 4 ® AY - C qui vérifie (5.5); sur
tout Y, et (5.5),,, sur Y_,. L’existence d’un tel f établit le pas de récurrence
sur a et I’existence de x;,, s’ensuit.

I reste & construire f. Posons § = x,D — d.x,. Cette x,-dérivation s’an-
nule sur A4, et notre hypothése sur x, entraine que

0: ZP N (A4 & AY_,) — ZP+ i+ (ker 5)
et
0: Z? —> ZP* *i(ker ).
D’autre part, d’aprés la Définition 2.2(v), on a
(5.7) D: Y, > ZP@O* N (4 & AY_,) + ZP@+r+1,
De d.0 = —0D nous tirons d.0: Y, > ZP(®+2+i+1(ker q); d’ou

0: Y, » ZPP+ *i(ker n).
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Mais, n étant une (R, r)-fibration et un (R, r)-quasi-isomorphisme, nous
déduisons du Lemme 3.6 que E, ;(ker n) = H(E,(ker n)) = 0. Il existe donc
une application R-linéaire,

f: Y, > ZZ@*%(ker q)

telle que 8 — df: Y, » ZPO*+r+i+1(ker y).
Soit x,,q défini & Paide de cette application:

Xa+1 = XaSUrdetsurY,, et X, i1 =X, +tfsury,.
Posons g = X,4+1 — Xo alors g envoie ZP dans Z7*(ker 9). De plus, on a
Xa+1D = dcXar1 =0+ gD — dcg.

De l'équation (5.7) et du fait que g s’annule dans A4 éR AY_,, nous
déduisons que

gD: Y, —» ZpP*r+itl(ker q).

Mais, sur Y,, Xo11D — dcXos1 =0 — dcf + gD et on constate que X,.q
vérifie (5.5);,, sur Y,. Que x,.; satisfasse a (5.5);,, sur Y_, et & (5.5), sur
tout Y est aussi évident.

Le théoréme est donc démontré. B

6. Homotopie

A Taide des résultats précédents, nous allons maintenant, en appliquant les
idées de Quillen [19], introduire la notion d’homotopie dans le cadre des
(R, r)-algebres. Fixons donc une (R, r)-extension 4 — C, et considérons la
(R, r)-algébre C ®, C. Les inclusions

A A\: C> C&C, Ajicmc®1l, A:c—1®c¢
sont des (R, r)-extensions, d’aprés la Proposition 3.4 (i), tandis que la multi-
plication définit un (R, r)-morphisme
p:C8®C—C
tel que po A; =id..

DEFINITION 6.1. Un objet cylindre pour une (R, r)-extension 4 — C est
un modéle,

m: (C®,C) & AX - C,

de p.
Nous considérerons les morphismes A; également comme des inclusions
C—-(C®,C)e AX.
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DEFINITION 6.2. Deux morphismes f,, fi: C = B de (R, r)-algébres,
coincidant sur A, sont homotopes (rel A) s’il existe un objet cylindre
(C ®A C) ®R AX S C pour 4 — C et un morphisme

F:(C&C) & AX—> B

tels que F o A; = f,. Cette relation est notée f, ~ f, (rel A), et F est appelé une
homotopie de f, vers f,; (rel A).

PROPOSITION 6.3. (i) Si fy ~ f, (rel A), alors tout objet cylindre pour
A — C est la source d’une homotopie de f, vers f; (rel A).
(ii) La relation f, ~ f, (rel A) est une relation d’équivalence.

Démonstration. Si m: (C éA C) éR AX — C est un objet cylindre pour
A — C alors moX;=id, et m est a la fois une (R, r)-fibration et un
(R, r)-quasi-isomorphisme. Le premier énoncé est donc une conséquence
immédiate du Théoréme 5.1.

Remarquons maintenant que f o m est une homotopie de f vers f (rel A).
De plus, m o 7 est aussi un objet cylindre pour 4 — C, ou 7 est 'involution de
C ®A C définie par To\; = A;_;. Si (F, m) est une homotopie (rel 4) de f,
vers fy, alors (f, me ) est une homotople (rel A) de f; vers f,.

Soit enfin (C ®A C) ®R AX’ 5 C un deuxiéme objet cylindre. Considérons

E=(C®C) & AX

comme C-module a droite via A et E' = (C ®,C) ® A X' comme C-module
a gauche via XN,. Il résulte alors de la Proposition 3.4 que les inclusions

E,E' > E® E’
sont des (R, r)-extensions et des (R, r)-quasi-isomorphismes. Ainsi,
C&CJIE® E ™D C, ¢(c®c) =h(c)®N(c),

constitue également un objet cylindre pour 4 — C. La transitivité de la
relation d’homotopie (rel 4) en découle de maniére évidente. W

PROPOSITION 6.4. Si f, ~ f, (rel A), alors E, _(fy) = E,.(f,) et H(fy) =
H(f,). En particulier, f, est un (R, r)-quasi-isomorphisme (resp., un quasi-
isomorphisme) si et seulement si f, I’est.

Démonstration. Pour un objet cylindre

(C&,C) & AX B C,



HOMOTOPIE FILTREE ET FIBRES C® 307

on a que E, ,(m) est un isomorphisme et donc aussi H(m). Il en résulte:
E..i(A\) =E, .(m)"tet H(\,) = H(m)™, ce qui implique le résultat. W

Considérons maintenant des morphismes de (R, r)-algébres

A—C B
¢l 14« et l"
A — ' B’

le carré a gauche étant commutatif et les fléches horizontales étant des
(R, r)-extensions. De la définition d’homotopie et du Théoréme 5.1 découle le
résultat suivant:

PROPOSITION 6.5. (i) Si f,, f: C — B sont homotopes (rel A), alors nf, ~
nfy (rel A).

(i) Si gy, 811 C’' — B sont homotopes (rel A'), alors go ~ gy (rel A).

(iii) Si 7m est une (R, r)-fibration et une (R, r)-équivalence et si f,, fi:
C — B coincident sur A, alors fy ~ f; (rel A) si et seulement si nf, ~ nf, (rel
A). u

Remarque 6.6. Dans la Proposition 6.4 on voit facilement que E,(C ®A C
®R A X) est un objet cylindre pour E,(C) dans la catégorie des R-ADGC
bigraduées. Il en résulte que E,(f,) est homotope a E,(f,), (rel E,(A)). De
méme, f, est homotope a f; (rel A) dans la catégorie des Z-ADGC. ®

7. LecasQ C R

Nous considérons ici les (R, r)-algébres ou ’anneau R contient Q. L’impor-
tance de cette hypothése réside dans I'observation classique suivante: soit
a: X 5 Y un isomorphisme de degré 1 de Q-espaces vectoriels gradués et soit
(Ag(X ® Y), 8) la Q-ADGC définie par 8|y = a; alors H(Ao(X ® Y), d)
= Q. De ceci nous déduisons:

LemMME 7.1. Supposons Q C R. Alors tout morphisme m: B — B’ de
(R, r)-algebres se factorise en

n: B> B 5B

ot (1) & est une (R, r)-fibration, (ii) i est une (R, r)-extension et un (R, r)-
quasi-isomorphisme et (iii) il existe un (R, r)-morphisme p: B” — B vérifiant
= id 5. Pour tout choix de tels i, p, £ on a ip ~ id g, (rel B).

Démonstration. Soit X le Q-espace bigradué défini par X?>* = ZP(B’), et
soit B” la (R, r)-algebre définie par les conditions

B"=(B& Ao(X @ Y),d"), d"|g=dp, d’: XP95 YP+ra=r+l,
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Si X =R ®y X, Y = R &, Y, alors 'écriture B” = B & A(X @ Y) identifie
iz B > B” 4 une (R, r)-extension. Un inverse a droite, p: B” — B est défini
en posant p(X @ Y) = 0 et la remarque au début de cette section montre que
p et i sont des (R, r)-quasi-isomorphismes.

Notons enfin lidentification X? * = Z?(B’) par B et définissons ¢ par les
conditions §| g =n et §|x = B.

Puisque pi = id,, p est une (R, r)-fibration. Le dernier énoncé découle
donc de la Proposition 6.5 (iii). ®

Considérons maintenant un diagramme commutatif de (R, r)-morphismes:

‘fn

e B

¥
—

4
(7.2) il
c

THEOREME 7.3. Supposons Q C R. Si, dans (1.2), n est une (R, r)-fibration
et i est a la fois une (R, r)-extension et un (R, r)-quasi-isomorphisme, alors il
existe un (R, r)-morphisme y: C — E qui étend { et reléve ¢.

Démonstration. La preuve est une conséquence formelle des résultats des
§83,5 et du Lemme 7.1. En effet, la Proposition 3.5 nous donne une (R, r)-
fibration

pc: CXg E - C;

et en appliquant le Lemme 7.1 au morphisme 4 — C Xz E, nous arrivons au
diagramme

R
lp
| Cx,EZE
Pc
c— C

ide
avec i’ un (R, r)-quasi-isomorphisme et p une (R, r)-fibration.

Evidemment (voir (3.1)), pc o p est une (R, r)-fibration. Puisque (pg° p)e
i’ =i, pcop est également un (R, r)-quasi-isomorphisme. On déduit donc du
Théoréme 5.1 un morphisme y’: C — A4’ qui reléve id et étend i’. Posons
Y=pgpy. B

De ce théoréme, nous déduisons formellement (comme dans la théorie de
Quillen) trois applications.
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APPLICATION 7.4. Supposons Q C R. Sii: A — B est une (R, r)-extension
et un (R, r)-quasi-isomorphisme alors il admet un (R, r)-morphisme (rétrac-
tion) p: B — A vérifiant pi = id ,. Un tel morphisme vérifie: ip ~ id 5 (rel A).

Démonstration. D’aprés le Lemme 7.1, il existe un diagramme commutatif

A—i,‘*A’L’A

,1 ls

B—8B

idp
avec ¢ une (R, r)-fibration et p’i’ = id 4. Soit y: B — A’ un relévement de id

étendant i’; il suffit de poser p = p’y. Le dernier énoncé découle de la
Proposition 6.5 (iii). W

Considérons ensuite un diagramme commutatif de (R, r)-morphismes:
A2 E
il J"'I
C _f) B
dans lequel i est une (R, r)-extension et 1 une (R, r)-fibration.

APPLICATION 7.5 (RELEVEMENT D’HOMOTOPIE). Supposons Q C R. Soit g:
C — E un morphisme de (R, r)-algébres induisant h sur A et soit
®:(C&C)& AX—>B
une homotopie (rel A) de mg vers f.

Alors ® se reléve en une homotopie (rel A) de g vers un (R, r)-morphisme f’:
C — E. En particulier, f’ reléve f.

Démonstration. 11 suffit de constater que Ay C — (C &, C) ® AX est
une (R, r)-extension et un (R, r)-quasi-isomorphisme, et d’appliquer le
Théoréme 7.3 au diagramme

c =25 E

o .
C®C& AX — B

Finalement, considérons des morphismes de (R, r)-algebres

A5 E
(7.6) 1| k
c B

i étant une (R, r)-extension et 7 étant un (R, r)-quasi-isomorphisme.
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APPLICATION 7.7. Supposons Q C R. Alors n induit une bijection

[C.,E]l,— [C, B],

entre les ensembles de classes d’homotopie (rel A) de morphismes de (R, r)-
algébres.

Démonstration. Le Lemme 7.1, appliqué a 7, réduit le probléme a deux cas
particuliers: (a) m est aussi une (R, r)-extension et (b) m est aussi une
(R, r)-fibration. Dans le cas (b) le résultat est une conséquence immédiate du
Théoréme 5.1 et de la Proposition 6.5(iii).

Dans le cas (a) le résultat provient de (7.4), appliqué a n. ®

8. Modéles minimaux: unicité
Fixons un morphisme
¢: A—> B

de (R, r)-algébres. Dans le §4 nous avons montré ’existence de modéles pour
¢, ici nous traitons de leur unicité.
Supposons donc que

A& AX
N
A4 B
,-\JA o
A& AX
soient deux mode¢les de ¢. L’application 7.7 du §7 nous fournit alors le
théoréme d’unicité suivant:

THEOREME 8.1. Si Q C R, il existe un (R, r)-quasi-isomorphisme
Y:A® AX > A& AX,

induisant 1’identité sur A, et tel que m'y ~ m (rel A). L’ensemble de tels
morphismes, vy, constitue exactement une classe d’homotopie (rel A).

Ce théoréme montre (dans le cas Q € R) qu’un modéle de ¢ est déterminé
a (R, r)-quasi-isomorphisme prés. Nous allons maintenant introduire les
modéles minimaux et montrer que ces derniers sont déterminés & isomor-
phisme prés (toujours pour Q C R), comme dans le cas classique de Sullivan.
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Fixons donc une (R, r)-extension 4 — A éR AY. Nous aurons a considérer
les diagrammes commutatifs de (R, r)-algébres de la forme

(8.2) / k

A— A& AY

dans lequel 7 est toujours supposé étre un (R, r)-quasi-isomorphisme.

DEFINITION 8.3. (i) La (R, r)-extension 4 » 4 ® gAY est minimale si
pour tout diagramme (8.2) il existe un morphisme o: 4 éR AY — E induisant
Y sur A et satisfaisant & ne o = id.

(i) Un modéle 4 ® AX — B de ¢ est un modéle minimal si la (R, r)-
extension 4 — A & A X est minimale.

Constatons tout de suite que (d’aprés le Théoréme 5.1) I'extension 4 —
A ®R AY est minimale si et seulement si, pour tout diagramme (8.2), 7 est
toujours une (R, r)-fibration.

Soit maintenant y: A & AX — A ®& AX’ un morphisme entre deux
(R, r)-extensions minimales, induisant I'identité sur 4. D’aprés la Définition
8.3, si y est un (R, r)-quasi-isomorphisme alors y est un isomorphisme de
(R, r)-algébres, d’our:

THEOREME 8.4. Si Q C R, alors deux modéles minimaux quelconques de ¢:
A — B sont reliés par un isomorphisme de (R, r)-algébres induisant 1’identité
sur A.

Il est moins évident de donner des critéres pratiques pour la minimalité
d’une (R, r)-extension. Nous en donnerons un, qui fait aussi le lien avec la
définition classique de Sullivan. Ce critére se compose des deux conditions
suivantes sur la (R, r)-extension 4 — A4 ®R AY:

@B5) 4 ®R AY est concentré en degrés > 0;

(8.6) A ® AY posséde une structure nilpotente (2.2(v)), Y = @, Y,, ¥, c
YP(®:9() telle que

B<a=p(B)+4q(B) <p(a) +4(a).

Le lien avec le cas classique est évident: la condition (8.5) y est automatique
et la condition (8.6) y est équivalente a celle de Sullivan, comme on le
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démontre dans [14; Chap. 2]. Dans notre cadre nous avons:

THEOREME 8.7. Une (R, r)-extension (A,d) — (A éR AY, D), satisfaisant
a (8.5) et (8.6) est minimale.

Nous donnerons dans le Théoréme 8.11 une utilisation pratique de ce
critére, qui établit I'existence des modéles minimaux dans un cadre trés
général. Entreprenons d’abord la démonstration de (8.7), qui s’effectue par la
succession des trois lemmes ci-dessous; le premier est le lemme fondamental.
La démonstration de celui-ci est basée sur une idée de Goémez-Tato [8] que
nous remercions pour nous l’avoir expliquée.

LeMME 8.8. Si (8.5) et (8.6) sont satisfaits, il existe ( pour tout diagramme
(8.2)) un morphisme de R-ADGC bigraduées,

7. E,(A4) @& AY > E (E),
tel que T\g 4= E,(Y) et E,(n)e T =id.

LEMME 8.9. L’existence d’un T satisfaisant aux conclusions du Lemme 8.8
entraine I’ existence d’une (R, r)-extension A — (A ®; AY, D’) et d’un mor-
phisme

x: (4 & AY, D) > (E, dg)
tels que x|, =y et E(x) =7 (et D] = D,).

LemMe 8.10. Soit 6: (B éR AZ, D) - (4 @R AY, D) un morphisme de
(R, r)-algébres (entre deux (R, r)-extensions) tel que les deux extensions
satisfassent a (8.5), 0 induise un isomorphisme de B sur A, et E,(0) soit un
isomorphisme. Alors @ est un isomorphisme.

Le Théoréme 8.7 découle immédiatement des trois lemmes: il suffit
d’appliquer (8.10) & @ = nox et de poser o = x o 1. Etablissons donc les
lemmes.

Démonstration de (8.8). Supposons 7 construit sur E,(A4) ®& AY_, et
étendons le & Y,; cela fournira une démonstration par récurrence sur a. Posons
E,=E(A)® AY et E ., = E/(A) & AY_, Notons F le module
7(E,, <4)- Puisque E (n)° 7 = id, 7 est injectif. Le morphisme

E(n) : E(E)/F— E/E, .

est donc un quasi-isomorphisme de R-modules différentiels. (Ces quotients
n’ont pas de structure d’algébre!)
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En particulier, Y, étant projectif, il existe un morphisme A, de R-modules
bigradués, de Y, vers les cocycles de E,(E)/F tel que H(E,(n)) o H(A) =
H(j), j notant linclusion Y, - E,/E, _,.

D’autre part, les hypothéses (8.5) et (8.6) entrainent que E,/E, _, est
concentré en degrés > p(a) + g(a). En particulier, ce module ne contient pas

de cobords de degré p(a) + g(a) et nous avons donc que E,(n) A =j. Le
morphisme

(pI'Oj, Er(n)). Er(E) - (Er(E)/F) ><E,/F Er

étant surjectif, nous relevons (A,idy) en un morphisme : ¥, - E,.(E) qui
satisfait donc a

projer =\ et E,(n)cr=idy.

Ceci étend 71 a lalgeébre E,(A4) ® AY_,; cette extension commute aux
différentielles car I'image de A est contenue dans les cocycles de E,.(E)/F. ®

Démonstration de (8.9). Par hypothése (voir (8.2)), n est un (R, r)-quasi-
isomorphisme. E,(n) est donc aussi un quasi-isomorphisme et, puisque
E.(m)er=1id, il en est de méme pour 7. Il suffit, alors d’appliquer le
Théoréme 4.4 4 §: A - E avec E,({) décomposé en E, (A4) = E (A) &Y
S E(E). n

Démonstration de (8.10). Nous ne perdons rien en supposant que 4 = B et
que @ induise l'identité sur 4. Pour que @ soit un isomorphisme de (R, r)-
algébres, il suffit que le gradué associé, E,(#) soit un isomorphisme. Nous
sommes donc réduits & montrer que pour 0 < s <r — 1,

E,.1(0) isomorphisme = E,(8) un isomorphisme.

Rappelons d’abord que tout élément y € Y est un D,-cocyle. Puisque E,(8)
est un quasi-isomorphisme, on a y = E(8)® + D, et degQ = deg y — 1.
Une récurrence sur le degré montre maintenant, a 'aide de (8.5), que E (8) est
surjectif. Puisque E () est aussi un quasi-isomorphisme il est surjectif au ni-
veau des cocycles. Par conséquent, il existe un morphisme de R-ADGC
bigraduédes, §: (A4 & AY, D) —» (A & AZ,D}) tel que §|,=id, et
E(0)- £ =id.

Le méme argument, appliqué cette fois & £ montre que celui-ci est aussi
surjectif, d’ou § et E (@) sont des isomorphismes. Le lemme, et le Théoréme
8.7 sont donc démontrés. W
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Etablissons, enfin, notre théoréme d’existence:

THEOREME 8.11. Soit ¢: A — A’ un (R, r)-morphisme et supposons que A
et E,, (A" sont concentrés en degrés > 0. Si HY(E,(A)) = H°(E,(4)) =R
et si R est un corps alors ¢ admet un modéle satisfaisant a (8.5) et a (8.6). En
particulier, ce modéle est minimal.

Démonstration. Si 'on applique la méthode classique de construction de
modéles minimaux par récurrence sur le degré [21], [14; Chap. 6}, on trouve un
modéle

E(A) ® AY** > E,(4)
de E,(¢) satisfaisant a (8.6) et tel que Y soit concentré en degrés > 0. Le

Théoréme 4.4, appliqué a ce modéle, fournit le modéle de ¢ voulu. H

9. Suite spectrale d’algébres de Lie ’homotopie

Dans ce paragraphe nous nous limitons, pour simplifier, au cas ou R =k
est un corps de caractéristique zéro. Fixons r > 0 et supposons que A soit une
(k, r)-algebre telle que k C kerd et E,, ;(A) soit concentré en degrés > 0.
D’aprés les résultats du §8 , 'inclusion k - 4 admet un modéle minimal,

(9.1) ((AY)",d) 3 (4,d,),

unique a isomorphisme prés.

Considérons maintenant le modéle (AY, d,) > (E,(A), d,) induit par (9.1).
Comme nous I’avons remarqué dans le Théoréme 8.11, Y est concentré en
degrés > 0 et satisfait & (8.6), d’our en particulier d,: Y" - AY =" n>1.11
en résulte que

d:Y - (AY) -(AY)”
et donc que d, est la somme de dérivations § et w satisfaisant a
8:Y > A%Y et w:Y - AZY.

(On note A°’Y le sous espace engendré par les éléments y; A --- Ay, y, € Y.)
Clairement, 82 = 0.

Soit L P'espace bigradué dual de Y: L, , = Hom(Y? % k). D’apreés ([20],
[23; 1.1(3)]), & induit un crochet

[ . ELxL->L, {[f,gliy)=£(f 88y

qui fait de L une algebre de Lie graduée.
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Par contre, une différentielle, D, est induite sur ¥~ par d via la suite exacte
(AZ2Y)" - (A*Y)" > Y.

Elle respecte la filtration; d’olt une suite spectrale (E;, D;) qui commence avec
E,., = Y, puisque d,: Y - A>?Y.

THEOREME 9.1. La suite spectrale duale de (E;, D,) est une suite spectrale
d’algebres de Lie.

Remarque 9.2. L’unicité du modéle minimal entraine que cette suite spec-
trale d’algébres de Lie est un invariant de 4.

Démonstration de 9.1.  La différentielle D s’étend de mani€re unique en une
dérivation de (AY), quon note aussi D, et D2 =0 sur tout (AY) . On
obtient ainsi une ADGC filtrée dont la suite spectrale associée est donnée par
(AE,, D;), D, notant 'extension de D;: E; = E,; en une dérivation de AE,.

11 suffit donc de montrer qu’il existe une suite d’applications o;: E; > A’E,,
commutant & D,, et telle que o,,, =8 et H(o;) = 0,,;. Mais on peut
interpréter

5: ((AY)", D) > ((AY)", D)

comme une sorte de morphisme entre espaces linéaires différentiels filtrés, qui
induit donc un morphisme de suites spectrales. H

DEFINITION 9.3. La suite spectrale d’algebres de Lie du Théoréme 9.1 est
appelée la suite spectrale d’algébres de Lie d’homotopie de la (k, r)-algébre A.

Remarque 9.4. 11 est possible d’introduire la notion d’homotopie pointée
comme dans le cas de Sullivan [14; Chap. 5]. Ceci fait, on peut montrer qu’un
morphisme ¢ de (k, r) algébres augmentées induit un morphisme entre les
suites spectrales d’algébres de Lie qui ne dépend que de la classe d’homotopie
pointée de ¢.

10. Exemples

Nous détaillons, maintenant, quelques exemples de filtrations et de modéles,
en commengant avec le modéle introduit dans [15].

Exemple 10.1. Soit (A4, d) une R-ADGC; filtrons la en posant F% = 4 et
F! = 0 et choisissons r.

(a) r = 0. Evidemment (E,(A4), dy) = (A4, d) posséde un modele
(AY®*,d) 5 (E,(4),4d)
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entiérement concentré en degré filtrant 0, de différentielle d: Y%7 -
(AY)% 91, Cest le modéle classique de Sullivan de (4, d), et aucune pertur-
bation n’est nécessaire.

(b) r=1. On a(E,(A),d,) = (H(A),O0), et son modele prend la forme

(AY*:",d) 5 (H(4),0)

avec Y concentré en degrés filtrants < 0; c’est le modéle bigradué
d’Halperin-Stasheff [15; 3.4]. Le modéle (AY, D) > (A4, d) obtenu en pertur-
bant (AY, d) est le modéle filtré de [15; 4.4].

Supposons en particulier que R soit un corps de caractéristique zéro, que
H <% A) =0, H%(A) = R et que chaque H’(A) soit de dimension finie. Dans
le §9 nous avons construit une suite spectrale d’algébres de Lie qui se déduit
de la (R, 1)-algébre (A4, d). Sil’on applique le foncteur “algébre enveloppante”
on obtient donc une suite spectrale d’algébres de Hopf et, d’aprés [15; 7.14]
celle-ci s’identifie & la suite spectrale d’Eilenberg-Moore convergeant de
TorH(R, R) vers Tor4(R, R).

Exemple 10.2. Une R-ADGC, (A4, d) posséde une deuxiéme filtration
naturelle; il suffit de poser F?(A4) = A=?. Pour simplifier nous supposerons
que R est un corps de caractéristique zéro, que A% =R et que 4<% = 0.
Considérons donc les différentes possibilités pour r.

(a) r = 0. Cette fois-ci (Ey(A), dgy) = (4,0) et le modéle filtré (AY, D) >
(A, d) est obtenu en perturbant un modéle bigradué

(AY,d) 5 (4,0),

qui satisfait 8 ¥ = {Y?9q < 0 et p + g > 0}. Il n’est pas nécessaire, donc,
de compléter et la suite spectrale d’algébres de Lie (9.1) converge dans ce cas
de

m(4) = m(4,d).
Du Théoréme 1.1 de [6] nous obtenons alors:

ProrosITION 10.3. Si H(A, d) est de dimension finie et si m (A, d) est de
dimension infinie alors m,(A) est de croissance exponentielle. M

Revenons maintenant aux autres valeurs possibles de r.

(b) r = 1. On obtient de nouveau le modéle de Sullivan.

(c) r =2. On obtient de nouveau le modéle bigradué de (H(A),0) per-
turbé en modéle de (4, d), quitte a identifier 'oppose du degré complémentaire
de notre modéle au degré filtrant du modéle (10.1) (b).
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Exemple 10.3. Un quasi-isomorphisme qui n’est pas un (R, r)-quasi-isomor-
phisme.

Soit R = Q et considérons TADGC (4, d) = (A(x, y, z),d) ou dx = yz,
dy=2zx et dz=xy et degx =degy =degz=1. Nous la filtrons par
FP(A) = A=? et nous posons r = 0.

Soit ¢: (Au,0) = (A(x, y, z), d) le morphisme défini par ¢u = xyz, avec
degu = 3 et u € F3. Clairement ¢ est un quasi-isomorphisme mais pas un
(Q, 0)-quasi-isomorphisme. Pour construire son (Q, 0)-modele il faut déformer

(Au,O) i (A(u’x’ Y, 2z, a)’d) —\l” (A(x, yaz)ao)a
da=u— xyz, adebidegré (3,— 1), Ya=0, yu = xyz.

La déformation s’écrit (A(w, x, y, z, a), D), Du =0, Dx = yz, Dy = zx,
Dz = xy, Da = u — xyz. La fibre, (A(x, y, z, a), D) est acyclique mais pas
(Q, 0)-acyclique; en particulier I'inclusion

(A|(x, y,2),d) » (A(x, y,2,a), D)

est homotope mais pas (Q, 0)-homotope, a ’application constante.

11. Fibrés C*®

Dans cette section les variétés, N, seront toujours de classe C®, de dimen-
sion finie, et leur topologie sera supposée Hausdorff et séparable. Les fibrés
vectoriels, &, sur N seront de classe C* et de rang constant fini; un morphisme
a: £ — 7 sera une application C*® se restreignant en des applications linéaires
0. £, — 1, (x € N) entre les fibres. Le C®(N )-module des sections de £ est
noté C*(§) et (Apgr(N), d) notera TADGC des formes différentielles sur N.
Remarquons tout de suite que pour tout &, C®(£) est C®( N )-projectif d’aprés
un théoréme de Swan [22]. (Le cas C™ est rédigé en détail dans [11; Chap. II,
§51)

Fixons donc un fibré C® a fibre une variété F:
7. M > N,

c’est-a-dire que N est recouvert par des ouverts U, et il existe des difféo-
morphismes

fo: Uy X F 5 a7X(U,)

tels que 7f,(x, y) = x. La fibre de = au point x € N est la sous-variété
7~ 1(x); elle sera notée F,.
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Filtrons Apxz(M) en prenant pour F?(Apr(M)) I'idéal engendré par

ADR(’T)(AEJ{(N))
et filtrons A pp(N) par les idéaux F? = AZF(N). Alors

App(m): Apr(N) = Apr(M)

est un morphisme d’ADGC filtrées, complétes et cocomplétes. De plus,
C*®(N) = AYx(N) étant inclus dans Z> (A4 px(N)), on a

Apg(m): C*(N) - Z{)’O(ADR(M))-

Par conséquent, nous pouvons considérer Apg(7) comme morphisme de
(C®(N),0)-algébres et le but de cette section est la construction d’un modéle
minimal du morphisme App(m). D’aprés le Théoréme 8.4, ce modéle sera
unique a isomorphisme prés.

Explicitons tout d’abord le gradué, E,(Apgr(M)), associé a la filtration
FP(Appr(M)). Soient T,, et Ty les fibrés tangents et V,, C T,, le sous fibré
vectoriel (fibré vertical) dont la restriction & chaque F, est son fibré tangent.
Un sous-fibré H,, C T,, complémentaire (appelé fibré horizontal) s’identifie a
Pimage réciproque de Ty; un choix de H,, détermine donc des isomorphismes
d’algébres:

Apr(M) = C*(ATy})
= C*(AHE ® AV,¥)
= C®(AH};) @cwoqpry C*(AV,)
= Apr(N) @coiny C*(AV,}),

voir [11; §2.24 et §2.26). Nous simplifierons (E;(Apr(M)), d;) en (E;(M), d,);
les isomorphismes ci-dessus fournissent 'identification

(11.1) EQ (M) = ABr(N) ®cwo(ny C(AVF).
Simplifions aussi E;(Apg(7)) en E,(7); alors Ey(m) s’identifie & 'inclusion
(11.2) Ey(7m): Apr(N) = Apr(N) Bceo () C(AV;).

Remarque 11.3. Soit ® € A§F%M). Pour z € M, nous noterons ®, la
fonction ( p + g)-linéaire et alternée obtenue en restreignant ® aux vecteurs
tangents en z 3 M. Il résulte des isomorphismes précédents que: ® € F? si et
seulement si, pour tout z € M, ®,(h,,..., hp+q) = 0 quand au moins g + 1
des h; sont verticaux.
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Revenons & Ey(M). Nous allons construire un quasi-isomorphisme

(11.4)
(ADR(N) Bc=ny AY, Do) > (ADR(N) By CP(AVRF), do)’

tel que
(i) Y est somme directe de C*®°(N )-modules projectifs Y, ¢ Y %%,

(ii) L’ensemble £= {a} est bien ordonné,

Gii) Dy Y, > AY_,,

(iv) B=<a=q(B) < q(a)
Le Théoréme 4.4 entraine alors que (Apr(N) ®c=(yy AY, Dy) peut étre per-
turbé en un modéle du (C®(N),0)-morphisme Apz(7), et le Théoréme 8.7
entraine que ce modéle est minimal.

Passons a4 la construction de (11.4), et constatons tout d’abord que la
différentielle d, s’annule sur 4 ,,(N). Elle est donc de la forme d, = id ® d,,
(C®(AV}), dyy) étant une C®(N)-ADGC. Ainsi il nous suffit de construire
un quasi-isomorphisme de la forme

(11.5) ¢: (AY, Dy) 5 (C=(AV;}), dy)

ou (AY, D,) satisfait aux propriétés décrites ci-dessus. Puisque A§z(N) est
égal 3 C®(APTy}), il est projectif d’apres le théoréme de Swan [22], [11; Chap.
11, §5]; id 4, vy ® ¢ sera alors le quasi-isomorphisme (11.4) cherché.

La construction du modéle minimal de A ,z(7) se raméne ainsi a celle de ¢,
qui a son tour se déduit d’'une construction géométrique: un fibré vectoriel “en
modéles minimaux de Sullivan”. En effet, TADGC (C*(AV,f), d},) pourrait
étre interprétée comme “module de sections d’un fibré vectoriel
U, e nA4pr(F,)”, bien que ce dernier ne soit pas vraiment un fibré vectoriel
dans notre sens! Néanmoins les inclusions F, — M induisent des surjections
d’ADGC réelles,

e.: (C*(AV;F), dy) > (Apr(E,). d,.).
En outre, pour tout fibré vectoriel £ sur N, un C®(N )-morphisme
Y: C2(§) - C*(AV})
Qétermine des applications linéaires ¢,: £, — App(F,), x € N, par la condi-
tion
¥o(o(x)) = e(¥(0)).

Nous construirons donc un vrai fibré vectoriel gradué “en modéles mini-
maux de Sullivan” sur N,

(AS,d) = U ((AS) . d,)

XEN
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et un vrai quasi-isomorphisme
1 (C*(AL),8) > (C=(AV3}), dy),

8 induit par d, tel que pour tout x € N,

¢x: ((Ag)x’ dx) - (ADR( Fx)’ dx)

soit un modéle minimal.

Précisons maintenant, en commengant par quelques définitions. En parti-
culier, un fibré vectoriel gradué, §, sur N, a fibre espace gradué réel, Z, de
type fini est une suite, {¥, de fibrés vectoriels a fibre Z*; le C*(N)-module
gradué C®(¢) est le module de composantes C®(¢*). Si ¢ est concentré en
degrés > 0, le fibré vectoriel en algébres graduées, A{, a fibre AZ, prend un
sens de la méme maniére.

Remarquons aussi que tout morphisme de fibrés vectoriels gradués, d:
¢ — A¢, de degré 1 s’étend de fagon unique en un morphisme d: A{ — A{ tel
que chaque d, soit une dérivation de (A{),; nous dirons que d est une
dérivation de A{. Si d* = 0, d est une différentielle et si pour chaque k, le rang
de d,: (A% - (A)X*! est indépendant de x nous dirons que d est de rang
constant.

Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat principal: ’existence du
quasi-isomorphisme (11.5) en découle d’office.

PROPOSITION 11.6.  Supposons le modéle minimal de Apx(F') de type fini. Il
existe, alors, un couple (A$, d) et un quasi-isomorphisme de C*(N)-ADGC,

$: (C=(AL),8) > (C*(AV;f), dy),

8 étant induit par d, tels que:
(1) ¢ est un fibré vectoriel gradué sur N concentré en degrés > 0 et d est une

différentielle et une dérivation de degré 1.

(ii) ¢ est la somme directe de sous fibrés §; i = 1,2,3,... tels que §, C {19,
d:§—> A, etql)<q) < ....

(iii) Les morphismes ¢,: (A§,, d,) = (Apr(F,), d.) induits par ¢ sont des
quasi-isomorphismes, et donc des modéles minimaux.

Gv) Y = C%®({) est un C*(N )-module projectif et C*(A{) = AY.

Remarque 11.7. Rappelons ([21], [14]) que le modéle minimal de A z(F)
est le modéle minimal rationnel de I’espace topologique F, tensorisé avec R.
L’hypothése qu’il soit de type fini entraine que chaque H, (F;R) est de
dimension finie; si F est aussi nilpotent alors ces deux conditions sont
équivalentes.
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Démonstration de (11.6). D’aprés le théoréme de Swan [22], [11; Chap. II,
§ 5], Y = C®({) est projectif et AY = C®(AY{), ce qui régle la condition (iv).

Constatons aussi que les difféomorphismes f, ,: F 5 F,, x € U, induisent
des bijections

{H(fa,x)}: U, X H(F) > U Hpp(F,)

x€ U,

dont les fonctions de transition sont localement constantes. Ces bijections
munissent donc

H= U HDR(Fx)
x€H

de la structure d’un fibré vectoriel plat en algébres graduées: c’est le fibré
classique de coefficients locaux. Nous aurons besoin du lemme, bien connu,
suivant, faisant intervenir les morphismes &,: C*(AV}F) — Apr(F,):

LemMME 11.8. Il existe un isomorphisme unique de C*(N )-algébres graduées,
e: H(C®(AVy}),d,) S C®(#)
tel que e(a)(x) = H(g, )(a), x € N, a € H(C®(AV,})).

Entreprenons maintenant la construction de (A{, d) et de ¢. Nous procédons
par récurrence en supposant construits (A{ <9, d) et un morphisme

¢: (C®(AL=9),8) - (C=(AVyF), dy)

satisfaisant a:
(1), §=7est un fibré vectoriel gradué sur N, concentré en degrés k € [1, ¢
— 1] et d est une différentielle et une dérivation de degré 1.
(ii), ¢ =7 est la somme directe de sous-fibrés §; C $9, 1 <i <, tels que
d:§-> Al et q)< - <q(s) <gq
(i), Les applications H*(¢,): H¥(A{,S9) — Hfp(F,) sont bijectives pour
k < q et injectives pour k = q.

Le pas de récurrence consistera alors en la construction de {? et en I’extension
de d A Af=%et de ¢ & C®(AL=9) tels que ¢8 = dy¢ et (i), (ii) 441 €t
(iii) ;4 soient satisfaits. Une fois ceci accompli nous aurons (A{, d) et ¢ avec
(1)-(iv) satisfaits et il restera seulement a vérifier que H(¢) est un isomor-
phisme.

Effectuons maintenant le pas de récurrence. Les morphismes ¢, se relévent
(& homotopie prés) en des morphismes ¢, (A§~9d,) = (AZ,d,),
(AZ,, d,) étant un modeéle minimal de Sullivan de A, g(F,). Puisque H(y,)
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est bijectif en degrés < g, et est injectif en degré g, il résulte de [14; Chap. 7]
que ¢, est un isomorphisme sur AZ =9 Les (AZ,, d,) étant tous isomorphes
(4 un modéle minimal de A ,(F)), il en résulte que:

(11.9) Pour tout k, les rangs de

d: (AL > (A
et de
H*(¢,): H*(AES9) > HfR(F,)

sont indépendants de x € N.

On déduit de (11.9) que les espaces H(A{,"9), e n sont les fibres d’un fibré
vectoriel gradué H(A{ <?) et que C®(H(A{=7)) = H(C®(A{<7),8). Le
morphisme

H(9): H(C®(AL=9)) > H(C®(AVy}), dy)
s’identifie alors, & I'aide de I'isomorphisme ¢ du Lemme 11.8, & un morphisme
Co(H(AL=7)) —» C=(#).

Comme tout morphisme de modules de sections, celui-ci est induit par un
morphisme

®: H(AL<9) > o#

de fibrés vectoriels et on vérifie sans probléme que ®, = H(¢,). Il résulte alors
de (11.9) que ®¥ a un rang indépendant de x.

L’image de ®9 est donc un sous-fibré; nous écrivons 7= Im®? & {7, ;.
Nous posons d = 0 sur {4, ; et nous étendons ¢ & C*({?,,) en choisissant un
relévement de la surjection

(kerdy)? — HUC=(AVy¥), dy) — C=(H7) > C2({,1).

Posons £ = { =7 @ {4, et notons y I'extension ci-dessus de ¢. Il résulte de
la description explicite [14; Chap. 6] des modéles minimaux que (comme pour
(A¢ <9, d)) toutes les ADGC (A¢,, d,) sont isomorphes et que H*(,) est de
rang constant.

En particulier, nous obtenons un morphisme ¥: H(A§¢) — 5 de fibrés
vectoriels gradués avec ¥, = H(y,). Posons {4, , égal au noyau de ¥9*1 et
notons

K9+l ¢ (A{;)q“
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le sous-fibré dont la fibre en x est (ker d,)7+1. Relevons I'inclusion
o = HTH(AE)
en un morphisme d: {4,, - K?*! et choisissons
¢: C=({lha) = C2(ATV)

tel que pod =dy o ¢.

Cette procédure peut étre répétée, et s’arréte aprés un nombre fini d’étapes,
puisque le modéle minimal de A, z(F) est supposé de type fini. Le pas de
récurrence est donc terminé.

Nous avons maintenant construit (A{, d) et un morphisme

¢: (C=(A%),8) = (C*(AVyF), dy),

satisfaisant aux conditions (i) 4 (iv). L’argument donné auparavant pour ¢
restreint & A <9, identifie ici H(¢) au morphisme

C*(H(A{)) - C=(#)

induit par ®: H(A{) — 5, avec ®, = H(¢,). Il résulte de (iii) que ® est un
isomorphisme et il en est donc de méme pour H(¢). H
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