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REPRESENTATION PREVISIBLE ET CHANGEMENT
DE TEMPS

PAR CHRISTOPHE STRICKER

Université de Franche-Comte

This paper deals with predjctable representation and time changed
processes. Let (M'),,, be a sequence of independent local martingales.
Suppose that each M* has the property of predictable representation with
respect to its natural ﬁltratlon Suppose also that (A'),,, is a sequence of
continuous, increasing, ( .97,“ ) adapted processes. We study sufficient condi-
tions in order that M = M® + EM}. be a local martingale and M have the
property of predlctable representatlon with respect to the filtration (%, M° )V
(FMiry v (FMi2) v ..., Such problems arise in the modeling of a security
market with continuous trading [1].

Harrison et Pliska [1] ont introduit 4 propos d’un probléme issu de 1’économie
le processus suivant: soit B un mouvement brownien standard, N un processus
de Poisson, L le temps local de B en 0 et (X;) une suite de variables aléatoires
indépendantes prenant les valeurs + 1 avec probabilité . On suppose que B, N et
(X,) sont indépendants et on pose:

i=1

ou T, = inf{t > 0, B, = i}. Dans [6] nous avons montré que la filtration naturelle
de X était engendree par B, N, et K=1%% X1 . et que X était une
martingale possédant la propriété de représentation prev151ble répondant ainsi
positivement a une conjecture de Harrison et Pliska. L’objet de cet article est de
généraliser les résultats précités. Griace aux techniques de grossissement de
filtration nous donnerons aussi la décomposition canonique de la martingale qui
illustrait notre article [6] et qui montre la nécessité de certaines hypothéses du
théoréme 1 ci-dessous.

Soit (2, #,(%,), P) un espace probabilisé filtré vérifiant les conditions
habituelles. Si X est un processus adapté a (.%,), nous noterons (%,%) la filtration
naturelle de X, cest-a-dire la plus petite sous-filtration de (%,) vérifiant les
conditions habituelles et 4 laquelle X est adapté. On dit que le couple (X, (%,))
posséde la propriété de représentation prévisible [notée (R)] si X est une
(¥,)-martingale locale et si pour toute (¥,)-martingale M il existe un processus
prévisible X-intégrable H tel que M = M, + H - X. Dans la suite, on prendra
également (%,) = (%,%) et ¥, sera la tribu triviale, auquel cas M, = E[ M,] pour
tout ¢. On dit qu’une suite de temps d’arrét (7)) réduit la martingale locale N si
la suite (7,,) tend en croissant vers + oo et si le processus N arrété a l'instant 7T,

Received November 1984; revised March 1985.

AMS 1980 subject classifications. Primary 60G44; secondary 60HO05.

Key words and phrases. Semimartingale, stochastic integral, representation of martingales, time
changed processes.

1070

j
\
Institute of Mathematical Statistics is collaborating with JSTOR to digitize, preserve, and extend access to é, )z

8

o

The Annals of Probability. STOR IS

WWW.jstor. org



REPRESENTATION PREVISIBLE 1071

est une martingale appartenant 4 J'. Rappelons qu’une (.%,)-martingale locale
N n’est pas nécessairement une (.%,")-martingale locale [5]. Il en est ainsi si et
seulement s'il existe une suite de (%,") temps d’arrét réduisant N. Nous dirons
qu’un ensemble prévisible B porte le processus croissant A si 15+ A = 0.

Voici le résultat principal de cet article qui généralise 1’étude entreprise dans

[6].

THEOREME 1. Soient (M'),., une suite de (%)-martingales locales
zndependantes et (AY), ., une suite de processus croissants, continus, nuls en 0,
(%, M° ) adaptés et verzﬁantA‘ + o0 pour tout i. On pose pouri > 1, M* = M} A
et (H)=(FMYV(FMYV ... . Si les processus croissants [M‘, M'] .
sont portés par des ensembles (9? ) prévisibles deux a deux disjoints et si
(M M°] + L, \[M', M*] 1.)'/? est localement intégrable dans (3¢)), alors
M= M°+ Y, M estune (#,)-martingale locale. Si, deplus pour tout i > 0,
(M, (FMY) posséde (R), alors (M,(#,)) posséde aussi (R).

Pour démontrer ce théoréme, nous aurons besoin de plusieurs lemmes.

LEMME 1. Soient (#,') une sous-filtration de (%,), M une (FM)-martingale
locale indépendante de (#,’), A un processus croissant continu, nul en 0 et (%#,’)
adapté. On grossit la filtration (FM) en ajoutant F, a FM. La nouvelle
filtration ainsi obtenue est notée (9,). Alors st M = M ,:

(i) La filtration (X;) = (%) V (") est contenue dans (9, ).
(ii) M est une (9, )-martingale locale et [MA, M,]=1[M, M]A
(iii) M est une (1” )-martingale locale si et seulement si [M, M]Y? est
localement intégrable dans (X)).

DEMONSTRATION. (i) Comme M est (9,,) adapté et que ] est contenue
dans 9, = 9, , (X,) est une sous-filtration de (%, ).

(ii) En vertu de l'indépendance des processus M et A, M est encore une
(%,)-martingale locale. Mais (A,) est continu et pour chaque ¢, A, est un (%,)
temps d’arrét. Selon les résultats classiques de changement de temps, M est une
(9,,)-martingale locale. M étant une (%, M).martingale locale, il en est de méme
pour M?% — [M, M]=2M_M, si bien que M?> — [M, M ] (resp. M2 — [M, M],)
est une (¥,) [resp. (9,,)] martingale locale. D’autre part [M, M], a les mémes
sauts que M car A est continu. Or [M,, M,] est caractérisé par le fait que
[M,, M,] et M ont mémes sauts et M7 — [M,, M,] est une martingale locale.
Donc [M,, M,] = [M, M],. _ .

(iii) est évident car [M, M]Y? et M sont (.¥,) adaptés.

* LEMME 2. Soit M un processus c.ad. et adapté a (%#,). St H est un processus
(FM) prévisible, si (F,') est une sous-filtration de (F,) et si A est un processus
croissant nul en 0, continu et adapté a (%#,'), alors H=H , est prévisible par
rapport & (%) V (FM).
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DEMONSTRATION. D’aprés le théoréme des classes monotones, il suffit de le

démontrer lorsque H = f(M,,..., M, )1}, , (00t <t < .-+ <, <tet fest
une fonction borélienne de R" dans R. Soit C, = inf{u, A, > ¢}. Dans ce cas
H=f(M,,..., Mg, )y, . o Ce processus est (F,) V (#,") prévisible car C,

est un (%) V (ZM_ ) temps d’arrét!

LEMME 3. On suppose que M et A vérifient les hypothéses du Lemme 1. St H
est M intégrable et (F,M) prévisible, alors

(+) fO’EdJW.S.=fOA’HudMu-

DEMONSTRATION. Toujours d’aprés le théoréme des classes monotones, il
suffit d’établir (*) pour H = 1y, ,;, U et V étant deux ( FM) temps d’arrét. Or
H, =1y ¢et Ag, = tsur {C, < + oo}, si bien que la relation (*) est triviale-
ment veérifiée dans ce cas.

Avant de passer a la démonstration proprement dite du théoréme 1, il nous
reste 4 rappeler un résultat dit & Yor [7] et & généraliser le Lemme 3.7. de [6].

THEOREME 2. Soit M une (%,)-martingale locale. Supposons que (Y;"),(Y,)
sont des (#,)-martingales uniformément intégrables telles que Y. converge vers
Y, faiblement dans L'. Si chaque Y est une intégrale stochastique par rapport
a M, il en est de méme pour Y.

LEMME 4. Soit (N') une suite de (%,)-martingales locales telles qu’il existe
une suite (E,) d’ensembles prévisibles deux a deux disjoints vérifiant 1, -
[N, N']= [N N']. Supposons de plus que (L,[N', N'])'/? est localement
intégrable. Si (F') est une suite de sous-tribus de %, et si pour toute F*
variable aléatoire bornée X;, la martingale X} = E[ X;|#,] est une intégrale
stochastique par rapport a N, alors pour toute (V,.% ") variable aléatoire bornée
Y, la martingale E[Y|#,] est une intégrale stochastique par rapport a la
martingale locale 2;N*.

DEMONSTRATION. Commencons par montrer que XN : converge localement
dans J#'. Par arrét, nous pouvons supposer que (X,[ N, N])'/? est intégrable.
Or:

[NY, N/ = [1, - N1y - N7] = 14, - [NY, N7] = O pour i # .

Nous sommes alors ramenés au Lemme 3 de [4] qui nous permet d’affirmer que
Y N' converge localement dans J#' vers une martingale locale N. Passons
smaintenant & la propriété de représentation prévisible. D’aprés la formule d’Ito

(2],
x;x/ = [ xi_dx;+ [ 'XJ_dxi+ [X', X7],.
0 0
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Mais par hypothése
X'=X,+HN=X;+ (1, H) - (Ni +Y Nf) = X+ (1, H') - N.

JF1l

Et de méme pour X”. Ainsi [ X, X’] = X{X{car E;N E; = @, si bien que X'X’
est une martingale locale et que X'X’/ = X} XJ + H" L N H%/ étant le processus
prévisible obtenu par la formule d’Ito ci- dessus Une récurrence immédiate
montre qu’il en est de méme pour tout produit fini I, _, X;. Grace au théoréme
des classes monotones et au Théoréme 2, le Lemme 4 est encore vrai pour toute
variable aléatoire bornée (V,%;) mesurable.

Nous venons maintenant a la démonstration proprement dite du Théoréme 1.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1. Utilisons d’abord le Lemme 1. A cet effet
prenons pour M la martingale locale M*, pour (.%,) la filtration naturelle de M °
et de la suite (M), ,; ;.. Alors M* = M. est une martingale locale par rapport

a la filtration (9? ). Selon les Lemmes 2 et 3, si H est un processus (%M")
prev1s1ble qui est M intégrable, alors H = H,. est (J¢,) prévisible et on a pour
tout ¢,

(%) f‘Hde;=fA"HudM;.
Soit X, une variable aléatoire bornée #M' miesurable. Par hypothése, il existe
un processus(?'M ) prévisible H tel que E[XAZM'] = E[X|ZM]+ (H- M),
Or(H - M i) 4 est une (5#,) martingale bornée, si bien que

= E[X)F"]| + (H Mi)a, = E[X)#"] + (H- MY),,.
On peut alors appliquer le Lemme 4 en posant N° = M°et pour i > 1, N' = M,
(F) = (A, F'=FM. Notons que £ est bien une sous-tribu de J#, car A‘
est continu et pour tout t, Al et M : sont H#,, mesurables. En outre 5, = V,.%!
et le théoréme 1 est alors une conséquence 1mmed1ate du Lemme 4.

Voici ’application promise dans l'introduction. Soit B un mouvement brownien
issu de 0, N un processus de Poisson standard, L le temps local de B en 0 et (X))
une suite de variables aléatoires indépendantes prenant les valeurs +1 avec
probabilité j. On suppose que B, N et (X,) sont indépendants et on pose

X=B+N, - L+ZX1[T+°°[ ou T,=inf{t>0,B,=i}.

=1
Reprenant les notations du Théoréme 1, nous avons

M,0=Bt, Mtl =th_ t, Mt2= Zle[i,+°c[(t)’
=1
Ai=L, A}-suwB,
s<t

Pax; ailleurs -
[M',M']=N et E[N,|=E[L]< +co,

[M?, M?*]:= ) P

i>1

sup B, > i] <cy ti?

s<t i>1
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d’apreés I'inégalité de Doob dans L2. Ainsi M°, M' et M? sont des s martingales de
carré intégrable par rapport a la filtration (37",3 ) V(% MYy v (Z,M ) qui est égale
a (%*) d’aprés [6]. Enfin le processus croissant (L,) ne charge que 'ensemble
(B = 0} tandis que [M?, M*] = £2 17, ,, ne charge que les ensembles { B = i}
pour i > 1. Comme ces ensembles sont deux a deux disjoints et négligeables pour
la mesure de Lebesgue, le Théoréme 1 implique que X est une martingale de carré
intégrale possédant la propriété de représentation prévisible par rapport a (%,%).

Pour conclure, nous passons a4 l'exemple illustrant notre article [6] et qui
montre la nécessité de certaines hypotheses du Théoréme 1. En général, la
filtration (%) = (FM') vV (%M) Vv --- mentionnée au Théoréme 1, est plus
grande que la filtration naturelle de M M°+ ¥, ,M' Soit B un mouvement
brownien, N un processus de Poisson indépendant, L le temps local de B a
l'origine,

M =|B|- M} = -2(N,—t), A,=L, e¢ M!=N, - L,

Comme L, ne charge que {B=0}, L,= —inf,_ ,M? et L est adapté a la
filtration naturelle de M©, donc a () = (#M") v (#M). Or dans [6] nous
avions montré que la filtration naturelle de M ne contenait pas L et qu’ainsi
(F,M) était contenue strictement dans (#,). Nous allons compléter cette étude en
précisant la décomposition canonique de la martingale M dans sa filtration
naturelle. Si

1.—-1

D, =sup{u <t,AM,+#0}, o(x)=(xe*—14+e*)(1—-e*) x

et si ¥,=M,—%,_,AM,, alors Y est un processus de Bessel d’ordre 3 et
My Y f(,’ (Y, - Y, )~ + (Y, — Yp )] du. Nous ne détaillerons pas les cal-
culs qui permettent d’obtenir cette formule et qui reposent sur les techniques de
grossissement de filtration [3].
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