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Le thdordme sur les int6grales d6finies affect4es de coupures clue vous 
avez d4montr6 dans votre lettre ~ M. Mittag-Leffler, publiSe par le journal 
de Borchardt, et dans votre cours ~ la Sorbonne, peut se d~montrer fa- 
cilement par la consid4ration des int~grales curvilignes et l'applicat!on du 
th4or~me de CAuc~r. Voici en quelques roots la d&nonstration. 

Soient F(t, z), G(t, z) deux fonctions holomorphes des deux variables 
ind4finies t et z, et to, t 1 deux valeurs quelconques, r4elles ou imaginaires. 

t l  

£r(t, Consid~rons l'int4grale d~finie j-C  idt, prise suivant le chemin recti- 

~0 
ligne qui joint le point t o au point t,. Cette int~grale a une valeur 
unique et finie pour tous les  points du plan, clue je d~signerai par ¢(z), 

l'exeeption de ceux qu'on d~termine par la condition G(t, z ) =  O, en 
dormant '~ t les valeurs comprises darts la formule 

t o + ,~(t, - -  to) 

o~ 2 prend routes les valeurs r4elles de 0 ~ 1. On d4termine a insi un 
hombre fini ou infini de portions de courbes ou de courbes completes 
pour lesquelles la fonction ¢~(z) eesse d'avoir un sens. 
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Soit C O l'une de ees courbes, et un point M sur cette courbe 
d'affixe g auquel correspond sur le chemin reetiligne tot ~ un point O. 
Sur la normale en M g la courbe C o et de part et d'autre de ce point 
prenons deux points N e t  N', b. des distances infiniment petites de ce 
point; nous d~signerons les affixes par ~'q-e, et ~'-b s'. L'5quation 
G(t, z ) =  0 fait correspondre aux valeurs ~'-k e, ¢*q-e' deux valeurs 
O-Jr" el, O-t-e2, voisines de O et figurdes par des points situ& de part 

t 2 

io 

et d'autre du chemin reetiligne tot 1. Supposons, par exemple, qu'g la 
valeur ~ '+  s corresponde pour t la valeur 0 + e  1, et admettons en outre 
qu'g la valeur ~" l'6quation G(t, z ) =  0 ne fasse correspondre qu'une 
valeur 0 sur le chemin rectiligne tot 1. On pourra alors trouver un point 
t 2 tel qu'g l'int6rieur du triangle totlt ~ l'6quation G(t, ~ +  ~)=:  0 n'ait 

F(t, ¢ + ~) 
d'autre racine que la racine 0 + q.  La fonetion G(t, ~" + ~) n'aura alors 

l'intdrieur de ce triangle qu'un seul point critique, le point 0 "k-q, et 
l'application du th~or&ne de CAucuY nous donne imm~diatement 

F(t, ¢ d t +  dt + dt =: 2i~ra 
G(t, ~ + . G(t, ~ + e) G(t, ~ + e) 

t o I I t2 

A dSsignnnt le r&idu de la fonction F(t, ~ + ~) relative au p61e 0 - 1 - q :  
G(t, ~ + ~) 

A = R( O + q ,  ~ + ~). 

Chacune des int6grales / ,  ~ est suppos6e prise eomme la premiere sui- 
q 

l I l:~ 

vant le therein reetiligne. A ehaeune de ces int~grales est affect~ un 
syst~me de eoupure different, et diff&ent du premier. Posons 
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~ F(t, z) 
¢'(~) = j c;(t, ~) dr, 

t 1 

to 
fl F(t, ~) ¢),(.) = j  ~ , z t ;  

t~ 
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l'6galite pr6e6dente pourra s'6erire 

(1) 

Donnons maintenant ~, z la valeur ~ '+ s'; la fonetion sous le signe 
d'int6gration sera holomorphe ~ l'int6rieur du triangle totlt~, et le th6o- 
r~me de CatJc~IY nous donnera 

(2) #(¢'+ ,') + #,(¢'+ ~') + o~C+  ,') = o. 

Retranchant membre ~ membre les 6galit6s (1) et (2), il vient: 

+ 2iTrR(O + e~, ~ + ~) 

Si maintenant on fait tendre s e t  s' vers z6ro, ehaeune des fonctions 
¢,(z), ~(z) 6rant holomorphe pour z =-~', les deux diff6rences eontenues 
dans le second membre tendent vers z6ro et il vient pour la diffSrence 
eherch6e 

~ ( a r ) -  ¢(N') = 21=R(o, ~'), 

R(O, ~ d~signant le r~sidu de la fonetion F(t, ~) relatif au pSle t = 0. 
~(t, O 

On voit aussi de quelle maniSre dolvent ~tre suppos6s pris les points 
N et N', sans qu'il soit besoin d'insister lb,-dessus; le point N(~'+ s) doit 
~tre tel qu'un observateur pareourant le ehemin reetiligne tot 1 laisse 
sa gauche le point 0 + q eorrespondant. 
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La d6monstration pr6c6dente n'a pas l'avantage, comme celle que 
vous avez donn6e, de n'exiger que des consid6rations 61dmentaires sur 
les int6grales d6finies. Cependant, en raison meme de sa g6n6ralit6 et 
de ses rapports avec le th6o%me de CAUCHY, il m'a sembl6 qu'elle n'6tait 
pas d6pourvue d'int6r~t. 
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