UBER ABELSCHE KOLLINEATIONSGRUPPEN UND IRREDU-
ZIBLE LINEARE SUBSTITUTIONSGRUPPEN.
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in UPSALA.

1. Bei der Darstellung einer Abelschen Kollineationsgruppe durch homo-
gene lineare Substitutionen konnen wir bekanntlich immer die monomiale Ge-
stalt voraussetzen. Wir betrachten allgemein den Fall von #» homogenen Ver-
dnderlichen. Es sei #n=p& pl ... pir die Aufllésung von » in ein Produkt von

Primzahlpotenzen. Die Exponenten a; zerlegen wir in irgend einer Weise in

die Summe
G=@irt+ Qiat - iy
Es sei weiter w;; eine primitive Wurzel der Gleichung

ik
it =1.

Jedem Gliede a:x entsprechend fithren wir fiir die Veriinderlichen ein Index zi
ein, der nach dem Modul p%t genommen wird, und fiir die Kollineationen fiih-

ren wir je zwei solche Indizes ¢ und u;; ein. Eine Variable wird mithin fest-
gelegt durch die Werte der Indizes

211y Frar .-+ Elayy Ba15 -0y B2agy . 0 oy

und in gleicher Weise eine Kollineation durch

t“., tlﬂi “aa t]a” t211 e t2tlg) . .; un, ulg, P ula” ugl, oo Urayy - oo
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Wir schreiben kurz die Variabeln x, und die Kollineationen S, v, Fir

letztere haben wir die Darstellung durch die Substitution

S Lik %ik
(1) Tz = Hwik Lz i
: i, k

Man ersieht unmittelbar, dass die in solcher Weise definierten #? Kollineationen
Si;p u;; eine Abelsche Gruppe darstellen. Sind fiir eine Substitution (1) nicht
simtliche Indizes #; und w;;=o0, so wird, wie leicht zu ersehen ist, der zugeho-
rige Charakter —o0. Hieraus folgt aber nach bekannten Sitzen die Irreduzibeli-
tat der durch die Substitutionen (1) erzeugten homogenen Gruppe. Da die irredu-
zibeln Bestandteile einer Abelschen Gruppe stets in nur einer Veriinderlichen
auftreten, so ist es demnach unméglich die fragliche Abelsche Kollineations-
gruppe durch eine homomorphe Gruppe von homogenen linearen Substitutionen
darzustellen. In der Tat findet man als Kommutator zweier Substitutionen (1)
mit den Indizes &, uix bez. tx, u'ip eine Gleichférmigkeitssubstitution mit dem
Proportionalitidtsfaktor

' tip Wi Vip g
(2) 1% .
i,k

Bezeichnet bei veriinderlichem Index % b; das Maximum von den Gliedern i,

go erhilt man offenbar H p:i' als Ordnung der Kommutatorgruppe.

Wir nennen zwei Kollineationen in Bezug auf einander syeygetisch bez.
azygetisch, je nachdem als Kommutator die Einheitssubstitution auftritt oder
nicht. Hierdurch befinden wir uns in Ubereinstimmung mit einer in der Theorie
der Abelschen Funktionen iiblichen Bezeichnungsweise.

Als Basiselemente der Abelschen Gruppe kann man diejenigen Operationen
betrachteén, fiir welche je eine Zahl ¢ oder w;; = 1, simtliche iibrige aber =0
sind. Die Herstellung einer anderen Basis erfolgt bekanntlich durch lineare
Kongruenzen in den #; und u;;. Dabei miissen immer Syzygien in Syzygien
iibergefiithrt werden, falls man beim Ubergange zu der neuen Basis einen Auto-
morphismus der Abelschen Kollineationsgruppe zu erhalten wiinscht. Die um-
fassendere Kollineationsgruppe, welche letztere Gruppe ausgezeichnet enthilt,
ldsst sich in solcher Wéise als eine lineare Kongruenzgruppe definieren.
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2. Aus den verschiedenen Moglichkeiten die Exponenten a; in Summan-
den zu zerfillen erhilt man die verschiedenen Typen von Abelschen Kollinea-
tionsgruppen der Ordnung #® mit irreduzibeln homogenen Darstellungen in n
Verinderlichen. Wir beschrinken uns doch weiterhin auf den Fall, wo » eine
Primzahlpotenz = p® ist. Will man dann noch voraussetzen, dass die Invarian-
ten der Abelschen Gruppe simtlich unter einander gleich sind, so erhilt man
die Typen aus den ganzzahligen Teilern der Exponent «. '

Als Beispiel wihlen wir »=4. Wir haben dann eine erste Moglichkeit
mit drei Paaren von Indizes z,, z,, ¢, fs, %;, u,, fiir welche o oder 1 zu setzen
ist. Die Operationen (1) bekommen jetzt die Gestalt

(3) xlzl, = (_ I)t, Zl+f222le+uh 2t U+

Im anderen Falle haben wir nur je einen Index 2, {, u, welche aber nach dem
Modul 4 genommen werden. Als Substitutionen (1) erhalten wir

(4) x’z = ¢l? Lztu-

Beschréinkt man hier ¢ und # auf die Werte o und 2, so bekommt man eine
charakteristische Untergruppe vom Typus der Vierergruppe. Untergruppen ihn-
licher Art erhiilt man im ersteren Falle, indem man ein azygetisches Paar von
Operationen (3) kombiniert. Die zugehorigen irreduzibeln Bestandteile sind in
zwei Veriinderlichen. Uberhaupt muss ja eine Kollineationsgruppe mit irredu-
zibler Darstellung in » Variablen mindestens die Ordnung »* besitzen, was in
dem von uns betrachteten Falle von keiner eigentlichen Untergruppe der Abel-
schen Gy der Fall sein kann. Hieraus lisst sich auch erschliessen, dass, falls
die Abelsche Kollineationsgruppe eine eigentliche charakterische Untergrappe
enthiilt, so kann dieselbe nur in ¢mprémstiven Gruppen als ausgezeichnete Unter-
gruppe auftreten.

Wir nehmen aber jetzt an, dass simtliche Basiselemente der Abelschen
Gruppe von der Ordnung p sind, wodurch also die Existenz von eigentlichen
charakteristischen Untergruppen ausgeschlossen wird. Wir schreiben »=p" und
fiihren fiir die Variablen » Indizes 2, 2,, ... 2 und in gleicher Weise fiir die Sub-
stitutionen 2r Indizes ¢, ¢, ... ¢, %, 4, ... u ein, welche simtliche nach dem
Modul p genommen werden. Doch sollen auch in leicht verstindlicher Abkiir-
zung die Variablen x., und die Substitutionen St v, geschrieben werden. Bezeich-

net w eine primitive p:te Einheitswurzel, so hat man fiir S, 4,:
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: Stz
g
(5) Le=0 Loy + uye
Es ergibt sich weiter:
Sy
(6) Sti, Uy Stli, ’ll{',‘:: w ¢ Sti. +t'; up + u'ye

Als Kommutator von 8, ., und Sy, w, erhdlt man demnach eine Gleichférmig-

ketssubstitution mit dem Proportionalititsfaktor

Slyu;— ;)
(7) w?

Zwei Kollineationen heissen mithin syzygetisch oder azygetisch, je nachdem der
zugehorige bilineare Ausdruck

(8) Z(tm'i—t'i u)=o0 (mod p)
oder nicht. . ,

Die durch die Substitutionen (5) erzeugte homogene Gruppe ist offenbar
von der Ordnung p?"+!. Der identischen Kollineation kann ja auch nur eine
Gy bei der homogenen Darstellung entsprechen, da die Koeffizienten p:te Ein-
heitswurzeln sein miissen. Einer Untergruppe G, der Kollineationsgruppe ent-
spricht demmnach eine G,» der homogenen Substitutionsgruppe. Ist p ungerade,
so ist diese G2, die ja Abelsch sein muss, ilnmer nicht zyklisch. Fiir p=2
entsprechen aber einigen Kollineationen Vierergruppen und anderen zyklische
G,, je nachdem A

9) Dt

eine gerade oder ungerade Zahl darstellt. Eine Abinderung der homogenen
Darstellung, so dass die Ordnung 2%"*! beibehalten wird, und sdmtlichen G, der
Kollinea,tionsgrubpe entweder Vierergruppen oder zyklische &, entsprechen, ist
nur fir r=1 moglich. Der Fall von ausschliesslich Vierergruppen ist ja von
vornherein ausgeschlossen, weil dann auch die homogene Gruppe eine Abelsche
Gruppe sein sollte, was mit ihrer Irreduzibilitit in Widerspruch wire. Im an-
deren Falle von ausschliesslich zyklischen G, wire die homogéne Gruppe eine
Hamiltonsche Gruppe. Fiir =1, und nur fiir r=1, gibt es eine Hamiltonsche
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Gruppe von der verlangten Struktur, und zwar die Quaternionengruppe. Die-
selbe wird erzeugt durch die Substitutionen

(IO) x’zzit-'-u(—l)tzxzﬁ-u (Z, t, u=o, I)

und ist als binire Gruppe sehr bekannt. Hieraus folgt, dass, falls simtliche
von der Identitit verschiedenen Operationen der Kollineationsgruppe Go.(r > 1)

in einer umfassenderen Kollineationsgruppe gleichberechtigt sind, fiir die homo-
gene Darstellung der letzteren Gruppe, falls g ihre Ordnung bezeichnet, minde-
stens 4 g Substitutionen erforderlich sind.

3. Als eine Gleichférmigkeitssubstitution ist jeder Kommutator mit simt-
lichen linearen Substitutionen in den p” Verinderlichen vertauschbar. Hieraus
folgt, dass bei einer umfassenderen Kollineationsgruppe, welche die Abelsche

G,er als ausgezeichnete Untergruppe enthilt, der Ausdruck (8) seinen Wert

(mod p) nicht #indert; dies ist eine Verschirfung der schon hervorgehobenen Tat-
sache, dass Syzygien in Syzygien iibergehen miissen. Umgekehrt findet man,
dass einer Substitution in den # und wu;, weleche durch lineare Kongruenzen
(mod p) ausgedriickt wird, ein Automorphismus der Abelschen Kollineations-
gruppe in sich entspricht. Dies sieht man leicht ein, wenn man beachtet, dass
eine Untergruppe der G2, mit lauter in Bezug auf einander syzygetischen Opera-

tionen auch homogen durch eine Abelsche Gruppe ausgedriickt wird und dem-
nach in irreduzible Bestandteile von je einer Veriinderlichen zerlegt werden kann,
wie dies fiir die Untergruppe G, mit siimtlichen u;=o der Fall ist. Aus der
Rolle, welchen der bilineare Ausdruck (8) bei der speziellen Abelschen linearen
Gruppe spielt!, erkennt man jetzt, dass bei der fraglichen Erweiterung die Fak-
torgruppe in Bezug auf die ausgezeichnete Abelsche G 2 eben mit dieser Abel-
schen linearen Gruppe homomorph sein muss.

In dieser Weise erschliessen wir die Existenz einer allgemeinen Klasse von
Kollineationsgruppen tn p~ Verdnderlichen von der Ordnung

(11) Pt —1)pt. L (pP—1)p,

welche eine Abelsche G ar als ausgezeichnete Untergruppe enthdll. Sehr bekannte

! Man sehe C. JORDAN, Traité des substitutions, p. 171 (1870); L. E. DICKSON, Linear
groups with an exposition of the Galois field theory, p. 8g {1go1). Wie der Titel angibt, handelt
es sich bei der letzteren Arbeit um eine Verallgemeinerung der von C. JORDAN behandelten
Aufgabe.
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Beispiele hierzu sind im bindren Gebiete die Oktaedergruppe von der Ordnung
24 und die ternire sog. Hessesche Gruppe von der Ordnung 216. Auch der
Fall n=4 ist von verschiedenen Verfassern eingehend untersucht worden. Die
zugehorige Kollineationsgruppe wurde zuerst von F. Kiein vermittelst linien-
geometrischer Betrachtungen entdeckt. Ihre Ordnung ist 11520. In Uberein-
stimmung mit einer soeben von uns gemachten Bemerkung sind aber fiir ihre
homogene Darstellung 4 .11520 Substitutionen erforderlich. Auch der allge-
meine Fall »=p mit der Ordnung p*(p*—1)p ist der Gegenstand fiir besondere
Untersuchungen gewesen. Die Existenz letzterer Gruppen wurde von F. Krmmv
aus der elliptischen Transformationstheorie erschlossen. Durch ‘entsprechende
Uberlegungen im hyperelliptischen Falle (beim Geschlechte 2) hat im Falle
n=p® derselbe Verfasser die fraglichen Kollineationsgruppen von der Ordnung
p*(p*—1)p*(p"—1)p gefunden.! -

Man darf wohl als wahrscheinlich annehmen, dass die Existenz dieser
Gruppen auch im allgemeinsten Falle dem zitierten Verfasser nicht entgangen
ist, obgleich hieriiber mir keinerlei Veriffentlichung bekannt ist. Den fraglichen
allgemeinen Typus von Kollineationsgruppen finde ich nur in einer kleinen Note
von H. H. Mircuerr behandelt?, der insbesondere die erzeugenden Substitu-
tionen der Gruppen angegeben hat. Wie die Quelle der Gruppen eigentlich in
den ausgezeichneten Abelschen Untergruppen wmit irreduziblen homogenen Dar-
stellungen liegt, haben wir hier hervorheben wollen.

Die Darstellung der Gruppe als nicht homogene und der Faktorgruppe als
homogene lineare Kongruenzgruppe lehrt, dass die Gruppe mit der Faktorgruppe
homomorphe Untergruppen enthiilt. Wir betrachten den besonderen Fall p=2.
Die Faktorgruppe enthilt als Untergruppen mit der symmetrischen Gruppe von
27+2 Dingen homomorphe Gruppen, was mit dem hyperelliptischen Falle des
Geschlechtes » in Zusammenhange steht. Auf diese Darstellung der symme-
trischen Gruppe von 2#+1 und 27+2 Dingen in 2" Veréinderlichen hatte ich
zuerst aufmerksam gemacht.® Dieselbe ist von I. Scrur in seiner grossen Ar-

beit*, wo er das Problem, die symmetrischen und alternierenden Vertauschungs-

! Behufs Litteraturnachweise verweise ich auf mein Referat »Endliche Gruppen linearer
Substitutionen» in der Encyklopidie der mathematischen Wissenschaften. ‘
: ? MITCHELL, On some systems of collineation groups, Bulletin of the American Mathemati-
cal Society XX, p. 134—138 (1913).

3 Math. Ann. 52, p. 243 (1899).

* Scaur, Uber die Darstellung der symmetrischen und der alternierenden Gruppe durch
gebrochene lineare Substitutionen, Journal fiir Mathematik 139, p. 156 (1911).
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gruppen durch irreduzible lineare Substitutionsgruppen darzustellen, /vollstéindig_
lost, als »besonders interessant> charakterisiert. Fiir die symmetrische Gruppe

n—1
von n Dingen ist iu der Tat, wie ScHur nachweist, 2[—‘7] die niedrigste Grad-
zahl fir eine Darstellungsgruppe durch nicht homogene lineare Substitutionen
der Art, dass die homogene Gruppe mindestens doppelt so viele Substitutionen
erfordert. Dags trotzdem diese Darstellung der symmetrischen Gruppe als Unter-
gruppe in einer viel mehr umfassenden Kollineationsgruppe auftritt, muss doch
das zugehorige Interesse wesentlich erhéhen.

Bemerkungswert ist weiter, dass bei der in Rede stehenden Darstellung der
symmetrischen Gruppe von 27-+1 Dingen die 'entsprechende der alternierenden
reduzibel wird, so dass man fiir die alternierende Gruppe von 2++ 1 Dingen eine
Darstellungsgruppe in 2"—! Verinderlichen erhiilt. Wichtige und bekannte Bei-
spiele hierzu sind die binire Ikosaedergruppe und eine mit der alternierenden
Gruppe von 7 Dingen homomorphe quaterniire Kollineationsgruppe. Es ist wohl
zu vermuten, dass, wie in den erwihnten Beispielen, diese Darstellungen der
alternierenden Gruppe nicht zu umfassenderen endlichen Kollineationsgruppen
mit Beibehaltung der Anzahl 27—! der Veriinderlichen erweitert werden kinnen.

4. Es bezeichne jetzt H die Abelsche Kollineationsgruppe Gar, G die Er-

weiterung und G/p die Faktorgruppe. Ist p ungerade, was wir in dieser Nummer
annehmen wollen, so besitzt G/y eine invariante Operation von der Ordnung 2,
der Substitution '

(r2) imm—t; u'iy=—u; (=1, 2,...7)

entsprechend. G enthillt dann mithin eine ausgezeichnete Untergruppe H, von
der Ordnung 2p*", welche H umfasst. Wenn man den Fall r==1, p=3 ausnimmt,
ist die Faktorgruppe G/g, eine einfache Gruppe. Bei einer irreduziblen Darstellung
von G/ durch homogene lineare Substitutionen kann der invarianten Operation
(12) nur entweder die Identitit oder eine Gleichférmigkeitsubstitution mit dem
Faktor —1 entsprechen. Im ersten Falle ist die Darstellungsgruppe mit G/g, homo-

V.
morph. Nun kennt man aber solche irreduzible Darstellungen sowohl in P 5 !

als

b : ! Veriinderlichen. Dabei ist in beiden Fillen die Kollineationsgruppe
mit G/g, und ebenso die homogene Substitutionsgruppe bei der Darstellung mit

ungerader Gradzahl, dagegen die andere homogene Substitutionsgruppe mit G/x
27—25389. Acta mathematica. 48. TImprimé le 27 février 1926,
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homomorph. Fiir r=1, 2 sind diese Kollineationsgruppen durch F. Krrin lingst
‘bekannt. Fir den allgcemeinen Fall hat MitrcneLn in der schon zitierten Note
die Existenz auch dieser beiden Typen von Gruppen nachgewiesen. Dies gelingt
sehr einfach, indem zunichst, wie wir schon hervorgehoben haben, G Unter-
gruppen vom Typus G/ enthiilt. Eine solche enthilt ihrerseits eine ausgezeich-
nete Operation von der Ordnung 2, wobei die Variablen sich in zwei Systeme

p+1undp’”—1
2 . 2

von je anordnen lagsen, so dass die zugehorigen Multiplikatoren

gich als * 1 bez. ¥ 1 erweisen. Diesen beiden Systemen von Variabeln ent-
sprechend muss sich die mit G/ homomorphe Untergruppe von G in zwei
irreduzible Bestandteile zerlegen.

In dieser Weise erhilt man die Mehrzahl der mehr eingehend behandelten
Kollineationsgruppen, welche nicht schon den in der vorigen Nummer besproche-
nen Typén angehSéren. Wenn man r>1 annimmt, ist hier besonders der Fall
r=2, p=3 zu bemerken, wobei es sich um Darstellungen im quaterniren und
quindren Gebiete von einer einfachen Gruppe von der Ordnung 25920 handelt.!

" 5. Die Untergruppen der Abelschen Gruppe H von gegebener Ordnung p°
zerlegen sich nun in verschiedene Typen je nach den Eigenschaften von Syzygie
oder Azygie, welche ihre Operationen in Bezug auf einander besitzen. Diesen
Typen entsprechen, wie sofort zu ersehen ist, verschiedene Systeme von unter
sich gleichberechtigten Untergruppen der Faktorgruppe G/y oder G/u,. Eine
Syzygie wird ja durch die Bedingung

(13) Z (tu'; — tiu) =0

charakterisiert. Wenn hier ¢, u; eine G, durchliiuft, so muss offenbar t';, u';
einer G,or—, angehoren. Die Untergruppen G, und G,r—. sind also paarweise

einander zugeordnet, so dass die Operationen der einen Gruppe in syzygetischem
Verhiltniss zu denjenigen der anderen stehen. Hierbei kann es aber verschiedene
Mbglichkeiten beziiglich der gemeinsamen Untergruppe geben. Ist »=r7, so er-

hilt man hierdurch [v_—;—_{] Typen von Gp"' und Gpg,-_.,. Zunichst konnen nim-

lich simtliche Paare von Operationen der G, 1 gegenseitigem syzygetischen

1-Man sehe die grosse Abhandlung von H. BURKHARDT, Untersuchungen aus dem Gebiete
der hyperelliptischen Modulfunktionen, Math. Anu. 36, 38, 4I.
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Verhiltniss stehen. Ist dies nicht der Fall, so hat man in der Gpv eine Unter-

gruppe von der Ordnung p*® mit in Bezug auf einander azygetischen zyklischen
Untergruppen. In der G, ist dieser G, eine G, zugeordnet, welche, von der

Identitit abgesehen, ganz ausserhalb der G, liegt. Sind nun nicht simtliche
Operationen der G ,—» mit simtlichen Operationen der G, syzygetisch, so kann

man jetzt in der érsteren Gruppe eine Gy bestimmen, welche in Bezug auf einan-
der azygetische zyklische Untergruppen enthilt u. s. w. Die Moglichkeiten sind
mithin, dass die Operationen der Gpv, welche sich in dieser Gruppe durchaus

syzygetisch verhalten, entweder die Gpv selbst oder eine Gpw_gr (r=I,...[Z])

2
erfiillen.
Die Anzahl der Untergruppen lisst sich in den verschiedenen Fillen ohne
Schwierigkeit berechnen. Fiir Gruppen G, deren Operationen sich durchgehends

in Bezug auf einander syzygetisch verhalten, bekommt man die Anzahl

p21'_1 p2r—2_l p27—2w+2__1

(14) i
also fiir v=» ‘
(15) (pr+1)(p+1)-(pt+1).

Fur y=r=2 erhilt man

p —I

(16) B+ 1)+ )=

oder die gleiche Anzahl wie diejenige der Untergruppen G,. Setzt man hier
noch p=3, so bekommt man zwei verschiedene Systeme von Untergruppen der
in der vorigen Nummer besprochenen einfachen Gass vom Index 4o.

Fiir r=2 treten die G, vom azygetischen Typus paarweise auf, indem die
Operationen der einen Gruppe sich in Bezug auf diejenigen der anderen syzyge-
tisch verhalten. Man erhiilt p?(p®+1) Untergruppen G von diesem Typus, also

(17) P )

einander zugeordnete Paare. Fiir p=3 ist letztere Zahl =45. Dies ergibt einen
dritten Typus von Untergruppen der einfachen Gasee, und zwar vom Index
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45." Diese drei Systeme von Untergruppen der Gasgs waren schon C. Jorpaw
bekannt.

Fiir p==2, r=3 werden die 63 von der Identitit verschiedenen Operationen
der Abelschen Gruppe H durch die 63 Steinerschen Komplexe von Berithrungs-
kegelschnitten einer allgemeinen ebenen Kurve vierter Ordnung veranschaulicht.
In Ubereinstimmung mit (14) hat man auch 315 syzygetische Tripel und 135
syzygetische Septupel solcher Komplexe. Als allgemeine Formel fiir die Anzahl
azygetischer G erhilt man

— p2r_, 1.
(18) P ZFT’

die Anzahl azygetischer Tripel von Steinerschen Komplexen ist auch, dem ent-
sprechend, 336. '

6. Mit dem Falle p=r—2, also der quaterniren Guiise, wollen wir uns
etwas mehr eingehend beschiftigen und dabei auch die zugehorige geometrische
Konfiguration in Betracht nehmen, welche in der Tat, ebenso wie die Oktaeder-
konfiguration oder diejenige der neun Wendepunkte einer Kurve dritter Ordnung,
besondere Beachtung zu verdienen scheint. Die von der Identitéit verschiedenen
15 Operationen der Abelschen Gruppe H lassen die Punkte je zweier windschiefen
Geraden invariant, und es handelt sich demnach im wesentlichen um die Kon-
Siguration dieser 15 Geradenpaare. Zwei in Bezug auf einander syzygetische Li-
nienpaare schneiden einander, so dass ein geschlossenes Vierseit gebildet wird,
und zwei azygetische verlaufen windschief. Den 15 syzygetischen G, entsprechen
15 syzygetische Tripel von Geradenpaafen, und ein solches Tripel wird von den
Kanten des Koordinatentetraeders gebildet. Das einzelne Linienpaar wird von
6 anderen getroffen, so dass dasselbe in drei Koordinatentetraedern Teil nimmt,
und ist in Bezug auf die 8 iibrigen windschief. Ebenso entsprechen den 20
azygetischen G, eben so viele windschiefe Tripel von Linienpaaren. Letztere
sind einander paarweise zugeordnet, so dass die 6 Geraden des einen Tripels von
denjenigen des anderen getroffen werden. Dies bedeutet, dass die beiden Tripel’
von Linienparen den Erzeugendensystemen einer Fliche zweiter Ordnung ange-
horen miissen. Den 10 Paaren von azygetischen G, sind mithin 1o Flichen

! Bei der Fliche dritter Ordnung wird dies System von Untergruppen durch die 45 Ebenen
durch drei gerade Linien illustriert. Mit dem obigen Ausgangspunkte sind die beiden Systeme von
Untergruppen, welche den 27 geraden Linien bez. 36 Doppelsechsen der Fliche entsprechen, nicht
so unmittelbar zu definieren. Man vergleiche hieriiber die zitierte Arbeit von BURKHARDT.
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zweiter Ordnung zugeordnet. Eine bekannte Eigenschaft dieses Systems von
Flichen zweiter Ordnung ist, dass je zwei von denselben einander immer in 4
gerade Linien schneiden. Dies hat seinen Grund in der leicht erkennbaren Tat-
sache, dass bei zwei verschiedenen Paaren azygetischer (,, immer je eine G, des
einen Paares mit je einer G, des anderen Paares eine G, gemein hat. In der
Tat hat man auch, den 9 anderen Paaren von Tripeln entsprechend, g Moglich-
keiten ein Paar des einen Tripels mit einem Paare des anderen Tripels bei einem
bestimmten Paare azygetischer Tripel zu kombinieren.

Bekanntlich ist die Faktorgruppe der Giisee in Bezug auf die Abelsche Gy
mit der symmetrischen Gruppe von 6 Dingen homomorph, und dies, auf Grund
einer besonderen Eigenschaft dieser Gruppe, in zwei Weisen. Nach den verschie-
denen Zerfillungen von 6 Dingen in 2+4 bekommt man zweierlei Moglichkeiten
von Untergruppen dieser Gruppe vom Index 15. Diese lassen ihre Spur bei der
ausgezeichneten G, in den 15 von der Identitit verschiedenen Operationen,
bez. den 15 syzygetischen Tripel. Es ist in der Tat auch mdglich die fraglichen
15 Operationen i der folgenden Weise je durch zwei Indizes ¢ und 8 zu bezeichnen:

I. o und B sind von einander verschiedene Zahlen der Reihe 1,2,...6,.
und es ist s.g=sg.. ’

2. Zwei Operationen s,g und s, sind syzygetisch, wenn beide Indizes o, 3
von beiden Indizes «,, B, verschieden sind, im anderen Falle azygetisch.

3. Das Produkt von zwei syzygetischen Operationen s,g und sup, ist sup.,
wo @, und 3, die noch iibrigen Indizes bedeuten, und das Produkt von zwei azy-
getischen Operationen s.s und s.p, ist sgg,.

Nach diesen Vorschriften finden wir fiir ein beliebiges Produkt su.gse,p, - - -

se s die Identitidt, falls simtliche Indizes 1, 2, ... 6 entweder eine gerade oder

B
(dil4
ungerade Anzahl von Malen vorkommen, sonst aber s,s, wenn y und J eine ge-
rade bez. ungerade Anzahl von Malen auftreten, und die iibrigen 4 Indizes sich
in der entgegengesetzten Weise verhalten. Als Beispiel von einem syzygetischen

Tripel hat man dann:

8125 5345 Sse

und von einem Paare azygetischer Tripel:

S125 S13> Seg; Su55 Ss6> Sse-

In dieser Bezeichungsweise ist unmittelbar ersichtlich, dass man in 6 Weisen
azygetische Quintupel, wie
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S125 S135 S145 S15> S18

erhilt. Geometrisch wird also das eine System von 6 gleichberechtigten Untergrup-
pen der Faktorgruppe durch diese 6 Systeme von je 5 in Bezug auf ernander wind-
schiefen Geradenpaaren veramschaulicht.

Der anderen Moglichkeit von 6 gleichberechtigten Untergruppen entsprechend,
hat man zwei verschiedene Arten von Beziehungen zwischen zwei syzygetischen
Tripeln, welche als syzygetisch und azygetisch bezeichnet werden konnen. Dabei
wird jedesmal durch zwei gegebene ein dritter Tripel eindeutig bestimmt, so dass
es sich auch hier um syzygetische und azygetische Tﬂpel handelt. In syzyge-
tischer Beziehung stehen zwei Tripel zu einander, wenn sie ein Geradenpaar
gemein haben, wie

S125 S34s Sz65 S125 5355 Sa6-

Dieses Greradenpaar gehort dann noch zu einem dritten Tripel, wie im gegebenen
Beispiele

S12, S35 Sa5-

Ein syzygetisches Tripel von Tetraedern hat also ein Geradenpaar gemein und
ist mithin einer einzelnen Operation der G, zugeordnet.

Bei zwei azygetischen Tetraedern wird jedes Linienpaar des einen Tetrae-
ders durch ein Linienpaar des anderen getroffen, und in dieser Weise erhilt man
drei geschlossene Vierseite. Als drittes Tetraeder im azygefischen Tripel tritt
nun dasjenige auf, welches diese drei Vierseite zu Tetraedern vervollsténdigt,
welche ein beigeordnetes azygetisches Tripel bilden, wie es ja auch zu erwarten
war. Als Beispiel gehen wir aus von

S125 534> Ss65 S18>.525 Sse-
Die Vervollstindigung geschieht durch
$165 S24» Sgs-
Als beigeordnetes azygetisches Tripel erhélt man

. . ; 2
S125 S465 5355 S345 So55 S167 S560 S135 Sea-

! Diese Systeme gehoren je zu den 6 nach F. KLEIN im Zusammenhange mit der G54,
stebenden linearen Komplexe.

2 Man bemerke, dass die hier nicht eingehenden Oparationen $,,, S5, 8,55 S23, S26, Sg¢ €iD
azygetisches Tripelpaar bilden, dass also eine Zuordnung zwischen den beiden Arten von azyge-
tischen Tripelpaaren besteht.
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Offenbar hiitten wir hier auch wie im vorigen Fall den einzelnen Tripeln
zwei Indizes o, 8 beilegen und daraus die Existenz von 6 azygetischen Quintupeln
erschliessen konnen. Als ein solches System geben wir:

S12> 8345 Ss6> S18y Se5y Sa65 S14y S26- 355 S15y 245 S365 S165 S285 Suss

und die 5 iibrigen erhilt man, wenn man etwa 1 der Reihe nach mit den 3
anderen Indizes transponiert. Mit den 6 Miglichkerien die 15 Geradenpaare in 5
Tetraeder zu zerlegen hdngt also die andere Klasse von Untergruppen vom Index 6
zusammen.

Wir mochten noch auf die Eigentiimlichkeit aufmerksam machen, dass, falls
man ein azygetisches Quintupel nebst der Identitit mit einer ausserhalb derselben
befindlichen Operation kombiniert, so resultiert ein azygetisches Tripelpaar. Da
man mit 10 Operationen kombinieren kann, so erhilt man in dieser Weise aus
einem Quintupel sidmtliche 10 Tripelpa,a,reJ Geht man z. B. vom Quintupel

S12, S135 S14 S15) S16

aus und kombiniert mit s,;, so ergibt sich das Paar

S23s 135> S12° Sser Saer Su5-

Dies steht mit Verhéltnissen bei beliebigem » und p=2 in Zusammenhang, auf
welche wir doch hier nicht eingehen wollen.



