SUR LES FONCTIONS INDEFINIMENT DERIVABLES.

PAR

S. MANDELBROJT.
4 PARIS.

Introduction. — Enoncé du théoréme fondamental.

Nous donnons, dans ce mémoire, un théoréme concernant les fonctions in-
définiment dérivables, les plus générales, définies dans un intervalle fermé, borné.
Nous démontrons notamment que toute fonction indéfiniment dérivable peut,
dans un tel intervalle, étre décomposée en une somme de deux fonctions dont
chacune appartient & une classe quasi analytique.

Nous disons qu'une fonction f(z) indéfiniment dérivable, dans l'intervalle
fermé [a, b], est du type fortement quasi analytique, si, en posant m, = max|f™(z}|,

(@ <x<1b), la série ZTL diverge. La classe {m,}; de fonctions indéfiniment
Vi,
dérivables sur I=a, ], (& chaque fonction ¢ de cette classe correspond une
constante 2 > o0 telle que les inégalités |p» (z)] <A"mn, (a=<=2x<b; n=1)
ont lieu) est alors une classe quasi analytique. La quasi analyticité d'une telle
classe serait en effet déjd assurée par la .divergence de la série ZTFI*—’ ol
Vg

Mn & le sens suivant: on pose pour 7 >0 et pour les entiers positifs »

T

T (r) = borne —>

n=1 Wiy

7/"‘
My = IAX 5.

r=0 T(’")

1 Voir la note au bas de la page 25.
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C'est pourquoi nous ajoutons l'adverbe «fortement>.

Le théoréme fondamental du Mémoire s'énonce de la maniére suivante:

Théoreme fondamental. Toute fonctron indéfinement dérivable dans un inter-
valle fermé (a, b] est, dans cet intervalle, la somme de deux fonctions du type forte-
ment quast analytique.

Nous en tirerons plusieurs conclusions.

Les résultats de ce Mémoire ont été énoncés dans une Note aux C. R.
de I'Académie des Sciences de Paris.! Toutefois, le théoréme fondamental y est
énoncé sous une forme un peu moins précise que celle que nous lui avons

donnée dans ce Mémoire.

1. Quelques considérations préliminaires.
Soit F'(x) une fonction indéfiniment dérivable dans l'intervalle fermé [—1, + 1].
Ty (x) désignant le polynome de degré »
cos (n arc cos ),

on peut mettre I'(x) sous la forme

= <]
(1) F ()= D\ an Tu (),
n=>0
cette série, ainsi que ses séries dérivées, étant uniformément convergentes dans
Uintervalle [—1, + 1.
Posons pour » =1

<1

S(r) = max

1
l=n=r Mn

ot My=max |[F"(z)], (—1=<=zx=< 4+ 1).
1l exvste une constante numérique A > 2 telle qu'on a, pour toutes les valeurs
entiéres n > A

1 (. R. de I'Académie des Sciences de Paris (T. 208, 1939 p. 1780).
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(2) lan] < ——
s{”
(3)
Posons en effet x = cos 8, et

¢ (0) = I(cos 6) = > an cos nf

n=0

@p (0) = I'®) (cos 0) = D) a?) cos n0,

n=0

(ot FP (x) désigne la dérivée p° par rapport i x).
En partant de 1'égalité

(3) @p (0) = — sin 0 @p41 (0) = — sin 6 F2+V (cos 0),
(la dérivée du premier membre étant prise par rapport a ), on voit immédiate-
ment que
P I o . I .
sin @ ) al?*V cos n = 5 D) (alrtl) — alpi) sin 26 + ;ao(p“) sin 6
n=0 n=1

w0
:Z aP nsin nf,

n=1

ce qui donne pour n = 2
(4) ) =

On a, d’autre part, pour » =1

27

27
aﬁt‘”=:~rfg)q(0) cos nbdl = -—”—Infgo;((?) sin n0da,
0 0

et, en tenant compte de I'égalité (3), on peut écrire

2 Mq+1

n

() lal] <

1 Jai démontré dans mon livre Séries de Fourier el classes quasi analytiques de fonctions

)

quasi analyliques de fonctions (en russe) (Leningrad, 1937, p. 69).

(Paris 1935, p. 100) Vinégalité |an| < I/inégalité (2) est démontrée dans mon livre Classes

3—39615. Acta mathematica. 72. Imprimé le 30 novembre 1939,



18 S. Mandelbrojt.

Les relations (4) et (5) donnent, pour n > 2, 1 <p<n-—1

(p—1) IS |a£f_’)_p|+|a;’ip+2 < Mp.q.l ( I + I ) < 2Mp+1 .
=P 2 —p + 1) n—p+1\n—p n—p+2 (n—p)(n—p+1)

En combinant cette inégalité avec 1'égalité (4) (en y remplacant p par p — 2)
on évalue les coefficients a/?~? ete. On trouve ainsi, aprés p opérations sem-

blables (en posant B = borne [pi' e—p]p),
; P!

(n—p—1)! __2Bert? _ AP M
(2’) |Cln| < 2 Mp+1 nl = P pt1 = Wﬂdp

) (I S]’)S?’l*—l)

On a, par conséquent, pour n = A (A constante > 2):

AT M, . Av
(2) |an| = min g =< min 4 Mg: I .1

= n? nl n
I=g=n 1=¢< " S|—
A

Indiquons quelques propriétés de la fonction S(r). — Il nous suffit de sup-

poser que tous les M, sont positifs.®

k
Désignons par n(r) le plus grand entier positif & <<, tel que S(r)= ]l;[—;
k

) (. . . .
on a S(r)= ST (r)=<r. S(r) est évidemment une fonction strictement crois-
n{r)
sante de r; la fonction n(r) est une fonction croissante de r, car si pour

r,>7r on avait n(r,) < n(), on aurait MP—nr) = =) = 20 wact 3 dive
1 1 9 1

7(ry)

ATM M,
! De Tinégalité (2') résulte seulement |, | < min L, mais on a aussi |g,|= 2 M, _4AM, )
2<g=n W n n
car
2 27 2n
= 1! -1 ’ i 1 in g 0FCS Doos nodn, et
an—ﬂfw(ﬂ)cosn0d0~— wnf(p (0) sin n0d0—nnt[s1n ] (cos 0) ,
0 0 ’ 0
dFicos O] ., -
| dleos g) | 1 @1 = M

® D'ailleurs lorsque M, = o, pour n assez grand, F(x) est un polynome et le théoréme fon-
damental devient trivial. Nous pouvons done supposer dans la suite, que M, >0, (n=1,2,...).
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< g (1) n{r)
AR S (r), avee n(r) <r <, contrairement & la définition de S(r).
Muwy = Mawy
On en tire immédiatement que S{r + o) = S{r), n(r + o) = n (7). On a

log S(r) =mn(r)log r — log Myu(). Comme #(r) prend des valeurs entiéres posi-
tives croissantes, on voit que, dans tout intervalle [1, L], (L > 1), S(r) ne pos-
séde qu'un nombre fini de discontinuités, et il n'existe quun nombre fini de
points, dans cet intervalle, ol S(r) n’est pas dérivable; S(r) posséde une dérivée

=),
,

& droite en chaque point: [log S(»)]} = On a par conséquent, quelle que

soit la valeur de r,(= 1) ou S est continue, et pour » < r,

(6) log §(r) — log S(r)) + fnT(t)dt + fd Vo),

7o To

ot -le dernier terme est une intégrale de Stieltjes correspondant a une distribu-
tion discréte de masse positive, placée d’ailleurs dans les points ot S est dis-

continue.
M, M, M,

o vy P ’ 2 (1) = . i
AN Mp—l) pour que n(r)=p. On voit

ainsi que 7 (r) tend vers l'infini avec 7.

11 suffit que » > max(

2. Démonstration du théoréme.

Choisissons r, de sorte que n(ro) = 2, log S(ry) > o, et posons m (r)=n(r)—2z,
pour » =17, et m(r)=o0 pour »r <7, On a évidemment

o ; ! r2 "
log §(r) = 2 log (;—0) +f@¥dt=zlog(;—) +fm7(tt—)dt,
0
0 0

m ()]
( )] » On a pour 7 =7,

et, en posant N(r)=FE [

) log ()= 2 log () + fN an,

! Ex désigne la partie entiere de x.



20 S. Mandelbrojt.

N(t) étant une fonction prenant des valeurs entiéres positives tendant vers I'in-

fini en croissant.
Désignons maintenant par f,, ¢, ¢, ... une suite de nombres croissants véri-

fiant les relations suivantes:
t() =0, tq+1 > atq

(8) f%@dt | (¢ = 1)

t(]——l

log t; — log t4—

> tq—.l

ol a est une constante > 1. Ce choix est possible car N(f) tend vers l'infini
en croissant!. Définissons maintenant les deux fonctions N, (¢) et N,(¢) de la

maniére suivante:

Posons d’abord
¢

q
WAURY
t
— tg—1
(o) N,=E et Tog Fs.
et
N('}‘), Si t2q = r << t2q+1
Nl(’”) = . => o)
N2(0+1)a 81 fage1 =1 < bagqr1)
(10)
Nr), si toge1 =7 < targ+), (q=o0) et si o=<r<t
N, (r) =
2 Nogr1, si fog = < tag41 (g =1).

Définissons les fonctions 7'(»), Tt (r), Ti(») de la maniére suivante:

1 En effet si ¢ (x) est une fonction positive qui croit indéfiniment avee x (> o) il suffit que

A soit assez grand et que izgz soit assez petit pour qu’il résulte de l'inégalité évidente, ou
B>4a>o0:
; ® ; ®
f lat f Trat
loZﬂ—loga>ligﬁ—log « = 9ta) [‘ - hg,gl‘—oilig“a] ’

que le premier terme de cette inégalité est aussi grand qu'on veut.
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log T(r)sfl%t)dt,

(11) log TT(?')zj‘Nl—tm dt,

0

log T;‘(i‘)=‘/'N—i;f(t—)dt.
0

Tout comme la fonction N(r) les fonctions N, (r), N,(r) qui prennent, elles aussi,
des valeurs entiéres = O, tendent vers l'infini en croissant. En nous bornant &
la fonction N;(r) on vérifie immédiatement ces propriétés dans les intervalles

(tgq, fgq+1); mais dans (t2(]+1, tg(q+1)) on a
(12) N, (1) = N, (tag+1) = Naggr1) = N (fag+1),

ce qui prouve que N,(r) a les propriétés voulues pour tout » =o0. On le dé-
montre de la méme maniére pour N, (7).

On a, dans chaque intervalle (t2,, tag+1) : T (r) < T'(r), et dans chaque inter-
valle (tagr1, tagrn): To(r) < T'(r). Démontrons I'inégalité concernant 7% (r). On a,

en effet, lorsque #:q < r < fag4+1

r i {3
log Tf(r):fN__‘t(t)dth—Nt(—t)dtJr N, log (%) +fll7;—t)dt+
1
0 0 1y

o [N,

taq

2

+ Ngq IOg‘ ( e
t2q-1

et comme, d’aprés (9)

tp
N., log (ﬂ’—) < f%@dt,

t?p—l
t:Zp—l
on voit que

log T (r) = fgt—(t—)dt:log 7).
0

On démontre de la méme maniére Vinégalité concernant 717 (r).
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Nous allons maintenant démontrer que

a; s . > £ "
(i) [lox 1 md,.:flog G
J r /s
1 1

Démontrons, par exemple, que la premiére intégrale diverge. Si

tzq_l =r < tzq,

- .
lOg _T* N1 dt = J\ ()d (tzq 1) lOg’ ( r )=N2qlog ( ! )v
t2gq—1 2 g—1

t9g—1

et, en posant ¢ = » on a d'aprés (8)

2qg—1

lag tyg

7.2 tz g—1 T2
1

L log ( 2 ) g
jlogl ()d7ﬂ>qu mkd,.:yﬂ LOg_’dz:b>o
? )
thg—1- tyg—1

ot b est une constante, ce qui suffit, bien entendu, pour démontrer notre as-

sertion.
Voila comment nous allons maintenant effectuer la décomposition de la

fonction F'(x 2 an Tn(x). Définissons les deux suites b, et c,, (R =0, 1 ...),

de la maniére sulvante

bn:{ﬂn, si AVtgq S’l’Z<AVt2q+1 }(QZO)
0, si AVtygr1 =n< AV
(14)
{ an, si A Vt2q+1 =n < AVt2 (q+1) }
Cn = (g=0)
0, si AVtya<=n< AV,
et posons

= i by T (x0)
(rs) "
= Z en T (2)

n=0

N
3 S
8 &
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On a évidemment
(16) F(x)=F,(x) + F,(x).

Nous allons démontrer que chacune des deux fonctions I, (x) et F:(x) est
du type fortement quasi analytique dans [— 1, + 1].

Nous ferons la démonstration pour F,(z). Elle est analogue pour F,(z).

On a d'aprés (2), (7), (11), (14) et V'inégalité T'%(r) < T'(r), valable dans tout
intervalle {faq, fog+1), lorsque n > A

I

0] <

4

A2
On a, d'autre part, dans [— 1, + 1}, pour 1 <p <n
e \?
el = (5)
On peut donc écrire:

A . a( 7, L 'S i——
Pl = 3 IlTe el = (nf (S) 3 7
= nz=p N Tl Zg_

® 2 e
< (Ary)? (e)p (Z _12_) max Lpe— =< CP max 4

nx=p w [ n=p e n ?
o (A) = [(A)]

r?
< C?max = CP M,*
e TT0) y
ou C > o est une constante.
On remarque que 'inégalité
P
18 M, = max — —, >
(19) p=max i (0=1)

implique pour les valeurs 7, telles que N, (1) > o, 1'égalité

1 Les différentes étapes de (17) prouvent, d’'aprés ce qui précede, que | KPP ()] < CP lej,
lorsque p > A. Mais en augmentant éventuellement la constante C cette inégalité devient aussi
valable pour 1 < p =< 4.
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s
1 Ii(r) = .
(19) 1) = max 3
En effet l'inégalité
3
max — < T%(r
o=1 My~ )

est évidente d’apreés (18); mais on peut aussi écrire

rd 4 9Ny (r)
(20) mAX gy T WAX e E T N
=
9 7 max max

0=0 11*( ) 0=0 lv*( )

et comme lorsque g, > g, on a

o[ 20 ] = o [ €] o .~ f X,
R R

on voit que le premier membre de cette inégalité est compris entre les deux

quantités

3,() = , (el og (%) et 13,0~ N le og (%),

9

et 'expression

reste constante lorsque N,(¢) = N,(r), crolt lorsque N, (o) < N,({r), et décroit
lorsque N; (¢) > N;(r). On a par conséquent:

gNl (r) 7-N1 (r)
maX w7y = !
e=0 Tile)  TI7(r)

et, en tenant compte de (20), on a bien

99
max = T*(y),

o ML

et I'égalité (19) est ainsi démontrée.
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En remarquant maintenant, que, d'une maniére générale, quelque soit p > 1,
et quelles que soient les deux quantités », >+ >0, on a

(0= Ny og (22) = tog [ ats| ~ 108 [ s | < 10— Wi o (2):

on voit que, si on range les valeurs que prend la fonction N, (r) par ordre crois-

sant: n, <my, <my << -0 et sl =p =
X

p il

My = 5

b ®

T:(r)

ou 7’ est la plus petite valeur de r telle que N, (r)= n;41, et que

(21) log Mpi1— log M, =log 7,

si m=p<p+1=my. Ainsi la différence (21) croit avec p, ce qui prouve
que log M, est une fonction convexe de p, c’est 4 dire

o= xp
Y =S MITTPMYTE, (p<x<yg).

Ainsi, en résumé

oy () — i
1°) Tl(r)—lgngz.)

2°) log M}, — fonction convexe de p

3°) f_log ﬁﬂdrzoo.

1

Ces trois conditions impliquent, comme on sait, la divergence de la série

Ainsi la fonction F,(x) est du type fortement quasi analytique.

! Voir mon livre cité plus haut Séries de Fourier et classes quasi analytiques de fonctions
{p. 75). Ceci résulte d'ailleurs immédiatement des recberches de M. Ostrowski sur la guasi ana-
Iyticité (Acta mathematica t. 53, 1930). ’
&

4—39615. Acta mathematica. 72. Imprimé le 30 novembre 1939,
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La fonction F,(x) l'est également, et nous avons pu décomposer F(x) en une
somme de deux fonctions du type fortement quasi analytique.

Notre théoréme est ainsi démontré pour l'intervalle [—1, +1j.

Il suffit maintenant d’appliquer une transformation lindaire pour voir que

le théoréme est vrai dans le cas général.

3. Sur un probléme de M. Carleman.

M. Carleman a posé dans son livre sur les fonctions quasi analytiques, un
probléme intéressant qui, avec la terminologie que nous avons adoptée dans
Iintroduction, peut se formuler ainsi: peut-on affirmer que deux fonctions du type
Jortement quasi analytique, dans un intervalle fermé, dont toutes les dérivées (ainsi
que les fonctions elles mémes) coincident en wun point, sont tdentiques?*

M. San Juan a donné & cette question une réponse négative.? Il a notam-

ment démontré que la fonction

-

@ (x)= f 7 sin 14/5 e—*tdt, (xr=o),
[}
dont toutes les dérivées sont nulles a lorigine, est la somme de deux fonctions
@, (x) et @,(x) du type fortement quasi analytique dans l'intervalle {0, ). Les
fonctions ¢, et — ¢, répondent done, par la négative, a la question de M. Carle-

man. Les fonctions ¢;, (¢ =1, 2) sont de la forme

®*

@i(r) = fai(x) sin Viestdt, (=1, 2),

0
4_
ol a,(t) + a;(t) = ¢ 't, et en chaque point ¢ une des deux fonctions « est nulle.

Mais le théoréme fondamental que nous venons de démontrer permet de
répondre a la question de M. Carleman d’une maniére plus large. Appliqué aux
fonctions dont toutes les dérivées s'annulent en un point de lintervalle [a, b],
ce théoréme s’énonce, en effet, de la maniére suivante:

Toute fonction, non identiquement nulle, indéfinement dérivable dans un intervalle
la, bl, et que sannule, avec toutes ses dérivées, en un point x,(a < x, =< b) est la
différence de deux fonctions du type fortement quast analytique qui coincident ainse

que toutes leurs dérivées en x,.

! Voir le livre de M. Carleman Les Jfonctions quasi analytiques, (Paris 1926, p. 77).
! Sans Juan. C. R. du Congrés des Mathématiques d Oslo (T. 2, 1936, p. 94).
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4. Généralisation du théoréme fondamental donnant les conditions de quasi
analyticité,

Soit {4.} une suite de nombres positifs. Posons

r’n
Tr)= bzge .
- r
A= W)

Le théoréme de MM. Denjoy-Carleman peut s'énoncer de la maniére sui-
vante:l Une condition nécessaire et suffisante pouwr que la classe {An}r soit quast

analytique dans un intervalle I = [a, b] est que la série

(22) p '

VA,

sott divergente.

Autrement dit si deux fonctions appartenant a {A.}; coincident avec leurs
dérivées en un point z, de [a, 0], elles coincident partout dans [az, b]. Ou en-
core toute fonction de {A.}r qui s’annule, avec toutes ses dérivées, en xz, est
identiquement nulle. Par contre, si la série (22) converge, on peut construire une
fonction appartenant & {A4.}r qui s’annule, avec toutes ses dérivées en un point
donné z, de [a, b] et qui ne soit pas identiquement nulle dans cet intervalle.
Ou encore, on peut construire un couple de fonctions (et, bien entendu, une in-
finité de fonctions) qui coincident avec leurs dérivées en x, et qui ne sont pas
identiques (qui sont toutes différentes entre elles, lorsqu'on en envisage une in-
finité).

On peut maintenant énoncer le théoréme suivant:

8¢ la série (22) converge, on peut construire deux fonctions du type fortement
quast analytique qui appartiennent & la classe {An}r, qui coincident avec toutes
leurs dérivées en un point x,€I=[a, b], et qui ne sont pas identiques.

Il est évident que ce théoréme précise le théoréme de MM. Denjoy-Carle-

man (la partie concernant le cas ol (22) converge).

1 M. Denjoy a donné une condition suffisante; M. Carleman a donné une condition néces-
saire et suffisante. Voir p. 61 du livre cité de M. Carleman. Pour la forme de. cette condition
mentionnée - ici, veir mon livre cité p. 25, ainsi que le Mémoire de M. Ostrowski, cité &4 la méme
page. )
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Supposons que lintervalle [a, b] soit contenu & lintérieur de l'intervalle
[—1, +1], ce qui ne diminue évidemment pas la généralité. On peut former,
d’'aprés le théoréme de M. Carleman, une fonction F'(x) telle que

F (2) =F ™ () =0

=1 —1<z, <1, —1 =<+ 1)t
IF(N)Ian

D’aprés ce que nous avons vu au cours du raisonnement du § 1,

*®
= 2 dn Th ((L‘)
n=0
avec
|dx| < min 7,
1<gq=n N

pour n > A, ol 4 est une constante numérique.

On a, d’autre part, dans [a, b]

| TP (z)] < AP nP, (1 <p=<n).

Si on effectue alors la décomposition de F'(x) en suivant la méthode du
§ 2, on voit que
F(x)=F,(z) + F,(x),

et on a, pour p assez grand, dans [a, b]

» g z p+2
|7 ()] = Z|dn||T§f’)(x)|£/lp[A Ay oy Ay gy 3 Ay n]

P 1) npte
= » (p + 1P s

= }‘p Ap [2 Ap'*‘ (Agz n—Iz) A-LIH-Q] = Up (Z Ap + inp-}.g)

n=p

ot C et L sont des constantes. Comme, pour p assez grand, A, crolt avee p

on a

(23) |F® (x)] < &2 Aps+s (k constante > o).

! Comme (dn) = An (car {log An} est la plus grande snite convexe dont les termes sont in-
férieurs & ceux de la snite {log Axn}, et comme lorsque la série (22) converge, on peut construire
une fonction F'(x), telle que F® (x,) = o, |F(%) (x)] < An, on peut le faire de méme en rempla-
¢ant An par An.
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On a de méme
(23") [ PP (@)] < &P Apa.

11 est d'ailleurs évident que F'P (x,) = — F¥ (x,), (p =0). Les fonctions

fl(x)=fdxj£F1(x)dx

Lo

f2(9¢)=—jdxf172(x)dx

sont encore telles que f¥) (x,) = f¥ (x,), (»p = 0), elles appartiennent, d’aprés (23)
et (23"), a la classe {A4,};, dans [a,b] et, en partant de la remarque que la
primitive d'une fonction du type quasi analytique est du méme type,® on voit
que fi(x) et f,(x) correspondent i notre énoncé. Notre théoréme est ainsi dé-

montré.

1 Ceci résulte du fait qui si Mp > o0, les séries Z' e ot p est un nombre réel fixe,
ntp

V Ma
quelconque, convergent ou divergent en méme temps que Z% - (Voir le livre cité de M.
VM

Carleman, p. 106).



