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Einleitung.

Die Gruppe G, der n-dimensionalen Gittertransformationen, das heisst die
Gruppe der linearen ganzzahligen homogenen Substitutionen von » Variablen
mit einer Determinante + 1 ist fiir » =3 von J. Nielsen® und fiir beliebiges »
von J. A. de Séguier® untersucht worden. In beiden Fillen sind erzeugende
Elemente und ein System von definierenden Relationen zwischen denselben an-
gegeben worden.

! J. Nielsen, Die Gruppe der dreidimensionalen Gittertransformationen. Det Kgl. Danske
Videnskabernes Selskab. Math.-fysiske Meddelelser. V, 12. Kopenhagen 1924.
? J. A. de Séguier, Sur les automorphismes de certaines groupes. Comptes rendus 779 (1924).
8. 139—142.
45-—34472, Acta mathematica. 64. Imprimé le 30 novembre 1934.
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~Im Folgenden soll gezeigt werden, dass sich den Fall eines beliebigen #
in ganz einfacher Weise auf den von Nielsen erledigten Fall n= 3 zuriickfithren
ldsst. Dies diirfte zu einer Einsicht in den Aufbau der Gruppe G beitragen,
denn das bei dieser Reduktion beniitzte Verfahren liefert gewissermassen den
gruppentheoretischen Ausdruck fiir den Sachverhalt, dass sich die Bestimmung
des grossten gemeinsamen Teilers von n ganzen Zahlen auf die wiederholte Be-
stimmung des grossten gemeinsamen Teilers von zwei Zahlen zuriickfithren lisst.
Da die von de Séguier gegebene Skizze einer Ableitung eines Systems definie-
render Relationen fiir G, sehr undurchsichtig erscheint, rechtfertigt sich die
hier gegebene methodisch neue Ableitung vielleicht durch die obenstehende Be-
merkung und durch die am Schluss der Hinleitung angedeutete Anwendbarkeit
unseres Verfahrens auf einige andere Gruppen.

In den Paragraphen 1-—4 wird ein System definierender Relationen fiir G
aufgestellt. In § 5 wird gezeigt, wie sich ein System definierender Relationen
fir die zu G, gehorigen Kongruenzgruppen, die man erhilt, wenn man die Sub-
stitutionen von G5, modulo einer Zahl s nimmt, sofort bestimmen ldsst, wenn
dies fiir » =2 moglich ist, und es wird gezeigt, dass die Kongruenzgruppen,
welche zu einer gewissen Untergruppe .4, von G, gehdren, mit wachsendem
alle und nur die direkten Produkte endlicher Gruppen von Primzahlpotenzord-
nung liefern.

In § 6 wird ein von Nielsen® fiir » = 3 bewiesener Satz in verschirfter

8 aufgestellten Systems definierender

Form und ohne Benutzung des von Nielsen
Relationen fiir die Automorphismengruppe der freien Gruppe von % Erzeugenden
abgeleitet. HBs wird ndmlich gezeigt: Ist F, die freie Gruppe von % Erzeugenden
a» w=1,2,...,n), I, ihre Kommutatorgruppe und K, diejenige invariante
Untergruppe in der Automorphismengruppe 4, von I3, welche von allen Auto-
morphismen von I, gebildet wird, die jedes Element von F} in seiner Neben-
gruppe nach F, belassen, so wird K, von den folgenden Automorphismen erzeugt:
) di=amaiar ai; dr=a, fir r=1.
}(k +iF+1+k)

—1 . .
2) di=amraiar ; ar = a, fir r=+1.

Diese mogen respektive K;p; und Kix heissen. Sie lassen sich sdmtlich  durch
Transformation mit geeigneten Automorphismen von I, und Komposition dieser

Transformierten aus K,; herstellen.

3 »Die Isomorphismengruppe der freien Gruppe». Mathemat. Annalen g7 (1924). 8. 160—209.
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Bs sei hier schliesslich auf eine wie mir scheint hochst wiinschenswerte
Ubertragung des oben formulierten Satzes auf die Automorphismengruppen der
Fundamentalgruppen geschlossener zweiseitiger Flichen hingewiesen. Ist p das
Geschlecht einer solchen Fliche, so liefern die Periodentransformationen der
Abelschen Integrale erster Gattung auf einer Riemannschen Fliche eine Unter-
gruppe Usp der Gruppe Gsp, welche von demjenigen Substitutionen von Gap
gebildet wird, die eine gewisse antisymmetrische Bilinearform in sich tberfiihren.
Bezeichnet man nun mit @, die Automorphismengruppe der Fundamentalgruppe
unserer Fliche, so stehen U:p und @, in demselben Verhiltnis zueinander wie
Gn und A,. Das Analogon zu K, wiirde dann im wesentlichen die Gruppe der
Abbildungsklassen der Fliche bilden, bei denen ein kanonisches Riemannsches
Schnittsystem in ein .homologes aber mnicht homotopes System iibergeht. Da
Ujp sich in #hnlicher Weise aus Modulgruppen aufbauen lisst, wie dies in § 1
fiir (, gezeigt wird, scheint mir der Versuch einer solchen Ubertragung min-

destens fiir p = 2 nicht aussichtslos zu sein.

§ 1. Eine Normalform fiir die Elemente der Gruppe G..

Die Gruppe G, der wn-dimensionalen Gittertransformationen, dargestellt als
Gruppe von linearen Substitutionen der Variablen z, (» =1, 2, ..., n) lisst sich

erzeugen durch die folgenden Substitutionen:

Oim1: e = — Ti; xp=ay fir E=F¢—1
’ ’ . _27 . R
(I) di_LiZ Xi—g = XLi—1 + Xy, T = Xk fur %k +=97— 1
7 4 . = 1)27 '7”
dii—: 2 =a+ 2y, wp=oap fur ke

Fir jeden Wert von ¢ erzeugen die drei Substitutionen O;_;, di—,:, di 1 eine
homogene erweiterte Modulgruppe, bestehend aus allen ganzzahligen Substitu-
tionen von z;—; und x; allein mit einer Determinante + 1. Diese Gruppe
werde mit MU 1 bezeichnet (¢ — 1=1,2,...,n— 1), Elemente aus ihr mit
w0, omE L

Ist nun g ein beliebiges Element aus G, so kann man es in der folgenden
Weise mit Hilfe von Substitutionen aus den Gruppen M© aufbauen. Die dem
Element ¢ zugeordnete Substitution besitze die Matrix (g;x), in deren ¢-ter Zeile
und %-ter Spalte also die Zahl g;x steht. Man bestimme nun zwei teilerfremde
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Zahlen pn—y,, und pn » 80, dass gi,n—1ta—1,2 t g1,0Mn » = O ist. Zu diesen beiden
Zahlen lassen sich stets zwei weitere gn—1,n»—1 und py n—1 hinzubestimmen, so dass

’
Xp—1 = Un—1,n—1 Ln—1 + Un—1,1 Ln

’

Ln = Un, n—1 Ln—1 + tn,nn

r=uap fir k<<n-—r1,

eine Substitution m{»~Y aus M®V ist. gm{*! besitzt dann eine Matrix, in
der in der ersten Zeile und n-ten Spalte die Zahl Null und in der (»— 1)-ten
Spalte der grosste gemeinsame Teiler von g1, und gy, steht. Durch geeig-
nete Wahl des Vorzeichens von p,—1,n— und pn n—1 kann man dessen Vorzeichen
beliebig vorschreiben.

Beriicksichtigt man nun, dass die rechtsseitige Multiplikation einer Matrix
mit einer Matrix aus MU~V nur die (?— 1)te und 7te Spalte veriindert, und
dass der grosste gemeinsame Teiler der Zahlen in der ersten Zeile von (g;1) gleich
eins sein muss, so erhiilt man durch (n — 1)-fache sinngemiisse Wiederholung des
oben eingeschlagenen Verfahrens das Resultat:

Es gibt Elemente m aus M® (k=n—1,n—2,...2,1), so dass
gmVmr—2  m@Pml) eine Matrix ist, in deren erster Zeile in der ersten
Spalte eine Eins und in der 2-ten bis n-ten Spalte eine Null steht.

Wendet man nun auf die so erhaltene Matrix dasselbe Verfahren nochmals
an mit dem Ziel, in ihr auch in der zweiten Zeile moglichst viele Elemente zu

Null zu machen, und so fort, so erhilt man nach (Z) Schritten das Resultat:

Es gibt Elemente m¥ (k=n—1,...,1), m¥# (k=n—1,...,2),..., m¥

n—2

(k=n—1,n—2), mF (k=mn—1) aus den Gruppen M® so dass

(2) g = mr=2 o) (0 2 @) L Y mn D] D

eine Matriz st, in der in der Hauptdiagonale lauter Finsen wund iber derselben
louter Nullen stehen. Rine solche Matrix werde eine L-Matrix genannt. Alle
L-Matrizen bilden eine Gruppe 4,. Die Matrix (2), rechtsseitic mit einem ge-
eigneten Element L aus .4, multipliziert, liefert also die Einheitsmatrix, und
hieraus folgt sofort, dass jede Matrix ¢! und somit auch jede Matrix g aus

Gr gleich einem Element

(3) TIim=...;mf#) - L



Uber n-dimensionale Gittertransformationen. 357

ist, wobei die m{¢ (6=1,...,n — 1) in M@ liegen, und L ein Element von .4,
ist. Das Produktzeichen ist natiirlich symbolisch zu verstehen, die Faktoren
sind nicht vertauschbar. (3) soll eine Normalform fiir die Elemente von G,

heissen.

§ 2. Reduktion der Aufgabe, definierende Relationen fiir ¢, zu finden
auf den Fall » = 3.

Die Normalform (3) fiir die Elemente g von &, liefert sofort ein Verfahren
zur Aufstellung eines Systems definierender Relationen fiir G», wenn es gelingt,
die folgenden Aufgaben zu ldsen:

FEs sind Relationen zwischen den FErzeugenden (1) von G, anzugeben, die es
erméglichen

I. Jeden Ausdruck aus den Erzeugenden (1) auf die Form (3) zu bringen.

II. Jedes Element (3), das die Einheitsmatrixz darstellt, in das Einheitsele-
ment der (abstrakten) Gruppe Gn zu verwandeln.

‘Es s0ll nun zunichst eine Auflésung der Aufgaben I, IT in mehrere ein-
fachere Aufgaben angestrebt werden. Bezeichnet man die Erzeugenden (1) von

O, in irgend einer Reihenfolge mit 2, z,, ..., 2r, so ist ein Element ¢, das aus

+1
e

zu einer der Gruppen MY gehort. Wenn man nun Relationen angibt, die es

nur einer Erzeugenden zé—jﬁl besteht schon auf die Normalform gebracht, da #

ermdglichen ein beliebiges Element

n—1

(1) e T =2 ] - L
k=1

auf die Normalform zu bringen, so ist Aufgabe I geldst, da man dann suk-
zessive alle Elemente, die aus ein, zwei, drei, . .. z@il Zeichen aufgebaut sind auf
die Normalform bringen kann. In dieser Form wird nun I geldst auf die fol-
gende Art: z(j—” gehore der Gruppe M@ an. Hs wird nun gelingen, Relationen
anzugeben, die ausdriicken:

IIL.  Jedes Element aus M9 ist mit jedem Element aus MY fiir i + o,
{40 1 1 vertauschbar.

IV. Ein Ausdruck ml® metD m{) beziehungsweise m® m{e=Y m{® ldsst sich
stets auf die Form mietD) m{ m+1) L, bezichungsweise mig=" ml? mie—) L, bringen,
wobei die m\¥ Elemente aus M%® sind (k= 0—1,0,0+ 1), und Ly, Ly in A, liegen.
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V. Ein Ausdruck L ,m{) ldsst sich stets in einen Ausdruck m® L, verwan-
deln, wober m{¥, m{¥ Elemente aus M™ und L, und L, Elemente aus A, sind.

III, IV, V erméglichen in der Tat, jedes Element (4) auf die Normalform (3)
zu bringen; denn gehért z, etwa za M, so kann man es direkt mit mip—H)
vereinigen; gehort z, zu M®~%  so kann man mittelst IV z,m{1 m{"2 auf die
Form m{»Vm{—2 m{™1 [, bringen, wobei L, in A,, m{»1 mit=1) in M1
und mP—? in M®? liegen. Vermoge V kann man dann L, ganz nach rechts
»durchziehen» und mit dem L ganz rechts vereinigen, sodann vermoge III
mi=1 mit m{"% ... m{l' vertauschen und mit m{™ " vereinigen. (Dabei ist na-
tiirlich zu beachten, dass sich sowohl L, wie die m{’ bei dem »Durchziehen»
von L, verindern; das ist aber unwichtig, weil sie dabel immer gemiss V in
Elemente aus derselben Gruppe 4, bezw. M™ iibergehen.) Ein ganz analoges
Verfahren fithrt auch zum Ziel, wenn 2z, irgend einer anderen Gruppe M'” an-
gehoért; allerdings muss man I1I, IV, V um so hiufiger anwenden, je kleiner ¢
wird, aber es tritt nichts prinzipiell Neues hinzu.

I ist damit auf die Losung der Aufgaben III, IV, V reduziert. Um auch
die Aufgabe II zu losen hat man ausser III, IV, V noch

VI. Ein System wvon definierenden Relationen fiir A, anzugeben. Dass
IIT—VI zur Losung von II ausreichen, soll in § 4 gezeigt werden; der Rest
dieses § soll der Losung von III und IV dienen, wihrend V erst nach der Be-

handlung von VI in § 3 in Angriff genommen werden kann.

Die nach I1IT geforderten Relationen sind sofort anzugeben; man kann sie
withlen in der Form

(I11*) (O4—1, dim,s, di,s—1) = (Or—1, di—1, &, di, s—1)
(b, ekt 1),(t,k=2,...,n),

wobei = »vertauschbar mit> bedeutet, und (III*) also einfach heissen soll, dass
der Kommutator irgend eines Elementes in der Klammer links mit irgend einem
Element in der Klammer rechts gleich dem Einheitselement 1 ist, wenn 7, & die
angegebenen Beziehungen erfiillen.

Die nach IV geforderten Relationen ergeben sich ohne weiteres aus der
eingangs ' genannten Arbeit von Nielsen. Bezeichnet man nimlich fiir
¢=2,3,...,n—1 mit N9 die von O;—y, O;, di—y,s, di,si—1, di, i1, di+1,; erzeugte

mit (G, isomorphe Gruppe der Substitutionen von x;—i, 2;, £:+1 allein, so sind
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ja die nach IV geforderten Relationen solche, die zwischen Elementen von N(o+1)
beziehungsweise N'@ allein bestehen, wenn man in IV noch die zusiitzliche For-
derung stellt, dass L, und L, zugleich in .4, und in NV bezw. N liegen
sollen. Aber auch mit dieser zusdtzlichen Forderung miissen Relationen der in
IV verlangten Art existieren und zugleich aus einem vollstindigen System de-
finierender Relationen fiir NV bezw. N folgen, da ja nach § 1 z. B. jedes
Element von N+ auf die sinngemiiss spezialisierte Form (3), d. h. auf die Form:
Element aus M©*Y mal Element aus M@ mal Element aus MV mal einem
Element aus dem Durchschnitt von N©*! und .4, gebracht werden kann, was,
angewandt auf das in IV auftretende Element m{” m{"*) m{” gerade die erste
Behauptung von 1V ergibt. Da nun schliesslich alle in N bestehenden Be-
ziehungen, also insbesondere auch die in IV aufgestellten aus einem System
definierender Relationen fiir N erhalten werden konnen, und da umgekehrt alle
in N bestehenden Relationen auch in G, bestehen, so folgt hiermit:

Aufgabe IV ist geldst, wenn man ein System definierender Relationen fiir
die Untergruppen N® von G, (¢=2,...,n— 1) angeben kann. Das ist nun
gerade in der Arbeit von Nielsen® geschehen, da ja die N® mit G, isomorph
sind. Nachstehend sind im Anschluss an die Formeln (D) S. 24 bei Nielsen!
Relationen angegeben, die zur Definition simtlicher N® ausreichen und folglich
den in Aufgabe IV gestellten Forderungen Geniige tun. Es sind dies die fol-

genden Relationen:

(IV, 1): Pioy = Oy dicy, i i, im1 din, i
(IV,2): Piy—1. (IV,3): Olmi=1. (IV,4): Pios Oy Piy — Os.
IV, 5): (Oimrdims, o)) = 1. (IV,6): (Osdimy,)* = 1.
(IV, 7): Piadi—y, s Picy = di 4.

(t=2,3,...,n).

(IV,8): Py P Py = P, Py P, (IV,0): (Os P) = 1.
(IV, 10): Pis P Piy dics,s Py Pi Piy = disvs.
IV, 11): Opprdig,i Opr = di, s
(IV, 12): di1,idit1,s dz'_—ll,idi_—l-ll,i =1. (IV,13): di i1 di i+ d;il—l d:z}+l = 1.
(IV, 14): dig,idi, i1 disy, i dy -1 = Pids iy P;.

(t=2,3,...,n—1).
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Dabei sind die Relationen (IV, 1) und die Relation (IV, 4) fiir 4 = » einfach als
Definitionen der Elemente £;—; und O, aufzufassen. Tm iibrigen ist das Rela-
tionensystem (IV, 1—14) etwas modifiziert gegeniiber dem System (D) von Nielsen;
es ist nidmlich an Stelle der dort benutzten Erzeugenden ¢ das dort @ P benannte
Element als neue Erzeugende eingefiihrt worden. (D, 1, 2) fallen dadurch in
(IV, 2) zusammen. Die Relationen (IV, 1, 7, 10) zeigen die Moglichkeit, die hier
benutzten Erzeugenden durch die von Nielsen gebrauchten auszudriicken und
umgekehrt. Die iibrigen Relationen entspringen unmittelbar aus dem von Nielsen
angegebenen System (D), eventuell nach vorheriger Transformation mit geeigneten

Produkten der P; und Benutzung von (IV, 7, 8 10); (dies gilt insbesondere von
(IV, 13, 14)).

& 3. Die Hilfsgruppe 4,.

In diesem § sollen die Aufgaben V und VI aus § 2 geldst werden, und
zwar zunidchst VI, da eine genaue Kenntnis von 4, fiir die Behandlung von V
erforderlich ist.

Die Gruppe 4, wird, wie leicht einzusehen ist und sich iibrigens aus dem
Folgenden mitergibt, von den d; s+ (¢=2, 3, ..., n) erzeugt. Allgemein liegen
die Substitutionen d; mit £ > I, welche durch «f =z + a1, 2 =, (r = k) de-
finiert sind in 4,, und jedes Element aus 4, ldsst sich auf eine und nur eine
Weise in der Form

loy sha1 7k 2 2 2
o 21 31 32 7, 1 n, 2 n, n—1
(5) d21 d31 d32 e dn, 1 dn,2 e dn, n—1

schreiben, wobei die Az, beliebige ganze Zahlen sind. In der Tat besitzt die
dem Element (5) zugeordnete Substitution eine Matrix (gix) mit g;; =1, giz =0
fir k> ¢, g = Aix fur ¢ > %, die Elemente (5) stellen also jedes Element aus .7,
genau einmal dar. Hieraus ergibt sich leicht*, dass man als definierende Rela-
tionen fiir 4, die folgenden wihlen kann, (die teilweise einfach als Definitionen
der dy; mit £ — 1> 1 aofzofassen sind):

(VI 1) didey did diy’ = dir }k >l l>r s>t
(VL 2) dudsedil dyg =1 fir 145 k+=t )k Lrst=12...,n.

* Man vergleiche dazu: W. Burnside: »On some Properties of Groups whose Orders are
Powers of Primes». (Proceedings of the London Mathematical Society, ser. 2. Bd. zr (1913). 8.
225—245). Dort werden die ganz analog gebauten Gruppen untersucht die man erhilt, wenn man
die Elemente der Matrizen von . modulo einer Primzahl p nimmt.
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Man erkennt ferner ohme Miihe die folgende Eigenschaft von 4,: Bezeichnet
man mit .4\ die Kommutatorgruppe von 4,, und definiert man rekursiv 49
als diejenige Untergruppe von 4, die von den Kommutatoren irgend eines
Elementes aus 4, mit irgend einem Klement von A erzeugt wird, so wird
A9 von den dr,; mit k¥ — 1> ¢ erzeugt, und AYV/ A9 ist eine freie Abelsche
Gruppe von n — ¢ Erzeugenden.

Hieraus folgt sogleich, dass sich mit Hilfe der Relationen (VI, 1, 2) jedes
Element L von A, auf die Form L = djf;.i_ll L;; bringen ldsst, wobei L;—; sich
aus den dy; =+ d; -1 (k> 1) zusammensetzen lisst. Denn die Elemente

A i—1 gho 1 Y1, 2 Jhi+1, 4 An, n—1
di,%—1 d2,i X dz’——l,i—ﬁz di+1,3‘ "‘dn,n—l

liefern ein vollstindiges Reprisentantensystem der Nebengruppen von 4 in
Ay, wenn die Ay ,—1 alle ganzen Zahlen durchlaufen.

Diese letzte Bemerkung ermdiglicht nun die Losung von Aufgabe V. Ist L
eine Matrix aus 4,, m{—? ein Element aus MV und L = djf'ii_ll Liy, wobei
L,y aus den di: mit k>0 und d;;+ d;;— zusammengesetzt ist, so ist
Lmﬁi‘l)sd?“'gf_’f Li—ym{), Wenn es uns nun gelingt, Relationen anzugeben,
mit deren Hilfe sich L, ;m{~U in ein Element m{—V L; , verwandeln lisst,
wobei w1 in M@ liegt und L;—, in A, liegt, so sind wir fertig, da dann
Lm(l"—l):df.f’l.i‘llmg"_”L}_l wird und d; ;1 zu MV gehort. Sofern es gelingt
zu zeigen, dass Li— ebenfalls aus den di; mit & > [ und dx; + di ;— zusammen-
gesetzt werden kann, wenn m{~" eines der erzeugenden Elemente O, df!

dfl . von MUY ist, lisst sich der Fall eines beliebigen m{—? durch Rekursion

auf den Fall dieser speziellen m{—" zuriickfithren. Dass aber Li_; fiir den Fall,
dass m{~V eines der Elemente Of',6 df! | dii—ll, , ist in der Tat die angegebene
Beschaffenheit besitzt, folgt ohne Miiile aus den Relationen (VI, 1, 2) und den
nachstehenden Relationen, wenn man beriicksichtigt, dass aus (VI, 1, 2) die Ver-

tauschbarkeit des Kommutators zweier dy; (£ > I} mit diesen folgt.

(V, 1) de12(0is, diima, dims,s) Fix k1=d,0—1; k>1.
(V, 2) diia Ora = O dit (B> 0—1, k+1).

(V,3) dim1,1 Oy = Ojad, | (i—1>1).

(V,4) dimt, 12 dis i (—1>1.

(V,5) dri 2dicy (k> 1).

46--34472. Acta mathematica. 64. Imprimé le 30 novembre 1934.



362 ‘Wilhelm Magnus.

(V, 6) di,ldi-—-l,i:di——l,idi,ldi__llyl (l> Z, Z=ﬁ=2—-1)
(V,7) A, i1 Do, s = dim1, s dp i1 dr,s (B >d—1, k==4).

Damit ist dann Aufgabe V und folglich Problem I gelost.

§ 4. Eindeutigkeit der Normalform. Vollstiindigkeit des gefundenen
Relationensystems.

Es soll jetzt gezeigt werden: Die Relationen (II1%), (IV, 1—14), (V, 1—7),
(VI 1, 2) reichen zur Definstion von Gy aus. Dazu ist nach dem in § 2 Bemerkten
nur noch die Losung von Problem IT notwendig.

Es sei also ein Element aus Gy in der Form (3) aus § 1 gegeben, dem die
Einheitsmatrix zugeordnet ist. Da die Elemente aus allen Gruppen M mit
¢t > 1 eine erste Zeile besitzen wie die I-Matrizen, und da die Einheitsmatrix
E ebenfalls eine L-Matrix ist, muss dann das Element m!{! in (3) ebenfalls eine
L-Matrix sein. Mit Hilfe des Prozesses V aus § z kann man dann m{! nach
rechts »durchziehen»> und mit dem Element L ganz rechts in (3) vereinigen.
Dadurch geht (3) tiber in ein Element uL’, wobei u der von M@ M® . Mi—1
erzeugten Gruppe I, angehdrt; diese ist mit G,—i, der Gruppe der (n — 1)-
dimensionalen Gittertransformationen isomorph, und nach dem in den §§ 2, 3
Bewiesenen reichen die Relationen (III*), (IV, 1—14), (V, 1-—7), (VI, 1, 2) also

aus, um g auf die Form

(3) T g .. o] L

‘zu bringen, wobei L* dem Durchschnitt von I',_; und 4, angehért, und die
ml® Elemente von M@ sind. In der Tat enthalten ja die fiir G, abgeleiteten
Relationen auch alle die Relationen zwischen den Erzeugenden von I'n_g, die
dazu notig sind, ein beliebiges Element von I, auf die Form (3) zu bringen. —
Eine Anwendung der oben vorgefithrten Schlussweise auf die zweite Zeile der
Matrix pL’ liefert, dass in (3) m{® zu 4, gehdren muss, und eine Wiederholung
des Verfahrens liefert, dass die Relationen der vorigen &8 fiir G, ausreichen,
um jedes Element der Form (3), das die Einheitsmatrix darstellt, in ein Element
von A, zu verwandeln. Infolge der Angabe der definierenden Relationen (VI, 1, 2)
fir 4, ist damit Problem II gelost.
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BEs ist klar, dass sich das hier fiir G, gefundene Relationensystem wesent-
lich vereinfachen ldsst, insbesondere durch Einfithrung neuer Erzeugender. Da
indessen in § 6 gezeigt wird, dass die Gruppe G, aus der in der Einleitung
mit A, bezeichneten Gruppe durch Hinzufiigen einer einzigen Relation zu den
definierenden Relationen von A, entsteht, und da die definierenden Relationen
von A, sehr ausfiihrlich von J. Nielsen® und spiter von B. Neumann® unter-

sucht worden sind, kann eine solche Diskussion hier wohl unterbleiben.

§ 5. XKongruenzgruppen von G, und _1,.

Nimmt man die Elemente der Matrizen von , modulo einer natiirlichen
Zahl s> 1, so erhidlt man eine endliche Kongruenzgruppe Gy, s, die Faktor-
gruppe von G ist. Analog geht MW bei diesem Prozess in eine endliche Kon-
gruenzgruppe MV iiber, die mit G s isomorph ist. Fine Matrix aus G, be-
ziehungsweise MY, die modulo s der Binheitsmatrix F kongruent ist, soll
allgemein mit I's beziehungsweise u, bezeichnet werden. Definierende Relationen
fiir MV erhilt man, indem man ein System von Matrizen u, aufsucht, aus denen
sich alle anderen durch Transformation mit Elementen aus M und Komposi-
tion dieser Transformierten zusammensetzen lassen, und diese speziellen Matrizen
Ue, 15 s 2, ... dann durch die Erzeugenden O,, d,,, dyy von MY ausdriickt und
die so entstehenden Ausdriicke @,(0,, dys, dy), @,(0;, dys, dsy), ... gleich eins
setzt. Zusammen mit den definierenden Relationen von M) liefern dann
®,=1,D,=1,... ein System definierender Relationen von M. Es soll nun
gezeigt werden:

D, =1, O,=1, ... leefern zusammen mit den in § 4 angegebenen Relationen
Jiir Gy ein System definierender Relationen von G s.

Dazu hat man nur noch zu zeigen, dass sich alle Matrizen I, aus den
Matrizen u, durch Transformation mit Elementen aus G, und Komposition der

Transformierten aufbauen lassen. BEs sei also (y;x) eine beliebige Matrix aus I'.

Es ist y =1+ Ads, ypue=syux fiir £=2,3,...,n. Man Dbestimme in G, eine
Matrix (@) mit ay =1, aix=0 fir k=2,3,...,n, so dass (yi) (@) = (dir)
eine Matrix mit d;y=o0 fiir £=3,...,n wird. Nach der in § 1 eingeschla-

genen Methode ist das ohne weiteres zu bewerkstelligen. Hs wird y,; = dy=1

® »Die Automorphismengruppe der freien Gruppen». Mathematische Annalen 7oy (1933).
8. 367—386.
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(mod. s) und d,, =d.s, wobei d (bis auf das Vorzeichen) der grosste gemeinsame
Teiler der yix (=2, 3,...,n) ist. d,, 0,5 sind folglich teilerfremd, und wegen
d,=1, d;=0 (mod. s) gibt es eine Matrix u” aus M;", so dass (yux)(ar) us”
eine erste Zeile wie eine L-Matrix besitzt. Da von (a;:) dasselbe gilt, gilt es
auch von (y). (@) us” (@)™, und eine Fortsetzung des Verfahrens zeigt, wie
(ys¢) durch rechtsseitige Multiplikation mit Transformierten von Matrizen u; in
eine L-Matrix verwandelt werden kann. Man hat dabei nur zu beachten, dass
die Gruppen M in G, alle miteinander konjugiert sind, und dass dasselbe in-
folgedessen auch von denjenigen Untefgruppen der MY gilt, die aus Matrizen
I'; gebildet werden. Da schliesslich jede L-Matrix, die = F (mod. s) ist, aus
Transformierten von di, zusammengesetzt werden kann, und d, eine Matrix wu,
ist, ist unser Satz damit bewiesen.

Die in § 3 gemachte Bemerkung, dass die dort definierte Reihe der Unter-
gruppen AV, 4% .. von A, mit 4"V =1 schliesst, tibertrigt sich unverin-
dert auf die Kongruenzgruppen 4, ,, die man erhilt, wenn man die Matrizen
von A, modulo s betrachtet. Nach einem Satz von Burnside* ist .4, infolge-
dessen direktes Produkt von Gruppen von Primzahlpotenzordnung. Bei geeig-
netem # und s ist infolgedeésen ein beliebig vorgeschriebenes direktes Produkt
von Gruppen von Primzahlpotenzordnung in .4, als Untergruppe enthalten.
Man hat dazu nur zu zeigen: Ist p eine Primzahl, so ist eine jede Gruppe H,
der Ordnung p™ Untergruppe von 4, , bei geniigend grossem n. .4, , ist nun
aber p-Sylowgruppe in der Automorphismengruppe der Abelschen Gruppe der
Ordnung p" und vom Typ (1, 1,..., 1) (Burnside?). .4, , enthilt folglich die
p-Sylowgruppe der symmetrischen Gruppe der Permutationen von » Dingen und
folglich spiitestens fiir » = p™ die Gruppe Hj.

§ 6. Ein Satz von J. Nielsen.

In seiner oben' zitierten Abhandlung hat Nielsen gezeigt, dass fir » =3
die in der REinleitung K, genannte Gruppe von den Transformierten des dort
mit K, bezeichneten Automorphismus erzeugt wird. Im Folgenden soll die in
der FEinleitung ausgesprochene Verallgemeinerung dieses Satzes unter Beibehal-
tung der dort gebrauchten Bezeichnungen bewiesen werden.

Jedem Automorphismus von F, ist eindeutig eine Substitution aus G, zu-

geordnet, denn jeder Automorphismus aus 4, ist zugleich ein solcher der freien
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Abelschen Gruppe F,/F,. Als Erzeugende von A, kénnen die Automor-

phismen
—1
Qi—'l :[al,...,az’——Q,ai—lyaiv""a"]
61"1‘_1:[(11,..v.,ai—],aiai—l, ai+1a'-')a7’/] Z:2? 37"‘7“
di__l,i:[al:...7ai.—-1ai, ai,...,an]

dienen ®, wobei in den eckigen Klammern der Reihe nach die Elemente von F),
stehen, in die a4, @y, ..., an bei dem betreffenden Automorphismus iibergehen.
!2;_1,'6,7,{_1, di—1,; sind respektive die Elemente O, di—y, i, dijs—1 von G, zu-
geordnet.

Es gilt nun: 1. Die in der Einleitung angegebenen Automorphismen Kir,
K11 erzeugen eine invariante Untergruppe Kn von A,.

II. Schreibt man die simtlichen definierenden Relationen von Gin in der Form
Ry (Oia, dijima, dima,d) =1, (60=1,2,...), so wird Re{(Qi—1, 0ii—1, 0i1,5) en
Automorphismus aus Kn.

Aus T und IT folgt offenbar der erste Teil des in der Einleitung angege-
benen Satzes. Ist niimlich @ (2;—;, 0;—1,4, 0;,+—1) ein beliebiger Automorphismus
aus A,, gegeben in seiner Zusammensetzung durch die £, d; /1, 0;—1,:, und
entspricht diesem Automorphismus in G, die Einheitsmatrix, so muss nach einem
Satz von Dyck’ und Schreier’ @ (01, dii—1, di—1,s) identisch sein mit einem
Produkt von Transformierten der R3’ (O, di i—1, di—1,s), das heisst, @ muss
sich in ein solches Produkt durch Streichen und Einfiigen von Ausdriicken
Oi— 04, 04 Oy, dis—1dii—1, . .. u.s. f. verwandeln lassen. Folglich gilt, dass
auch @ (2, d; i1, d;—1,;) identisch ist mit einem Produkt von Transformierten
der R¥'(Q4, 04, 0i~1), und nach I und II liegt also @ (—i, 0y i—1, die,s)
in K,.

I ist direkt durch eine einfache Rechnung zu beweisen. Man wilhle irgend
ein System von Erzeugenden fiir A4,, transformiere die K;i, K;x; mit diesen Er-
zeugenden und ihren Reziproken und weise nach, dass man dabei wieder ein
Produkt der K;x, Kix; erhiilt. Ks ist zweckmissig, als Erzeugende von A, hier-

fiir etwa die folgenden zu wihlen:

S Man zeigt leicht, dass sich aus diesen die von J. Nielsen® angegebenen Erzeugenden zu-

sammensetzen lassen.
" W. Dyck, Mathematische Annalen 22 (1883). -—— O. Schreier, Abhandlungen aus dem
mathematischen Seminar der Hamburgischen Universitit 5 (1927). S. 170 f. :
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612, _Ql, und Il ;= [al e Bi—2, Ay Qi—1,y Agt1, - . ., an]

(t=2,3,...,%).

Die Rechnung soll nicht explizit vorgefiihrt werden, da sie véllig elementar
ist. Hs sollen nur einige Bemerkungen gemacht werden, mit deren Hilfe sich
die Richtigkeit von I unter wesentlicher Verminderung der Anzahl der auszu-
rechnenden Formeln beweisen lésst.

a) Ein K oder Ky ist mit jeder Erzeugenden von A4, vertauschbar, die
die Elemente «; und a; beziehungsweise a;, ax, a; von F, weder miteinander noch
mit einem anderen «, kombiniert.

b) Da £, und die II,—; die Ordnung 2 besitzen, eriibrigt sich die Trans-
formation mit ihren Reziproken.

c) Da IT,Q 11,0, 1T Q71 II7 = d;;! ist, eriibrigt sich die Transformation mit
0!, da sie auf die Transformation mit d,,, I1,, 2, zuriickgefithrt werden kann.

» d) Bs ist Ky = K;i; da wegen der besonderen Wahl der Erzeugenden von
A, die Indizes 1 und 2 eine besondere Rolle spielen, kann man also im Fall,
dass einer der Indizes £, ! gleich eins ist stets - annehmen, dass etwa % = 1 ist.

e) Jeder Automorphismus, der alle a, & a, unverindert lisst, wilhrend er
ar in ein Element a; = T,a,T, iiberfithrt, wobei 7, 7, aus den a, #+ a, zusam-
mengesetzt’ sind und 7,7, in der Kommutatorgruppe der von den a, = a,
erzeugten Gruppe liegt, lidsst sich aus den K, Kix zusammensetzen. Das folgt
daraus, dass 7,7, dann ein Produkt von Transformierten der Kommutatoren
(ahavza;rla:)il mit v, v, # r ist, wobei auch diese Transformierten nur aus den
a, #F a, bestehen.

Nun miissen die II,—;, wenn man die Ky, K, mit ihnen transformiert
die letzteren einfach permutieren, die Transformation mit 2, fithrt die K in
Automorphismen der unter e) genannten Art und die K in sich oder in ihre
Reziproken iiber. Analoges gilt fiir die Transformation mit d,,; hier macht nur
die Berechnung von d,, Ks;3 07;' Schwierigkeiten; sie ergibt, dass dies der Auto-
morphismus

K12 K Ky K Koy KiK' Ko7'
ist.®

Damit ist dann I bewiesen. Der Beweis von II bietet ebenfalls keine

® Entsprechend den Regeln der Matrizenkomposition gilt hier, dass unter a;a, der Auto-
morphismus zu verstehen ist, der entsteht, wenn erst der Automorphismus a, und dann a, aus-
geiibt wird.
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prinzipiellen Schwierigkeiten. Man hat nur zu beachten, dass von den Rela-
tionen von G, einige als Abkiirzungen aufzufassen sind; man findet, dass
0y 67_11,1-65,,-_1 62-__11,¢~—— I, K;,; wird, und dieser Automorphismus wire dann
iiberall statt P—; in die Relationen von G, einzusetzen. Wegen der Eigen-
schaft I der K;z, K;; kann man aber auch fir P,—; iiberall II; ; einsetzen,
denn wenn beispielsweise P} =1 ist, so geniigt es zu bestitigen, dass I} in
K, liegt; (ITiy Kiy o = iy (I Ki—y, s IT;—1) Ki—1,; liegt dann wegen I eben-
falls in K,. Fiir die d, (k> 7) sind entsprechend die Automorphismen ar = aiayr,
ar= a; fiir { 3=k einzusetzen; diese mogen Jj, heissen. Da nun diejenigen Rela-
tionen von (,, die die Vertauschbarkeit von solchen Automorphismen ausdriik-
ken, die vollig getrennte Variablensysteme substituieren, trivialerweise auch bei
Binsetzen der entsprechenden Automorphismen von F), erfillt sind, so bleiben
nur noch Relationen iibrig, in denen simtliche auftretenden Automorphismen
insgesamt nur 3 Erzeugende der freien Gruppe betreffen. Fiir diese Relationen
kann eine explizite Angabe der in II geforderten Rechnung um so eher unter-
driickt werden, als nach dem von Nielsen! bewiesenen Satz die Richtigkeit des
behaupteten Resultates wegen I von vornherein feststeht.

Schliesslich ist noch zu zeigen, dass alle K, Ky aus Ky, durch Trans-
formation und Komposition gebildet werden kénnen, oder, was dasselbe besagt,
dass durch Hinzufiigen der einzigen Relation (0,, 2,2 = K53 = 1 A, in G, iber-

geht. Dazu ist nur zu beriicksichtigen, dass
Klsz = d\ﬁl K13 d12 KEI

ist, und dass man durch Transformation mit geeigneten Produkten der Il of-

fenbar alle K;;: aus K,, und alle K;;; aus K, erhalten kann.



