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Einleitung. 

Die Gruppe  G,~ der  n-dimension~len G i t t e r t r~ns fo rm~t ionen ,  das  he i s s t  die 

Gruppe  der  l ine~ren g~nzz~hl igen homogenen  Subst i tu~ionen yon n Var i ab l en  

mi t  e iner  D e t e r m i n ~ n t e  + I i s t  f i ir  n - ~ 3  von J. Nie l sen  ~ und  f i i r  be l ieb iges  ~ 

yon 5. A. de S6guier  ~ u n t e r s u c h t  worden.  I n  be iden  F~l len  s ind e rzeugende  

E lemen te  und  ein Sys tem yon def in ie renden  Re la t ionen  zwischen dense lben  an- 

gegeben worden.  
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Im Folgenden soll gezeigt werden, dass sich den Fall eines beliebigen n 

in ganz einfacher Weise auf den yon Nielsen erledigten Fall n =  3 zurfickfiihren 

l~sst. Dies diirfte zu einer Einsicht in den Aufbau der Gruppe G~ beitragen, 

denn das bei dieser Reduktion ben'iitzte Verfahren liefert gewissermassen den 

gruppentheoretischen Ausdruck fiir den Sachverhalt, dass sich die Bestimmung 

des grSssten gemeinsamen Teilers yon n ganzen Zahlen auf die wiederholte Be- 

stimmung des grSssten gemeinsamen Teilers yon zwei Zahlen zuriickfiihren liisst. 

Da die yon de S6guier gegebene Skizze einer Ableitung eines Systems definie- 

render Relationen ffir Gn sehr undurchsichtig erscheint, rechtfert igt  sich die 

hier gegebene methodiseh neue Ableitung vielleieht durch die obenstehende Be- 

merkung und dureh die am Sehluss der Einleitung angedeutete Anwendbarkeit  

unseres Verfahrens auf einige andere Gruppen. 

In  den Paragraphen I - - 4  wird ein System definierender Relationen fiir G. 

aufgestellt. In  w 5 wird gezeigt, wie sieh ein System definierender Relationen 

ffir die zu G,~ gehSrigen Kongruenzgruppen, die man erh~tlt, wenn man die Sub- 

sti tutionen yon G~ modulo einer Zahl s nimmt, sofort bestimmen liisst, wenn 

dies ffir n = 2 mSglieh ist, und es wird gezeigt, dass die Kongruenzgruppen,  

welche zu einer gewissen Untergruppe .z~n yon G~ gehSren, mit waehsendem n 

alle und nur die direkten Produkte endlicher Gruppen yon Primzahlpotenzord- 

nung liefern. 

In  w 6 wird ein von Nielsen 1 fiir n ~ 3  bewiesener Satz in versch~irfter 

Form und ohne Benutzung des yon Nielsen ~ aufgestellten Systems definierender 

Relationen fiir die Automorphismengruppe der freien Gruppe yon n Erzeugenden 

abgeleitet. Es wird niimlich gezeigt: Ist  ~'~, die freie Gruppe von n Erzeugenden 

a~ ( v =  I, 2, . . . ,  n), /F~ ihre Kommutatorgruppe und K~ diejenige invariante 

Untergruppe in der Automorphismengruppe A,~ yon / ~ ,  welehe yon allen Auto- 

morphismen yon /~n gebildet wird, die jedes Element yon / ~  in seiner Neben- 

gruppe nach F~ belassen, so wird Ks yon den folgenden Automorphismen erzeugt: 

I ) a i  -~- a i  ak at  ak  a t  ; Ctr = a~ ffir r ~= i.  k ~= i ~= 1 =~ k) 

i t - - 1  t 
2) ai - a~ ai ak ; a r  = a r  fiir r ~= i. 

Diese mSgen respektive Kikt und K~ik heissen. Sie lassen sich s~mtlich durch 

Transformation mit geeigneten Automorphismen yon Fn und Komposition dieser 

Transformierten aus K12 herstellen. 

8 ,Die Isomorphismengruppe der freien Gruppe,. Mathemat. Annalen 9 z (I924). S. I69--2o9. 
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Es sei hier schliesslich auf eine wie mir scheint hSehst wfinschenswerte 

Ubertragung des oben formulierten S~tzes auf die Automorphismengruppen der 

Fundamentalgruppen geschlossener zweiseitiger Fl~chen hingewiesen. Ist  p das 

Geschleeht einer solchen Fl~che, so liefern die Periodentransformationen der 

Abelschen Integrale erster Gattung auf einer Riemannschen Fl~che eine Unter- 

gruppe U2p der Gruppe G2p, welche yon demjenigen Substitutionen yon G2p 

gebildet wird, die eine gewisse antisymmetrische Bilinearform in sich iiberfiihren. 

Bezeichnet man nun mit @2p die Automorphismengruppe der Fundamentalgruppe 

unserer Fl~che, so stehen U2p and @~ in demselben u zueinander wie 

G~ und A~. D~s Analogon zu K~ wiirde dann im weseutlichen die Gruppe der 

Abbildungsklassen der Fl~che bilden, bei denen ein kanonisches Riemannsches 

Schnittsystem in ein homologes aber nicht homotopes System iibergeht. D~ 

U2p sich in ~hnlicher Weise uus Modulgruppen aufbuuen l~tsst, wie dies in w i 

fiir G~, gezeigt wird, scheint mir der Versuch einer solchen ~bertragung min- 

destens fiir p ~ 2 nicht aussichtslos zu sein. 

w i. Eine Normalform fiir die Elemente der Gruppe G~. 

Die Gruppe (/~ der n-dimensionalen Gittertransformationen, dargestellt ~ls 

Gruppe yon linearen Substitutionen der V~riablen x, (~ ~ I, 2, . . . ,  n) l~sst sich 

erzeugen durch die folgenden Substitutionen: 

(i) 
Oi--l: X ~ - - I - - - - - X i - - 1 ;  X~=Xk f i i r  k 4 = i - - I | ~ 2 , . . . , n ]  

di-l , i :  X~-l = Xi- l  + X~; X'k= Xk fiir k 4 = i - -  I 
, 1,2~ . . . , ~ t .  

di,,:-l: x~ = x ~ + x / - 1 ;  Xk=Xk fiir k4  = i  

Fiir jeden Wert  yon i erzeugen die drei Substitutionen 0~-1, d~-l,i,  d~,i-~ eine 

homogene erweiterte Modulgruppe, bestehend aus allen ganzzahligen Substltu- 

tionen yon xi-~ und x~ ~llein mit einer Determin~nte +_ I. Diese Gruppe 

werde mit M v-~) bezeichnet ( i - - I  = I, 2 , . . . ,  n - - I ) ,  Elemente aus ihr mit 

m  -ll, . . . .  

Ist nun g ein beliebiges Element aus Gn, so kann man es in der folgenden 

Weise mit t t i lfe yon Substitutionen aus den Gruppen M (~) aufbauen. Die dem 

Element g zugeordnete Substitution besitze die Matrix (gik), in deren i-ter Zeile 

und k-ter Spalte also die Zahl g~k steht. Man bestimme nun zwei teilerfremde 
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Zahlen /~,~_~,n und /~n,n SO, dass gl, n-ll~n--l,~ + gl, n# ,~ ,~=O ist. Zu diesen beiden 

Zahlen lassen sich stets zwei weitere /~,~-~,n-1 u n d / ~ , ~ - 1  hinzubest immen,  so dass 

t 
Xk=Xk fiir ] c < n - -  I,  

! 
X n - - 1  ~ ~tn--1 ,  n - -1  X n - - 1  dr  # n - - l ,  ?~, X n  

! 
X n  ~ ~ n ,  n - -1  X n - - 1  ~-  ~ n  n X n  

eine Subst i tu t ion  m] n-l) aus M (~-a) ist. gm~ ~-1) besitzt  dann  eine Matrix,  in 

der in der ers ten Zeile und  n-ten Spalte die Zahl  Null  und  in der ( n - - I ) - t e n  

Spalte der grSsste gemeinsame Teller  yon g1,~,-1 und ga, n steht.  Durch  geeig- 

nete W a h l  des Vorzeichens yon #~-i ,~-a und #,~,~-1 kann man dessen Vorzeichen 

beliebig vorschreiben.  

Beri icksicht igt  man nun,  dass die rechtssei t ige Mul t ip l ikat ion einer Matr ix  

mi t  einer 3/[atrix aus M (~'-1) nu r  die ( i - - i ) - t e  und i-re Spalte ver~ndert ,  und 

duss der grSsste gemeinsame Tel ler  der Zahlen in der ers ten Zeile yon (gik)gleich 

eins sein muss, so erh~lt man  durch (n - - I ) - fuche  sinngem~sse Wiederho lung  des 

oben eingeschlagenen Verfahrens  das Resul ta t :  

Es gibt E lemente  m~ k) aus M (k) ( k = n - -  I , n - - z , . . .  2, I), so d~ss 

gm~n-a)m]~'-2).., m]2)m~ 1) eine Matr ix  ist, in deren ers ter  Zeile in der ers ten 

Spalte eine Eins und in der z-ten bis n-tan Spalte eine Null  steht.  

Wende t  man  nun auf  die so erhal tene  Matr ix  dasselbe Ver fahren  nochmals  

an mi t  dem Ziel, in ihr  uuch in der zweiten Zeile mSglichst  viele Elemente  zu 

(;) Null  zu maehen,  und so fort ,  so erhiilt man  naeh  Sehr i t t en  das Resul ta t :  

Es gibt Elemente rn! k) ( k = n -  I, I),  m! k) (k = n -  I, 2) n/(k) 

(k = n - - I ,  n - - 2 ) ,  m ~ )  1 (]~ = n - - I )  a u 8  den Gruppen M (k), so dass 

(2) g rm(.-1)m(.-~) roll)] [~n--1) ~ n i 2 )  . •t!2)] [~t(n--1) nT(n--1)] /(n_~l) 

eine Mab'ix ist, in der in der Itauptdiagonale lauter Einsen und iiber derselben 

lauter Nullen stehen. Eine solehe M~tr ix  werde eine L-Mat r ix  gen~nnt.  Alle 

L-M~trizen bi lden eine Grnppe  _d.. Die M~tr ix  (2), reehtsse i t ig  mit  einem ge- 

e igneten E lement  L ~us _//. multipliziert ,  l iefer t  also die Einhei tsm~tr ix ,  und  

hier~us folgt  sofort,  dass ,]ede M~trix g -1 uncl somit  ~ueh jede M~trix g ~us 

G~ gleieh einem Element  

n--1 
(3) I I  [ml n - l )  �9 . mlk)] ' L 
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ist, wobei die m~e) ((~ = I, . . . ,  n --  I) in M(e) liegen, und  L ein E lement  yon An 

ist. Das 1Jroduktzeiehen ist nati ir l ich symbolisch zu verstehen,  die Fak to ren  

sind n ieht  ver tauschbar .  (3) soil eine l~ormalform fiir die Elemente  yon Gn 

heissen. 

w 2. Reduktion der Aufgabe, definierende Relationen ffir G~ zu finden 

auf  den Fall  n = 3 .  

Die Normal fo rm (3) fiir die Elemente  g yon G,~ l iefer t  sofor t  ein Yer fuhren  

zur Aufs te l lung eines Systems definierender  Rela t ionen  fiir Gn, wenn es gelingt,  

die folgenden Aufgaben  zu 15sen: 

Es sind Relationen zwischen den Erzeugenden (I) von G~ anzugebe~, die es 

ermSglichen 

I. Jeden Ausdruc]r aus den 2Erzeugenden (I) au f  die Form (3) zu bringen. 

I I .  Jedes Element (3), das die Einheitsmalrix darstellt, in das Einheitsele- 

ment der (abstra/~ten) Gruppe G~ zu verwandeln. 

E s  soll nun  zun~tchst eine AuflSsung der Aufguben I, I I  in mehre re  ein- 

fachere  Aufgaben  angest rebt  werden. Bezeichnet  man die Erzeugenden  (t) yon 

G~ in i rgend einer Reihenfolge  mi t  z 1, z ~ , . . . ,  Zr, SO ist ein E lement  g, das aus 

n u t  einer Erzeugenden  z +1 besteht  schon auf die Normal fo rm gebracht ,  da z-+~e 

zu einer  der Gruppen  /~(i) gehSrt.  Wen n  man nun  Rela t ionen angibt ,  die es 

ermSglichen ein beliebiges E lement  

n--1 

(4) ~ 1  H f~(,l--1) ~"~ . . .  m(k k)] �9 L 
k=l 

~uf die Iqorm~lform zu bringen, so ist Aufg~be I gelSst, da man  dann suk- 

zessive ~lle Elemente ,  die aus ein, zwei, drei, . . .  z +1 Zeichen aufgebuut  sind auf  

die Normal fo rm bringen kann. In  dieser F o rm  wird nun  I gel5st auf  die fol- 

gende Art:  z~ ~ gehSre der Gruppe  M (~ an. Es wird nun gelingen, l~elationen 

anzugeben,  die ausdriicken: 

I I I .  Jedes Element aus M (~) ist mi t  jedem Element aus M (i) f ~ r  i ~ a, 

i ~= (7 ~ I vertauschbar. 

IV. Ein  Ausdruck m~ ~) m~ ~+1) m~ ~) beziehungsweise m~ ~) m~ a-i) m~ (i) lSsst sich 

stets au f  die Form m~ +~) m~ ~ m] ~ La beziehungsweise m(~ -~) m~ ~ m~ -1) L~ bringen, 

wobei die m! k) Elemente aus M (k) sind (k ~ a- -  i, a , a +  i), und L 1, L: in M,~ liegen. 



358 Wilhelm Magnus. 

V. E in  Ausdruck L 1 m~ k) ldsst sich stets in einen Ausdruck m~ k) L~ verwan- 

deln, wobei m~ k), n@ Elemente aus M (k) und L 1 und L 2 Elemente aus _/1~ sin& 

I I I ,  IV, V ermSglichen in der Tat,  jedes E lemen t  (4) auf  die Normal fo rm (3) 

zu br ingen;  denn gehSrt  z e e twa zu M (n-l), so kann  man es direkt  mi t  m(/n:l) 

vereinigen;  gehSrt  z e zu M (~-2), so kann  man mit te ls t  IV  zem] ~-~)m] n-2) auf  die 

Form m~ '~-a) m~ ~-2) m~ (~-~) L~ bringen,  wobei L~ in A , ,  m] ~-1), m~(n-~) in M (~-~) 

und ~(n--2) in M (n-2) liegen. VermSge V kann man dann L1 ganz nach rechts  

>)durchziehen~) und mi t  dem L ganz rechts  vereinigen,  sodann vermSge I I I  

m *('~-~) mi t  m ~ - a ) . . ,  m~ 1) ver tauschen und mi t  m~ n-~) vereinigen.  (Dabei ist na- 

t i irl ich zu beachten,  dass sich sowohl Lt  wie die m([ ) bei dem >)Durchziehen)) 

yon L~ veri tndern;  das ist aber unwicht ig,  weft sie dabei immer  gem~ss u in 

Elemente  aus derselben Gruppe  _//~ bezw. M (~) iibergehen.) Ein  ganz analoges 

Ver fahren  f i ihr t  auch zum Ziel, wenn z e i rgend einer anderen Gruppe  M(") an- 

gehSrt;  al lerdings muss man I I I ,  IV, V um so hi~ufiger anwenden,  je kleiner  a 

wird, aber es t r i t t  niehts  prinzipiell  Neues hinzu. 

I i s t  damit  auf  die LSsung der Aufgaben  I I I ,  IV, V reduziert .  Um aueh 

die Aufgabe  I I  zu 15sen hat  man ausser I I I ,  IV,  V noch 

VI. Ein  System von definierenden Relationen f i ir  _/1, anzugeben. Dass 

I I I - - V I  zur LSsung yon I I  ausreichen,  soll in w 4 gezeig~ werden;  der Rest  

dieses w soll der L5sung yon I I I  und IV dienen, w~thrend V e r s t  nach der Be- 

handlung  von VI  in w 3 in Angriff  genommen werden kann.  

Die naeh I I I  geforder ten  Rela t ionen  sind sofor t  anzugeben;  man  kann  sie 

wi~hlen in der Fo rm 

(Ill*) (0i--1, di--1, i, di, i--1) ~--- (Ok--l, dk--1, k, dk, k--l) 

(i + +_ I), (i, k =  . . . , . ) ,  

wobei ~ ~vertauschbar  mit>> bedeutet ,  und  (III*)  also e infach heissen soll, dass 

der K o m m u t a t o r  i rgend eines Elementes  in der K lammer  links mit  i rgend einem 

Element  in der Klammer  rechts  gleich dem Einhe i t se lement  I ist, wenn i, k, die 

angegebenen Beziehungen erfiillen. 

Die naeh IV geforder ten  Rela t ionen ergeben sich ohne weiteres aus der 

eingangs 1 genannten  Arbei t  yon Nielsen. Bezeichnet  man  n~mlich fiir 

i = 2, 3, �9 . . ,  n - -  I mi t  N (~) die von 0~-~, Oi, di-~,i, di, i--1, di, i+l ,  di+l, i  erzeugte 

mi t  G~ isomorphe Gruppe  der Subs t i tu t ionen  yon  xi-~, xi, Xi+l allein, so sind 
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ja  die nach IV geforderten Relat ionen solche, die zwischen Elemenien yon 2V (~+~) 

beziehungsweise N (~) allein bestehen, wenn man in IV noch die zusi~tzliehe For- 

derung stellt, dass LI  und L 2 zugleich in _//,, und in N (~+~) bezw. _N (~ liegen 

sollen. Aber auch mit  dieser zusi~tzlichen Forderung miissen Relat ionen der in 

IV verlangten Ar t  existieren und zugleich aus einem vollstiindigen System de- 

finierender Relat ionen fiir _N(~+1) bezw. N (~ folgen, da ja  nach ~ I z. ]3. jedes 

Element  yon _N (~+1) auf  die sinngemi~ss speziulisierte Form (3), d. h. auf die Form: 

Element  aus M (~+~> mal Element  aus M/r mal Element  aus M C~+1) real einem 

Element  aus dem Durchschni t t  von 2~ (~ und  An gebraeht  werden kann,  was, 

angewandt  auf  alas in IV auf t re tende Element  m~~162 ~) gerade die erste 

Behauptung yon IV ergib~. Da nun schliesslich alle in N (~) bestehenden Be- 

ziehungen, also insbesondere auch die in IV aufgestel l ten aus einem System 

definierender Relat ionen fiir N(~) erhalten werden k5nnen, und da umgekehr t  alle 

in N (~ bestehenden Relat ionen auch in G~ bestehen, so folgt  hiermit :  

Aufgabe IV ist gelSst, wenn man  ein System definierender Relat ionen fiir 

die Untergruppen N (i) yon Gn ( /  = 2 . . . . .  n - -  I)  angeben kann.  Das ist  nun  

gerade in der Arbeit  yon Nielsen ~ gesehehen, da ja die 37 (i) mi t  G 3 isomorph 

sin& Nachs tehend sind im Anschluss an die Formeln  (D) S. 24 bei Nielsen 1 

Relat ionen angegeben, die zur Definition sitmtlicher N (i) ausreichen und folglich 

den in Aufgabe IV gestell ten Forderungen Geniige tun. Es sind dies die fol- 

genden Relat ionen:  

(IV, I): Pi-1  0i - -1  d~---ll i d i  i - 1  d - 1  , , i--1, i �9 

(IV, 2): P~ = (IV, 3): ~ = = ~-1 1. 0 i - 1  I .  (IV, 4): P i - 1  0 i - 1 / ' / - 1  0,:. 

( I V ,  5) :  ( O i - l d i - l , i )  2 --- I .  ( I V ,  6 ) :  ( O i d i - l , i )  ~ =  I .  

(IV, 7): Pi-1  d~-l, i P~-I = di, ~-1. 

( i = 2 ,  3, . . . , - ) .  

(IV, 8): Pi -1  -Pi P i -1  -~-Pi Pi - -1  -Pi .  ( iv ,  9): (or Pr = i .  

(IV, io): P i - l  P~ P i - l  di- l ,  i P i - l  Pi  Pi  1 ~- di+l,i. 

( I V ,  I I ) :  0 i + 1  d i - - l , i  0 i + 1  = d i - l , i .  

- 1  - 1  - 1  - 1  
(IV, 12): di- i ,  idi+i,,:d,-1, i d ~ + l , i =  I.  (IV, 13): di, i-~di,~+ldi, i - l d i ,  i+l = I .  

--1 ~--1 
(IV, I4): d~+l,~di, i - l  dr i,i-1 = P~dx, i - l  P~. 

(i "--2, 3 , . . . , n - -  I). 
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Dabei sind die Relat ionen (IV, I) und die Relat ion (IV, 4) fiir i ~ n einfach als 

Definit ionen der Elemente Pi-1 und 0~ aufzufassen, l m  i ibr igen. is t  das Rela- 

t ionensystem (IV, I ~ I 4 )  etwas modifiziert gegeniiber dem System (D) yon Nielsen; 

es ist n~mlich an Stelle der dort  benutzten Erzeugenden Q das dor t  QP benannte  

Element  als neue Erzeugende eingefiihrt  worden. (D, I, 2 ) f a l l e n  dadurch in 

(IV, 2) zusammen. Die l~elationen (IV, I, 7, IO) zeigen die M5glichkeit,  die hier 

benutzten Erzeugenden durch die yon ~Nielsen gebr~uchten auszudriicken und 

umgekehrt .  Die iibrigen Relat ionen entspringen unmit te lbar  aus dem yon Nielsen 

angegebenen System (D), eventuell nach vorheriger Transformat ion mit  geeigneten 

Produkten  tier Pi und Benutzung yon (IV, 7, 8, IO); (dies gilt  insbesondere yon 

(IV, ~3, ~4)). 

w 3. Die Hilfsgruppe ~//n. 

In  diesem w sollen die Aufgaben V und VI  aus w 2 gel6st werden, und  

zwar zun~chst VI, da eine genaue Kenntn is  yon z/~ fiir die Behandlung yon V 

erforderlich ist. 

Die Gruppe z/,~ wird, wie leicht einzusehen ist und  sich iibrigens aus dem 

Folgenden mitergibt ,  yon den di,~-i (i ~ 2, 3, . - . ,  n) erzeug~. Allgemein liegen 

die Subst i tut ionen dk, ~ mit  k > l, welche dureh x~ = xk + x~, X'r-~ Xr (r=~ k) de- 

finiert sind in z/~, und jedes Element  aus _//~ l~sst sich auf eine und nur  eine 

Weise in der Form 

(5)  ~221 (~31 /]~32 (l~n,11 d2n, 2 d2~nn~,t_~_-11 
~21 ~31 ~32 " �9 ' n, 2 ' " ' , - -  

schreiben, wobei die 2~z beliebige ganze Zahlen sin& In  der Tat  besitzt die 

dem Element  (5) zugeordnete Subst i tut ion eine Matr ix  (g,:k) mi t  g.---~ I, g~k ~ O 

fiir k > i,  g~ = Zik fiir i > k, die Elemente (5) stellen also jedes Element  aus z/~ 

genau einmal dar. II ieraus ergibt sich leicht 4, dass man uls definierende Rela- 

t ionen fiir -4n die folgenden wiihlen kann,  (die teilweise einfach als Definit ionen 

der dk~ mit  k - - l  > I aufzufassen sind): 

(VI, I) dk~dtr d -1 -1 .~ kt dt~ = d k r  k > l , l > r , s > t .  
( --1 --1 

(VI, 2) dk~d, tdkt d~t = I  fiir 14 =s, k # : t  ) k , l , r , s , t = i , 2 , . . . , n .  

4 M a n  v e r g l e i c h e  d a z u :  W.  B u r n s i d e :  , ,On s o m e  P r o p e r t i e s  of G r o u p s  w h o s e  O r d e r s  a r e  

P o w e r s  of P r i m e s , , .  ( P r o c e e d i n g s  of t h e  L o n d o n  M a t h e m a t i c a l  S o c i e t y ,  ser .  2. Bd.  i i  ( I913) .  S. 

2 2 5 - - 2 4 5  ). D o r t  w e r d e n  d ie  g a n z  a n a l o g  g e b a u t e n  G r u p p e n  u n t e r s u c h ~  d i e  m a n  erhi~lt ,  w e n n  m a n  

d i e  E l e m e n t e  d e r  M a t r i z e n  v o n  A n  m o d u l o  e i n e r  P r i m z a h l  iv n i m m t .  
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N a n  erkennt  ferner ohne Miihe die folgende Eigensehaf t  yon An: Bezeiehnet 

man mit  Al~ ) die Kommuta to rgruppe  von An, und  definiert man rekursiv A~ ) 

Ms diejenige Untergruppe yon l /n ,  die yon den Kommuta to ren  irgend eines 

Elementes aus An mit  i rgend einem Element  yon _//~e-1) erzeugt wird, so wird 

-//(~) yon den d~,~ mit k 1 > ~ erzeugt, und 11 (e-~)/z(e) - -  n ~*n ist eine freie Abelsehe 

Gruppe von n - - ~  Erzeugenden. 

Hieraus folgt  sogleich, dass sich mi t  Hilfe der Relat ionen (u I, ~) jedes 

Element  L yon ~/n auf die Form L = "~ai, i-1 r .  bringen l~sst, wobei Li-1 sich cbi, i--1 1~z--1 

uus den d~ 4= &.i-~ (k > l) zusammensetzen l~sst. Denn die Elemente  

dai, i--1 da2, 1 dZi-1, i--2 dai+ 1, i dan, n--1 
i , i--1 9,1 ' ' " i - - l , i - -2  i + l , i  " " * n,n--1 

l iefern ein vollstgndiges l~epri~sentantensystem der Nebengruppen yon / / ~ ) i n  

~/n, wenn die ~e,e-1 Mle ganzen Zahlen durchlaufen.  

Diese letzte Bemerkung ermSglicht nun  die LSsung yon Aufgabe V. Is t  L 

eine Matr ix  aus f /n m] i-a) ein Element  aus M (~-1) und  L----d a/,/-1 L/-1 ,  wobei ' i, i--1 

L,._, aus den dk, z mit  ]c>  1 und de, z=b di,~-i zusammengesetzt  ist, so ist 

Lm!i-1)-~d'~i , i - lLi_lm~ i-~). W e n n  es uns nun  gelingt,  Relat ionen anzugeben, i, i--1 

mit  deren Hilfe sieh Li_lm~ i-1) in ein Element  m~ ~'-1) L}-I verwandeln lgsst, 

wobei m~ i-1) in M (i-1) liegt und L}-I in An liegt, so sind wir fertig, da dann 

Lm~i- l )=dai ,  i-~m~i-1)L's_l wird nnd d,'i-1 zu M (~-1) gehSrt. Sofern es gelingt  i, i--1 

zu zeigen, dass L~-I ebenfalls aus den dk, ~ mit  k > 1 und  dk, z =4= di, i-1 zusammen- 

gesetzt werden kann, wenn m~ ~'-1) eines der erzeugenden Elemente  0+21, d+L1 , 
d+l ~-1,~ yon M (i-l) ist, li~sst sich der Fal l  eines beliebigen rn~ ~'-1) durch Rekursion 

auf  den Fal l  dieser speziellen m~ i-l) zuriiekfiihren. Dass aber L~-I fiir den Fall,  

dass m~ ~'-1) eines der Elemente  0+all, d~_,,+l d+~--1,i ist in der T~t die angegebene 

Beschaffenheit  besitzt, folgt  ohne Miihe aus den Relat ionen (VI, I, 2) und  den 

nachs tehenden Relationen, wenn man  beriicksichtigt, dass aus (VI, I, 2) die Ver- 

tauschbarkei t  des Kommuta to r s  zweier d~ (k > l) mi t  diesen folgt.  

(V, I) dk, 1 ~ (0i-1, di, i-1, di-1, i) fiir k, 1 =~ i, i --  I ; k > l. 

( V ,  2 )  dk i - - 1 0 i - - 1  : Oi--1 C1-1 (~ > i -  I ]~ =~= i)  
, k ,  i - - 1  ' " 

(V, 3)  d i - - l , l  Oi--1 = 0 i - -1  d~_11 1 ( i  - -  I > l ) ,  

(g, 4) di--l,l ~ di- l , i  (i - -  I > l). 

(v ,  s) > i). 
4 6 - - 3 4 4 7 2 .  Acta mathematica. 64. I m p r i m 6  le 30 n o v e m b r e  1934. 
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d~,tdi-i ,~ ~ d~--l,~d, l d  -1  (i > l, 1 =4= i - -  I). 
�9 i - - l ,  1 

dk, i--1 di--1, i ~ di--1, i dk, ,:--1 dk, i (k > i - -  I , k : #  i) .  

Damit  ist dann Aufgabe V und folglich Problem I gelSst. 

w 4. Eindeutigkeit der Normalform. Vollst~ndigkeit des gefundenen 
Relationensystem s. 

Es soll iet t gezeigt  erden: Die l et tione, (IV, (V, 
(VI, I, 2) reichen zur  Def in i t ion  von G~ aus. Dazu ist n~ch dem in w 2 Bemerkten 

nur noch die L5sung von Problem I I  notwendig. 

Es sei ~lso ein Element ~us G~ in der Form (3) aus w I gegeben, dem die 

Einheitsmatrix zugeordnet ist. Da die Elemente aus allen Gruppen M v) mit 

i > I eine erste Zeile besi~zen wie die L-M~trizen, und d~ die Einheitsmatrix 

E ebenfalls eine L-Mutrix ist, muss dann das Element m~ 1) in (3) ebenfalls eine 

L-Matrix sein. Mi~ tti lfe des Prozesses V a u s  w z kann man dann m! ~) nach 

rechts >> durchziehen >> und mit dem Element L ganz reehts in (3)vereinigen. 

Dadurch geht (3) fiber in ein Element teL', wobei te der von M m), Mm), . . . ,  M (~-~) 

erzeugten Gruppe F~,-1 angeh5rt; diese ist mit G~,-1, der Gruppe der ( n -  I)- 

dimensionalen Gittertrunsformationen isomorph, und nach dem in den w167 z, 3 

Bewiesenen reichen die Rel~tionen (III*), (IV, I - - I4) ,  (V, I--7), (VI, I, 2) also 

aus, um te uuf die Form 

n--1 
(3) H [~In--1) ' ' "  T'/i'k)] n'~" 

k~2 

zu  bringen, wobei L* dem Durchschnitt  von Fn-1 und t/~ angehSrt, und die 

m~e ) Elemente von M(e) sind. In  der Tat enthalten ja die ffir G~ ubgeleiteten 

l~el~tionen auch alle die Relutionen zwischen den Erzeugenden yon F~--I, die 

dazu nStig sind, ein beliebiges Element yon F~-~ uuf die Form (3) zu b r ingen . - -  

Eine Anwendung der oben vorgeffihrten Schlussweise auf die zweite Zeile der 

Matrix t eL '  liefert, dass in (3) ~2) zu _//~ geh5ren muss, und eine Wiederholung 

des Verfahrens liefert, dass die Relationen der vorigen w167 ffir G~ unsreichen, 

um jedes Element der Form (3), d~s die Einheitsmatrix darstellt, in ein Element 

yon ~/~ zu verwandeln. Infolge der Angabe der definierenden Rel~tionen (VI, I, 2) 

fiir ~/~ ist damit Problem I I  gelSst. 
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Es ist  klar, dass sich das h ier  ffir G~ gefundene  Rela t ionensys tem wesent- 

lich vere infachen  l~sst, insbesondere durch Einf f ihrung neuer  Erzeugender .  Da  

indessen in w 6 gezeigt  wird, dass die Gruppe  G~ aus der in der E in le i tung  

mi t  A~ bezeichneten Gruppe durch Hinzuf i igen  einer einzigen Rela t ion  zu den 

definierenden Rela t ionen von A~ ents teht ,  und da die definierenden Rela t ionen 

yon A~ sehr ausfi ihrl ich yon J. :Nielsen 3 und sparer yon B. N e u m a n n  ~ unter- 

sucht  worden sind, kann  eine solche Diskussion hier  wohl unterbleiben.  

w 5. Kongruenzgruppen yon G~ und //n. 

Nimm t  man die Elemente  der Matr izen yon G~ modulo einer  natf ir l ichen 

Zahl s >  I, so erhi~lt man eine endliehe Kongruenzgruppe  G~,~, die Faktor-  

gruppe  yon G~ ist. Analog geht  M (1) bei diesem Prozess in eine endliche Kon- 

gruenzgruppe /]/~1) fiber, die mit  G2,~ isomorph ist. Eine  Matr ix  aus G~ be- 

ziehungsweise M (1), die modulo s der  E inhe i t smat r ix  /~ kongruen t  ist, soil 

al lgemein mit  I'8 beziehungsweise ~ bezeichnet  werden.  Definierende Rela t ionen  

ffir 3/8(1) erh~i,lt man, indem man ein System yon Matr izen Ft~ aufsucht ,  aus denen 

sich alle anderen  durch Trans fo rmat ion  mi t  E lementen  aus M (1) und  Komposi-  

t ion dieser T rans fo rmie r t en  zusammensetzen lassen, und diese speziellen Matr izen 

#~,1, tts, 2, �9 �9 �9 dann durch die Erzeugenden  01, d12, d~l yon M (1) ausdri ickt  und 

die so en t s tehenden  Ausdrficke @1(01, die, d~l), O~(0~, d ~ ,  d21), . . .  gleich eins 

setzt. Zusammen mit  den definierenden Rela t ionen  yon M (1) l iefern dann  

tP~ = I ,  q)~ = I ,  . . .  ein System definierender  Rela t ionen yon 3/(1). Es sol l  nun  

gezeigt  werden:  

~1 = I, q)~ : I . . . .  liefern zusammen mi t  den in w 4 angegebenen Relationen 

f i ir  Gn ein System definierender Relationen yon G~,~. 

Dazu ha t  man  nur  noch zu zeigen, dass sich alle Matr izen I~ aus den 

Matr izen tt~ durch  Trans format ion  mi t  E lementen  aus G~ und Komposi t ion  der 

Trans formie r ten  aufbauen lassen. Es sei also (Tik) eine beliebige Matr ix  aus F~. 

Es ist 711 - - I  +J~s, 71k~S71k fiir k = 2 ,  3 , . . . , n .  Man bes t imme in G,~ eine 

Matr ix  (a~) mi t  a 1 1 - - I ,  a l k = o  fiir k ~ - 2 ,  3 , . . . , n ,  so dass (7~k)(a~k}=(d~k) 

eine Matr ix  mi t  d~k = o ffir ]c = 3 , . . . ,  n wird. Nach  der in w I eingeschla- 

genen Methode  ist das ohne weiteres zu bewerkstel l igen.  Es wird 7~1 = dH ~ I 

,Die Automorphismengruppe der freien Gruppen,. Mathematische Annalen ~ro 7 (I933}. 
8. 367--386. 
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(mod. s) und (~2 ~ 8 . s ,  wobei (~ (bis auf das Vorzeichen) der grSsste gemeinsame 

Teller der 71k (k = 2, 3, . . . ,  n) ist. 811,812 sind folglich teilerfremd, und wegen 

~1 ~ I, ~12-~ o (mod. s) gibt es eine Matrix tt~ ~ aus M~', so dass (7~k)(aik) tt~ ~ 

eine erste Zeile wie eine L-Matrix besitzt. Da yon (aik) dasselbe gilt, gilt es 
( o )  --I auch yon (7~k).(a~k) tt~ (aik) , und eine Fortsetzung des Verfahrens zeigt, wie 

(7~k) durch rechtsseitige Multiplikation mit Transformierten yon Matrizen tt~ in 

eine L-Matrix verwandelt werden kann. Man hat dabei nur zu beachten, dass 

die Gruppen M (~) in Gn alle miteinander konjugiert sind, u n d  dass dasselbe in- 

folgedessen auch yon denjenigen Untergruppen der M (~) gilt, die aus Matrizen 

/~8 gebildet werden. Da schliesslich jede L-Matrix, die ~ E  (mod. s ) is t ,  aus 

Transformierten yon d~ zusammengesetzt werden kann, und d~ eine Matrix tt~ 

ist, ist unser Satz damit bewiesen. 

Die in w 3 gemachte Bemerkung, dass die dort definierte Reihe der Unter- 

gruppen A (~), A (2), .. yon A n  mit A(~ n-l) = I schliesst, fibertr~gt sich unver~n- 
n n ' 

dert auf die Kongruenzgruppen An,~, die man erh~lt, wenn man die Matrizen 

yon -4n modulo s betrachtet. Nach einem Satz yon Burnside ~ ist An,~ infolge- 

dessen direktes Produkt yon Gruppen yon Primzahlpotenzordnung. Bei geeig- 

netem n und s ist infolgedessen ein beliebig vorgeschriebenes direktes Produkt 

yon Gruppen von Primzahlpotenzordnung in f/n,~ als Untergruppe enthalten. 

Man hat dazu nur zu zeigen: Ist  p eine Primzahl, so ist eine jede Gruppe Hp 

der Ordnung p'~ Untergruppe yon An, p bei geniigend grossem n. A,,p ist nun 

aber p-Sylowgruppe in der Automorphismengruppe der Abelschen Gruppe der 

Ordnung pn und yore Typ (I, I , . . . ,  I) (Burnside4). An, p enth~lt folglich die 

p-Sylowgruppe der symmetrischen Gruppe der Permutationen yon n Dingen und 

folglich sp~ttestens fiir n : p ~  die Gruppe Hp. 

w 6. Ein Satz ~on J. Nielsen. 

In seiner oben 1 zitierten Abhandlung hat  Nielsen gezeigt, dass fiir n = 3  

die in der Einleitung K~ genannte Gruppe yon den Transformierten des dort 

mi~ Ki~ bezeichneten Automorphismus erzeugt wird. Im Folgenden soll die in 

der Einleitung ausgesprochene Verallgemeinerung dieses Satzes unter Beibehal- 

tung der dort gebrauchten Bezeichnungen bewiesen werden. 

Jedem Automorphismus yon Fn ist eindeutig eine Substitution aus Gn zu- 

geordnet, denn jeder Automorphismus aus An ist zugleich ein solcher der freien 
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F p  Gruppe F,~/ n.  Als Erzeugende yon An kSnnen 

~c~i__ 1 = [a 1 

~ i , i - - I  = [ a l ,  

(~i--1, i = [ a l ;  

- -1  . .  a n ]  ) �9 �9 ~ a i - - 2  ~ a i - - 1  ~ a i ,  . 

�9 �9 ~ ai--1 ~ ai  ai--1 ~ a i + l  ~ . . . ~ an] ] i 

�9 �9 ~ (~i--1 a i ~  a i ,  . . . ~ a n ]  
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die Automor- 

= 2, 3, - �9 n 

dienen 6, wobei in den eckigen K lammern  der Reihe nach die Elemente  von Fn 

stehen, in die al,  a~, . . . ,  a~ bei dem betreffenden Automorphismus iibergehen. 

~ i - - 1 ,  (~i,i--1, (~i--1, i sind respektive die Elemente  0i-1, d i - l , i ,  di, i-1 yon Gn zu- 

geordnet.  

Es gilt  nun:  I. Die in der Einleitu~g augegebenen Automorphismen Kik, 

Kik~ erzeugen eine invariante Untergruppe Kn von An. 

I I .  Schreibt man die sh'mtlichen definierenden Relationen von Gn in der Form 

R g  (Oi - -1 ,  all, i - - l ,  d i - l , i ) =  i ,  ( ( ~ =  i ,  2 , . . . ) ,  8o , w i r d  ~ g ( ~ i - - 1 ,  f~i,i--1, f~i--i,i) e i ,  

Automorphismus aus K,~. 

Aus I und  I I  folgt  offenbar der erste Teil des in der Einle i tung angege- 

benen Satzes. I s t  n~mlich q)(t2i_l, (li-l,i, &,i-l) ein beliebiger Automorphismus 

aus An, gegeben in seiner Zusammensetzung durch die t2i-~, ~i,i-1, ~i-l,i,  und 

entspricht  diesem Automorphismus in Gn die Einhei tsmatr ix,  so muss nach einem 

Satz yon Dyck 7 und Schreier 7 q)(Oi-1, di, i-1, di-l,i) identisch sein mit  einem 

Produkt  yon Transformier ten  der R +~ (0i-1, di, i-1, di--1, i), das heisst, �9 muss 

sich in ein solches P roduk t  durch Streichen und Einfiigen von Ausdriicken 
--1 0i- i  0i-1, 0-[-11 0i-1, di, i-1 dT,~-l, . �9 �9 u. s. f. verwandeln lassen. Folglich gilt, dass 

auch q)(t2i-1, (~i,;-1, ~i-l,i) identisch ist mi t  einem Produkt  yon Transformier ten 

der R+l(t2~-~, ~,i-1,  (~-~,~), und nach I und I I  l iegt also O(t2~_~, ~i,~-1, 6~-~,~) 

in Kn. 

I i s t  direkt durch eine einfache Rechnung zu beweisen. )lIan w~thle irgend 

ein System yon Erzeugenden fiir An, t ransformiere die Kik, Kik~ mit diesen Er- 

zeugenden und ihren l~eziproken und weise nach, dass man dabei wieder ein 

Produkt  der K/~, Kikt erh~lt. Es ist zweckm~ssig, als Erzeugende yon A~ hier- 

fiir etwa die folgenden zu w~hlen: 

G Man zeigt leicht, dass sich aus diesen die yon J. Nielsen 8 ~ngegebenen Erzeugenden  zu- 

sammensei~zen lassen. 
7 W. Dyck, Mathemat ische  Annalen 22 (I883). - -  O. Schreier, Abhand lungen  uus dem 

mathemat i schen  Seminar  der Hamburg i schen  Universitfi t  5 (I927). S. I7o f. 
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~,2, ~ l ,  und I I i - i  = [a, . . .  a i - z ,  ai ,  a i - ~ ,  ai+~,  . . . ,  a~] 

(i = ~, ~, . . . ,  ~) .  

Die Rechnung  soll nicht  explizit  vorgeff ihr t  werden, da sie vSllig e lementar  

ist. Es sollen nu r  einige Bemerkungen  gemach t  werden, mit  deren Bi l fe  sich 

die Richt igkei t  yon I un te r  wesent l icher  Verminderung  der Anzahl  der auszu- 

rechnenden  Formeln  beweisen lgsst. 

a) E in  Kik oder  Kik~ ist mit  jeder  Erzeugenden  yon A,~ ver tauschbar ,  die 

die Elemente  ai und ak beziehungsweise ai, a~, al yon /~'~ weder mi te inander  noch 

mi t  einem anderen a~ kombiniert .  

b) Da  ~1 und  die H , - 1  die Ordnung  2 besitzen, eri ibrigt  sich die Trans-  

fo rmat ion  mit  ihren Reziproken.  

c) Da H 1 Y21H 1 ~12H71 ~1-1H71 = ~ 1  ist, eri ibrigt  sich die Trans fo rma t ion  mi t  

~ ,  da sie auf  die Trans fo rmat ion  mit  ~1~, //1, ~1 zurfickgeffihrt  werden kann.  

d) Es ist Kik~-~ K ~ ;  da wegen der besonderen W a h l  der Erzeugenden  yon 

A~ die Indizes I und  2 eine besondere Rolle  spielen, kann  man also im Fall,  

dass einer  der  Indizes k, 1 gleich elns ist s t e t s  a,nnehmen, dass e twa k-~- I i s t .  

e) Jeder  Automorphismus ,  der alle a~ =~ ar unver~tndert 1Esst, wghrend er 

a~ in ein E lement  a'~ = 1 ' 1 a r t  2 i iberffihrt ,  wobei T1, T~ aus den a~ # a~ zusam- 

m e n g e s e t z t  sind und  T 2 T  1 in der K o m m u t a t o r g r u p p e  der yon den a ~ =  ar 

erzeugten Gruppe  liegt, lgsst sich aus den K~:k, Kik~ zusammensetzen.  Das folgt  

daraus, class T,2:I'1 dann ein P r o d u k t  von Trans fo rmie r t en  der  K o m m u t a t o r e n  
- - 1  - - l~q -  1 

a,,a,=a~, a~.. j -  mit  v,, v,a q= r i s t ,  wobei auch diese Transformier ten  nur  aus den 

a~ q= a~ bestehen.  

N u n  miissen die H i - i ,  wenn man  die Kok, Kekz mit  ihnen t r ans fo rmie r t  

die le tz teren  einfaeh permutieren,  die Trans fo rma t ion  mi t  ~21 ff ihrt  die Kikl in 

Automorphismen  der unter  e) genann ten  A r t  und die Kik in sich oder in ihre  

Reziproken fiber. Analoges gilt  ffir die Trans fo rma t ion  mi.t 8j2; h ier  maeht  nu r  

die Berechnung  yon 8~oK=z~$g I Sehwier igkei ten;  sie ergibt,  dass dies der Auto- 

morphismus  

J~/2 K~I 1 Kl l  Kll  K2 ll K12l K ~  1 K2/1 

ist. s 

Dami t  ist dann  I bewiesen. Der  Beweis von I I  bietet  ebenfalls keine 

s Entsprechend den Regeln der Matrizenkomposition gilt hier, dass unter ala2 der Auto- 
morphismus zu verstehen ist, der entsteht, wenn erst der Automorphismus a~ und dann a 1 aus- 
gefibt wird. 
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prinzipiellen Schwierigkeiten.  Man ha t  nu r  zu beachten,  dass von den Rela- 

t ionen von G~ einige als Abkiirzungen aufzufassen sind; man  finder, dass 

t2i-16 -1 6 -1 i-1, i 6i, i-1 i-~, i ~ / / ~ - I  K i - l , i  wird, uud  dieser Automorphismus  w~re dann  

iiberall start  Pi-~ in die Rela t ionen yon Gn einzusetzen. W eg en  der Eigen- 

schaft  I der Kik, Kik~ kann man aber  auch ffir P~-i  iiberall Hi--1 einsetzen, 

denn wenn beispielsweise /)~ ~ I i s t ,  so geniigt  es zu best~tigen, dass //~i-i in 
--1 

K~ liegt;  (//~.-1K~-1,~)"~-~ I-1~_~ (lI~_~K~-l,~lI~-~)Ki-l , i  l iegt  dann wegen I eben- 

falls in K~. Fiir die dk~ (k > r) sind en tsprechend die Au tomorph i smen  a'~. ~ aka,., 

a~ ~ al ffir l =~ k einzusetzen; diese mSgen ~kr heissen. Da nun  diejenigen Rela- 

t ionen yon G~, die die Ver tauschbarke i t  yon solchen Automorph i smen  ausdriik- 

ken, die vSllig ge t rennte  Variablensysteme subs.tituieren, t r ivialerweise auch bei 

Einsetzen der en tsprechenden  Automorph i smen  yon tTn erffillt sind, so bleiben 

nur  noch Relat ionen iibrig, in denen s~mtliche auf t re tenden  Automorphismen  

insgesamt nur  3 Erzeugende der f re ien Gruppe  betreffen. Fiir  diese Re la t ionen  

kann  eine explizite Angabe  der in I I  geforder ten  Rech n u n g  um so eher  unter-  

dri ickt werden,  als nach dem yon Nielsen ~ bewiesenen Satz die Richt igkei t  des 

behaupte ten  Resul ta tes  wegen I yon vornhere in  feststeht .  

Schliesslich ist noch zu zeigen, dass alle Kik, Kikt aus K ~  durch  Trans- 

fo rmat ion  und Komposi t ion  gebildet  werden kSnnen,  oder, was dasselbe besagt,  

class durch Hinzuf i igen der einzigen Relat ion (~2 t2~) ~ ----- K ~  ~ = ~ An in Gn fiber- 

geht.  Dazu ist nur  zu beriicksicht, igen, dass 

K13~ = ~ 1  K13 ~12 K~I 

ist, und dass man  durch Trans format ion  mi t  geeigneten P roduk ten  der / / / -1  of- 

fenbar  alle Kik aus K12 und  alle Kikl aus Kl~ ~ erha l teu  kann.  


