UBER DIE GRUNDLAGEN DER KINEMATISCHEN GEOMETRIE.
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Einleitung.

Bei vielen bekannten Untersuchungen iiber kinematische Geometrie und
andere Teile der Infinitesimalgeometrie herrschen unvollkommene Vorstelluhgen
betreffend die Tragweite der Resultate. Die Untersuchungen sind entweder iiber-
haupt nicht klar aufgefasst worden, oder sie werden auf solche Fille beschrinkt,
die durch Bequemlichkeiten der angewandten Methode bestimmt werden.

Im Mittelpunkt der folgenden Untersuchung steht der Cauchy’sche Satz,
dass jede Bewegung in der Ebene durch eine Rollbewegung erzeugt werden kann.
Es wird hier der Versuch gemacht, einen Beitrag zu geben, um den Inhalt nnd
die Tragweite dieses Satzes und anderer verwandter Sitze kennen zu lernen.

I
Der Momentanpol.

1. Wir wihlen unseren Ausgangspunkt in dem iiblichen Satz: Zwei gleich-
sinnig kongruente Figuren in derselben Ebene konnen durch eine Drehung (oder
Parallelverschiebung) zur Deckung gebracht werden. Es sei nun eine ebene Be-
wegung in solcher Weise definiert, dass zwei Punkte 4, B gegebene Kurven (4),
(B) beschreiben, etwa so, dass die beiden veriinderlichen Punkte A, B eindeutige
und stetige Abbilder einer stetic wachsenden reellen Verinderlichen ¢ sind, indem
der Abstand A B dabei einen konstanten Wert behilt. Fassen wir einen dritten



144 J. Hjelmslev.

Punkt C ins Auge, welcher mit 4 und B fest verbunden ist; so ist zunichst
klar, dass auch dieser Punkt (wenn nicht fest) eine Kurve, (C), beschreiben muss,
indem seine Lage in eindeutiger und stetiger Weise dem Wert ¢ entspricht. Wenn
nun die Kurven (4), (B) in den betrachteten Punkten 4, B bestimmte Tangenten
aufweisen, und diese Tangenten nicht beide senkrecht auf der geraden Linie AB
stehen, so muss die dritte Kurve (C) im Punkte C auch eine bestimmte Tangente
haben, auf jeden Fall bis auf eine einzige Ausnahmslage des Punktes (. Der
Beweis hierfiir gestaltet, sich folgendermassen:

 Es sei A’B (' eine folgende Lage der Figur 4 B C (vgl. Fig. 1), und es
sei 0" der Rotationspol der beiden kongruenten Figuren A’B’ (' und 4 B C. O/
liegt dann auf den Mittelsenkrechten der drei Strecken 4A4’, BB, CC', und da
die beiden ersten von diesen Mittelsenkrechten gegen zwei verschiedene Grenz-
lagen konvergieren, nimlich die Normalen der Kurven (4) und (B) in 4 und B,
wenn A’ B’ € nach 4 B C konvergiert, so folgt, dass ihr Schnittpunkt 0" auch
einer bestimmten Grenzlage zustreben muss, nimlich dem Schnittpunkt O der
beiden genannten Kurvennormalen in 4 und B, und hieraus folgt wiederum,
dass die Mittelsenkrechte von CC’ gegen eine bestimmte Grenzlage CO konver-
gieren muss, wobei allerdings vorauszusetzen ist, dass C nicht nach O fillt. Man
ersieht zugleich, dass die Halbstrahlen 44, BB’, 0C', welche von 4, B, C aus-
gehen und die Punkte A’, B’, (' enthalten, denselben Umlaufsinn um O" in der
Ebene bestimmen, und es miissen deshalb ihre Grenzlagen die entsprechende
EBigenschaft beziiglich O aufweisen. Wir haben damit den folgenden Satz be-

wiesen:

Satz 1. Wenn eine unverdnderliche ebene Figur sich in threr Ebene bewegt
und zwei Punkte A, B der Figur Kurven mit bestvmmien Tangenten in A und B
beschreiben, und diese Tangenten nicht beide senkrecht auf A B stehen, so beschreibt
Jeder dritte Punkte C der Figur (auf jeden Fall bis auf eine einzige Ausnahme)
erne Kurve mit bestimmter Tangente in C.

Sdmmtliche Normalen der Bahwkurven gehen fiir die augenblickliche Lage
ABC der Figur durch einen und denselben Punkt O, den Schnattpunkt der Normalen
der berden von A und B beschriebenen Kurven. Dieser Punkt wird als Momentanpol
der Figur fiir die Lage A B C bezeichnet.

Die Bahnkurve desjenigen Pumnktes der Iigur, welcher ¢m Augenblick nach O
Jallt, hat wunter den gemachten Voraussetzungen mnicht notwendig eine bestimmie
Tangente in O.
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Ist A von O versehieden, und hat die von A beschriebene Kurve entgegengesetzt
gerichtete Halbtangenten in A, so wird die entsprechende Iigenschaft auch den
ibrigen Bahnkurven zukommen (die von O beschriebene Kurve ausgenommen) und
zusammengehidrige Halbtangenten in A, B, C, ... bestimmen denselben Umlaufssinn
wm 0.

2. Jede gerade Linie ! in der Figur A B C besitzt einen bestimmten Cha-
rakteristtkpunkt, d. h. eine bestimmte Grenzlage des Schnittpunktes von ! mit
der entsprechenden Linie I' der Figur 4" B’ (', wenn A" B’ C’ gegen A B C kon-
vergiert. Da nimlich der Rotationspol 0’ der beiden Figuren gleich weit von [
und [’ absteht, muss er auf der Halbierungslinie eines der beiden Winkeln zwischen
I und 7 liegen, und es folgt hieraus, dass der Schnittpunkt von ! mit I’ gegen
die senkrechte Projektion von O auf [ konvergieren muss.

Wenn die Kurven (4), (B) stetig variierende, fiir jeden inneren Punkt ent-
gegengesetzt gerichtete, Halbtangenten besitzen, so werden, wie aus unseren obi-
gen Betrachtungen hervorgeht, auch die von den iibrigen Punkten der Figur
(O ausgenommen) beschriebenen Kurven die gleiche Eigenschaft haben, und die
Charakteristikpunkte der durch die Bewegung entstehenden verschiedenen Lagen
einer geraden Linie [ der Figur erzeugen eine Kurve. Es ist aber unsicher ob
diese Kurve Tangenten besitzt, und wir konnen deshalb auf Grund der hier ge-
machten Voraussetzungen noch nicht von einer Hiillkurve im gewéhnlichen Sinne
sprechen.

II.
Schmiegungskreise.

3. Wenn eine Kurve in einem Punkte P eine bestimmte Tangente besitzt,
kann man von einem oder mehreren Schmiegungskreisen in diesem Punkte sprechen.
Man versteht darunter eine Grenzlage eines Kreises, welcher die Kurve in P
beriihrt und durch einen anderen von P verschiedenen und nach P konvergie-
renden Kurvenpunkt @ hindurchgeht.. Je nachdem @ von der einen oder anderen
Seite gegen P konvergiert, spricht man von einem Schmiegungskreise in P nach
der einen oder anderen Seite. Im allgemeinen gibt es in jedem Punkte P der
Kurve nach jeder Seite hin unendlich viele Schmiegungskreise. Es kann aber
der Fall eintreffen, dass nur ein Schmiegungskreis in P vorhanden ist. Dieser
Fall ist besonders wichtig, und wir wollen die folgenden Untersuchungen im we-

sentlichen auf diesen Fall beschrinken; doch sei ausdriicklich hervorgehoben,
19—25280. Acta mathematica. 47. Imprimé le 23 novembre 1925,
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dass man die Behandlung der allgemeineren Fille durch dieselben Hiulfsmittel,
die fiir den speziellen Fall angewandt werden, ohne Schwierigkeiten durchfithren
kann. Es kommt nur darauf an, den Grenziibergang des Nachbarpunktes P
nach P in der Weise zu vollziehen, dass P eine Punktfolge P,, Py, P;, . ..
durchliuft, die so herausgewiihlt wird, dass die entsprechende Grenzlage des
Kreises eindeutig wird, um dann alle mogliche solche Punktfolgen in Betracht
zu ziehen.

4. Wir nehmen nun wie frither an, dass zwei Punkte A, B einer beweg-

Fig. 1.

lichen Figur in der Ebene zwei Kurven (4), (B) durchlaufen, welche in A und
B bestimmte Tangenten haben, deren keine nunmehr senkrecht zu A B ist;
es folgt hieraus, dass weder A4 noch B nach dem Momentanpol O fiillt. Ferner
setzen wir voraus, dass die Kurven in A und B bestimmte Schmiegungskreise
haben. Die Mittelpunkte dieser Kreise seien mit 4, und B, bezeichnet; sie liegen
auf den beiden Normalen 40, BO der Kurven (A4), (B) und sollen zunichst als
von O verschieden vorausgesetzt werden; ferner nehmen wir an, dass A, nicht
nach A und B, nicht nach B fillt. Die Punkte A, B sollen natiirlich im End-
lichen liegen; 4,, B, und O hingegen kénnen auch unendlich ferne Lagen an-

nehmen.
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Wir wollen nun untersuchen, ob von einem beliebigen dritten von 0 ver-
schiedenen Punkt C der beweglichen Figur eine Bahn mit bestimmtem Schmie-
gungskreis in C beschrieben werden muss, und in bejahendem Falle, wie dieser
Kreis konstruiert werden kann,

5. Hs gehe die Figur 4 B ( in die neue Lage A" B’ ( iiber (Fig. 1). Der
Rotationspol O' der beiden Figuren liegt auf den drei Mittelsenkrechten von
AA’, BB’ CC, und diese Mittelsenkrechten schneiden 40, BO, CO in A", By, (';.
Die drei letztgenannten Punkte sind die Mittelpunkte von drei Kreisen, welche
die von A, B, C beschriebenen Kurven in 4, B, C beriihren und ausserdem durch
‘A’ B, ¢ gehen. Wenn A’ B ( gegen A B C konvergiert, so werden die ge-
nannten Kreise gegen Schmiegungskreise der drei Bahnen konvergieren; 4., B,
konvergieren dabei nach bestimmten Grenzlagen A,, B,, und wir werden nun zu-
sehen, ob auch C, einer bestimmten Grenzlage zustreben muss.

Da 0" nach O konvergiert, kénnen wir nach unseren oben gemachten Vor-
aussetzungen annehmen, dass O' — wilhrend des Grenziiberganges, auf jeden
Fall zuletzt, von 4, B, A’;, B, und von dem Schnittpunkt 7" der beiden Geraden
A B, A’ B'; verschieden ist. Wir konnen ferner annehmen, dass O, auf jeden
Fall zuletzt, von O verschieden ist. Es miissten sonst bei dem Grenziibergange
immer solche Lagen A’ B’ ¢’ vorkommen, wo 4’, 0', B, 0’ mit 40, BO zusam-
menfielen, was augenscheinlich bedeuten wiirde, dass die betreffende Lage A" B’ ¢/
mit 4 B C zusammenfiele; derartige Lagen sind aber, wenn sie vorkommen, bei
dem vorliegenden Grenziibergang auszuschliessen, wenn iiberhaupt in solchen
Fillen unsere Grenzbestimmungen irgend einen Sinn haben sollen.

6. Nach diesen vorbereitenden Bemerkungen kionnen wir nun die folgende
Betrachtung durchfiihren:

Von (O aus projizieren wir die drei Eckenpaare des von den geraden Linien
AA',, BB, AB, A\ B, gebildeten vollstindigen Vierseits. Die hierdurch er-

zeugten Linienpaare

04, 0OB; O0A,,0B; 0,00

gehoren nach dem bekannten Desarcurs'schen Satz derselben Involution an; da
aber der Winkel von 0’4 mnach O’ A’, und der Winkel von O’ B nach 0’ B,
einander gleich sind, weil beide Winkel die Hiilfte des Drehwinkels von der
Lage A B C nach der Lage A" B’ (" ausmachen, so haben die Winkel des ersten
von den obengenannten drei Linienpaaren dieselben Halbierungslinien wie die

Winkel des zweiten Linienpaares, und es folgt hieraus, dass alle drei Linienpaare
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Winkel mit gemeinsamen Halbierungslinien einschliessen miissen. Es wird sonach
der Winkel von 0’4 nach O’y gleich dem Winkel von O’ B, nach 0’ O mit
entgegengesetzten Vorzeichen. Wir driicken dies in Zeichen so aus:

(04, 0'y)=—(0'B,, 0 0).

Wenn O' nach O konvergiert, wird ¥’ nach dem Schnittpunkt y von A B
mit A, B, konvergieren (Fig. 2), und die Linie 0’ O muss dann nach der obigen
Gleichung einer Grenzlage ¢ zustreben, derart, dass

(04, 0y)=—(0B,1).

Fig. 2.

Dabei ist allerdings vorausgesetzt, dass O nicht unendlich fern liegt. Fiir
diesen Fall ergibt sich aber sofort, wenn man die in Betracht kommenden von
0" ausgehenden verinderlichen Linien mit einer beliebigen (nicht durch O ge-
henden) festen Geraden schneidet, dass die gefundene Beziehung doch auch hier
aufrecht erhalten werden kann, wenn man nur unter (O 4, Oy und (O B, {) die
Abstinde zwischen den in den Klammern vorkommenden Linien versteht. Die
Linie ¢ ist somit in jedem Falle eindeutig bestimmt.

Es sei beildufig hervorgehoben, dass ¢ bei unseren Annahmen notwendiger-
weise von den beiden Geraden O A, O B verschieden sein muss.

Fiir den allgemeinen Fall, wo O nicht unendlich fern liegt, soll noch eine
Bemerkung hinzugefiigt werden, welche fiir die folgenden Untersuchungen von
Nutzen sein wird. A" B’ ' kann durch die bei der vorgelegten Bewegung be-
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stimmten Lagen der Figur auf zwei wesentlich verschiedene Weisen gegen 4 B C
konvergieren, je nachdem A’ gegen A von der einen oder anderen Seite auf
der von A beschriebenen Bahnkurve konvergiert, und die Mittelsenkrechte zu 4 A’
wird offenbar wihrend des Grenziiberganges die gerade Linie ¢ in einem Punkte
schneiden, welcher auf der einen oder anderen Seite von O liegt, je nachdem
der eine oder der andere Bewegungssinn fiir den gegen A konvergierenden Punkt
A’ gewiihlt wird. Hieraus schliesst man weiter, dass in den beiden Fillen der
Halbstrahl 0 0’, welcher von O ausgeht und (O’ enthiilt, gegen den einen oder
den anderen von den beiden Halbstrahlen konvergiert, in welche ¢ durch den
Punkt O zerlegt wird. .

7. Indem wir nun zu unserer Untersuchung betreffend der Grenzlage des
Punktes ', zuriickkehren, setzen wir im folgenden voraus, dass C nicht auf der
Linie O B liegt (Fig. 1). Die Linien BB, und C (', sind dann verschieden, und
keine von ihnen fillt mit B C zusammen. Bezeichnen wir den Schnittpunkt der
beiden Geraden B ( und B’; ', mit o', so ergibt sich wie oben:

(0°¢C, 0d)=—(0'"B,, 0'0);
man erhiilt sonach eine bestimmte Grenzlage « fiir o', derart, dass (Fig. 2)
(0C, Oa)=—(0 B, t).
Vergleicht man diese Beziehung mit der oben gefundenen, so hat man
(0C, 0a)=(04, 0y),

wodurch «, und somit die Grenzlage (), des verinderlichen Punktes ('), eindeutig
bestimmt wird. ,

Die hierdurch erzielte Konstruktion des Mittelpunktes €, des Schmiegungs-
kreises fiir die von (' beschriebene Bahn in C ist, wie man sieht, mit der be-
kannten Bospiniier'schen Konstruktion identisch. Auf Grund dieser Konstruk-
tion lisst sich dann natiirlich die ganze Verwandschaft der beiden Figuren
ABC--- und A, B, C, - studieren, was wir doch hier nicht weiter zu verfolgen
brauchen. Wir beschrinken uns auf die Formulierung des folgenden Satzes:

Satz 2. Wenn die Punkte A, B einer beweglichen Figur in der Ebene zwel
Kurven mit bestimmten Tangenten in A und B beschretben, deren keine senkrecht
zu A B ust; wenn ferner diese Kurven in A und B bestimmie Schmiegungskreise
haben, deren Mittelpunkte von dem Momentanpol verschieden sind, und wenn keiner
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dieser Kreise den Radius Null hat, so wird jeder beliebige Punkt C der Figur (mat
Ausnahme des Momentanpols) eine Bahn beschreiben, welche eine bestimmite Tangente
und einen bestimmien Schmiequngskreis wn C besitet. Der Mittelpunkt C; dieses
Kreises ist nach der Bobillierschen Konstruktion zu finden.

Fiir den Fall, dass der Momentanpol unendlich fern liegt, wird diese Kon-
struktion in einfacher Weise modifiziert (vgl. die Bemerkung oben (6)).

8. Auch in einzelnen Fillen, die bei unserer Untersuchung ausgeschlossen
wurden, wire es leicht unsere Uberlegungen durchzufiihren. Wir erwihnen ins
besondere die folgenden zwei Spezialfille:

1. A, fallt nach O, B, ist aber von O verschieden. TEs folgt dann aus den
oben gegebenen Betrachtungen, dass wenn O' von A’; verschieden ist, die Linie
¢t (die Grenzlage von OO0') mit 4O zusammenfillt. Fillt O’ nach 4’,, ist die
Gerade 00" mit 40 identisch. Fiir alle Fille gilt es also, dass 00" —>t=A40.
Es lidsst sich dann ohne Schwierigkeit die Bobillier'sche Konstruktion auch hier
verwerten.

Danach schliesst man indirekt, dass wenn beide Punkte 4, und B; nach
O fallen, der Punkt C; auch nach O fallen muss, jedenfalls wenn C nicht auf
0OA oder OB liegt (vgl. unten).

2. A, fdllt nach A, B, ist von B verschieden. Die Linie t fillt dann mit
OB zusammen, o fillt nach O, d. h. C, fillt nach C, wenn nur C nicht auf
OB gelegen angenommen wird, Fiir den Fall, wo C auf O B liegt, weisen wir
auf den folgenden Satz hin.

9. Batz 3. Wenn einer bestimmien Lage einer beweglichen Figur der Ebene
ein  bestimmter Momentanpol O entspricht, und die Bahn eines (wicht nach O fall-
enden) Punktes A einen bestimmien Schmiegqungskreis besitzt, so. werden alle Punkte
ABC-- der geraden Linie O A (O ausgenommen) Kurven mat bestimmien Schmze-
gungskreisen beschreiben, und die Mittelpunkte A, B, C,--- dueser Kreise bilden eine
Punktreihe projektiv mit AB C---, derart, dass die beiden Punktreihen zusammen-
fallende Doppelpunkte wn O haben. |

Beweis: Die gerade Linie ! mit der Punktreihe 4 B C--- gehe in einer be-
nachbarte Lage !’ mit der entsprechenden Punktreihe A’ B’ (’--- iiber (Fig. 3).
Der Rotationspol der beiden kongruenten Reihen A BC--- und 4" B (- sei
0’. Den Schnittpunkt von ! mit I’ bezeichnen wir mit S’; rechnet man diesen
Punkt mit zur Reihe 4’ B’ (- -, findet man einen entsprechenden Punkt § in
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der Reithe 4B C--- Lisst man I’ gegen ! konvergieren, wird 0" gegen O kon-
vergieren, und ebenso auch S gegen S.

Die Mittelpunkte A”, B”, ¢, ... 8" der Strecken A4’, BB, C(',... 8§
liegen in einer geraden Linie !”, deren Schnittpunkt S mit I bei dem Grenz-
iibergang nach O konvergiert. Projiziert man von O’ aus die drei Eckenpaare
des von den Linien /,1”, AA”, BB"” gebildeten vollstindigen Vierseits, so entstehen
3 Linienpaare, welche einer Involution angehéren. Diese Linienpaare werden
vou [ in 3 Punktepaaren geschnitten, von denen das erste Paar A’,, B bei dem

Fig. 8.

Grenziibergang nach A4,, B konvergiert, withrend das zweite Paar in den einzigen
Punkt O zusammenriickt; von den beiden Punkten des dritten Punktepaares 4, B,
fillt ein Punkt nach A4 und der andere muss dann gegen eine bestimmte Grenz-
lage B, konvergieren, derart, dass die Punktepaare A,, B; 4, B, einer Involution
mit dem Doppelpunkt O angehoren. Der so bestimmte Punkt B, ist der Mittel-
punkt des Schmiegungskreises in B. Das gewonnene Resultat wird bequemer so
ausgesprochen: Die Punkte 4, A4,; B, B, sind zusammengehirige Punktepaare
zweier kollokalen projektiven Punktreihen mit zusammenfallenden Doppel-
punkten in O.

Der besondere Fall, wo A, nach O fillt, macht keine Schwierigkeit. Der
Grenziibergang fihrt hier sofort zu dem Resultat, dass B, auch nach O fillt.
Den Punkten A B C--- der geraden Linie 0 4 (O ausgenommen) entsprechen so-
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mit konzentrische Schmiegungskreise, deren gemeinsamer Mittelpunkt nach
0 fillt.

10. Nach den hier gewonnenen Resultaten ldsst sich nunmehr der Satz 2
durch die folgenden Sitze 4, b vervollstindigen:

Satz 4. Bei jeder c¢henen Bewegung mit einem bestimmten Momentanpol O
gibt es ausserhalb dieses Punktes im allgemeinen keinen Punkt, dessen Bahn einen
bestimmten Schmiequngskrers mit dem Radius Null besitet. Ezxistiert aber ein solcher
Punkt, so gibt es deren unendlich viele, indem entweder alle Punkte der Ebene (O
nicht mitgenommen) die genannte Eigenschaft haben, oder auf jeden Fall alle Punkte
mit Ausnahme der Punkte einer gewissen geraden Lanie durch O.

Satz 5. Wenn bei einer ebenen Bewegung mit etnem bestimmten Momentanpol
0 zwei Punkte A, B vorhanden sind, welche nicht mit O auf einer geraden Linie
liegen, und deren Bahnkuwrven konzentrische Schmiegungskreise mit dem Mittelpunkt
O haben, so werden alle Bahnkurven (die Bahn von dem augenblicklich nach O fall-
enden Punkte ausgenommen) konzentrische Schmiegungskrerse mit dem Mittelpunkt
O haben.

Das einfachste Beispiel einer solchen Bewegung ist die Drehung um einen
festen Punkt 0.

11. Den Punkt, der im Augenblick im Momentanpol O liegt, haben wir
bisher von unseren Untersuchungen ausgeschlossen. Uber die von diesem Punkt
beschriebene Bahn ldsst sich aber fir den allgemeinen Fall, welcher im Satz 2
behandelt wurde, folgendes aussagen: Da der in Rede stehende Punkt O durch
Drehung um den Rotationspol der beiden Figuren A B C, A’ B’ (' in eine fol-
gende Lage iibergefilhrt werden kann, welche gegen O konvergiert, indem der
Drehwinkel nach Null konvergiert, so ergibt sich sofort, dass déie beschriebene Bahn
m O eme bestimmte Tangente senkrecht zu t haben muss. Wenn nun die Halb-
tangenten der von A beschriebene Kurve in 4 entgegengesetzt gerichtet sind, so
folgt, dass die Drehung um O’ von 4 B C nach A" B’ ¢’ in der einen oder der
anderen Richtung vor sich geht, je nachdem der Punkt O’ von den einen oder
anderen Seite nach O konvergiert, und daher miissen die beiden Halbtangyenten
der in Rede stehenden Bahnkurve in O zusammenfallen. Fallen hingegen die Halb-
tangenten der Kurve (4) zusammen, so muss ungekehrt die Bahnkurve in O ent-
gegengesetzt gerichtete Halbtangenten haben.

Wie man fir die Konstruktion von Schmiegungskreisen die Tangente der

Bahnkurve in O verwerten kann, ist nunmehr auch klar.
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IIT.

Stetig gekriimmte Kurven.

12. Satz 6. Wenn ein ebener Bogen 8 ohne Doppelpunkte in jedem Punkte
eine bestimmte Tangente, und in jedem <nneren Punkte entgegengesetzt gerichiete
Halbtangenten hat, und wenn ausserdem jeder Punkt des Bogens einen bestimmten
mit dem Punkt stetig variterenden Schmiequngskreds besitzt, dessen Radius von Null
verschieden ist, so wird der Schmiegungskreis in einem beliebigen Punkt P des Bo-
gens die eindeutiq bestimmte Grenzlage eines verdnderlichen Kreises y darstellen,
welcher den Bogen in einem Punkl A beriihrt und durch einen anderen Punkt B
des Bogens hindurchgeht, indem A wund B in beliebiger Weise lings der Kwrve nach
P konvergieren.

Beweis: Der Kreis y beriihrt den Bogen 8 in 4 und geht ausserdem durch
den Punkt B dieses Bogens hindurch. Zuniichst nehmen wir nun an, dass der
auf # zwischen 4 und B abgeschnittene Bogen keinen anderen Punkt als 4 und
B mit y gemein hat. Ferner lassen wir A und B innerhalb einer gewissen kleinen
Umgebung von P variieren, derart, dass diec Tangenten je zweier beliebiger Punkte
des Bogens # innerhalb dieser Umgebung einen spitzen Winkel bilden, welcher
einen gewissen kleinen im voraus gewiihlten Wert ¢ nicht iiberschreitet; es folgt
dann hieraus, dass die Tangente in 4 und die Sekante A B einen spitzen Win-
kel = ¢ bilden.

Auf dem Kreis y fassen wir nun den dem Punkt . diametral gegeniiber-
liegenden Punkt ¢ ins Auge. Mitlels einer Inversion, d. h. einer Transformation
durch reziproke Radien, mit dem Zentrum ¢ fithren wir den Teilbogen 4 B von
# in einen neuen Bogen A’ B iiber. Dieser ganz im Endlichen liegende Bogen
hat keine Doppelpunkte, besitzt in jedem Punkt eine bestimmte Tangente und
in jedem inneren Punkt entgegengesetzt gerichtete Halbtangenten; die Halbtan-
gente in dem Endpunkte A’ geht durch den anderen Endpunkt hindurch, weil
diese Halbtangente durch Transformation des entsprechenden Halbkreises 4 @
entsteht; ferner hat die Tangente in A’ keinen anderen Punkt als 4" und B’
mit dem Bogen A’ B’ gemein, weil der Kreis y keine anderen Punkte als A und

B mit dem Bogen A B gemein hat. Aus diesen Tatsachen schliessen wir, dass

20--25280. Aecta muthematica  47. Tmprimé le 24 novembre 1925.
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der Bogen A’ B’ wenigstens einen Wendepunkt (' enthalten muss,! und der ent-
sprechende Punkt C des urspiinglichen Bogens A B hat dann die Eigenschaft,
dass ein Kreis £, der den Bogen in C berithrt und durch @ geht, die Umgebung
von (' auf dem Bogen A B in zwei Teile zerlegt, einen Teil innerhalb und einen
ausserhalb des Kreises, indem die beiden Teile in (' an einander stossen. Dieser
Kreis % muss aber dann mit dem Schmiegungskreis des Bogens 4 B 'in C zu-
sammenfallen: sonst miissten nimlich die beiden Bogen A € und C'B in O ver-
schiedene Schmiegungskreise haben (innerhalb und ausserhalb des Kreises %). Es
ergibt sich so, dass durch den Punkt ¢ ein Schmiegungskreis # an den Bogen
B gelegt werden kann, derart, dass der Berithrungspunkt C auf g dem Teilbogen
A B von 8 angehort.

Wir erinnern aber nun daran, dass wir oben die Voraussetzung gemacht
haben, dass der Teilbogen 4 B von § keinen von A und B verschiedenen Punkt
mit dem Kreis y gemein hat. Ist diese Voraussetzung nicht erfiillt, so konnen

zwel Falle eintreten:

i. Es gibt einen Teilbogen A B, von A B, welcher keine von 4 und B,
verschiedene Punkte mit y gemein hat.

2. Der Kreis y hat unendlich viele Punkte mit dem Bogen A B gemein,
und diese Punkte haben eine Hiufungsstelle in A.

Im ersten Fall kann durch den Punkt ¢ ein Schmiegungskreis an den
Bogen A B, hindurchgelegt werden, und im zweiten Fall ist der Kreis y mit
dem Schmieguhgskreis in 4 identisch. Es gilt also in allen Fillen der Satz:

Durch € geht immer wenigstens ein Kreis k, welcher mit dem Schmiegungs-
kreis in einem Punkt C des Bogens A B zusammenfdllt.

Wenn nun 4 und B nach P konvergieren, wird der Punkt C ebenfalls
nach P konvergieren, und der Kreis # muss dann gegen den Schmiegungskreis
in P konvergieren. Hieraus folgt aber, dass der Punkt ¢ gegen den dem Punkte
P diametral gegeniiberliegenden Punkt des letztgenannten Kreises konvergieren
muss, und da der Kreis y in jeder Lage durch seinen Durchmesser 4 ) bestimmt
ist, so folgt, dass y gerade dem Schmiegungskreise in P zustreben muss, was zu
beweisen war.

! Vgl. J. HyELMSLEV, Contribution & la géometrie infinitesimale de la courbe réelle (Bulle-
tin de I’Académie royale de Danemark, 1911, No. 5), S. 456.
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Es ldsst sich ebenso nachweisen, dass ein Kreis durch 3 beliebige nach P
kouvergierende Punkte von § notwendig nach dem Schmiegungskreis von 8 in P
konvergieren muss.

13. Satz 7. Der Mdttelpunkt O des Schmiegungskreises in P ist die Grenz-
lage des Schnittpunktes S der beiden Normalen p und g in P und €, wenn @ nach
P Fonvergiert.

Die Mittelsenkrechte von P ¢ schneidet die beiden Normalen p und ¢ (Fig. 4)
in' M und N. Diese Punkte sind die Mittelpunkte zweier Kreise, welche beide
durch P und ¢ hindurch gehen, der eine Kreis beriihrt die Kurve in P, und

Fig. 4.

der andere in ¢. Wenn ¢ — P, miissen die beiden Punkte M und N nach dem
Mittelpunkt O des Schmiegungskreises konvergieren (Satz 6), und wenn O nicht un-
endlich fern liegt, zeigt die Figur unmittelbar, dass auch S nach O konvergiert.
Fir den Fall, wo O unendlich fern liegt, braucht man nur zu bemerken, dass
jede im Endlichen liegende Grenzlage von S auch notwendig gemeinsame Grenz-
lage fir M und N sein miisste. (Beiliufig sei hier bemerkt, dass zusammen-
héorende Grenzlagen fiir M, N, § immer so liegen miissen, dass die Punktepaare
PS, M N nach harmonischen Punktepaaren konvergieren).

Dass der Schmiegungskreis auch Kriimmungskreis wird (im gewdhnlichen
Sinne des Wortes), wird nunmehr leicht bestiitigt. ’

14. Satz 8. Wenn eine Kuwrve in jedem Punkte P eine bestvmmte mit dem
Punkte steteg varicerende Tangente besitzt, wund diese fiir innere Punkte enlgegenge-

setzte Halbtangenten aufweist, und wenn die Kuwrve ausserdem tn P eine eindeutiy



156 J. Hjelmslev.

bestemmte, endliche, mit dem Punkte stetiy variterende Kriimmung L hat, so hat die
Kurve in P einen bestvmmten Schmiequngskrers mit dem Radius ¢.

Aus der Fig. 4 ersieht man sofort, dass

. Ps
= lim gin—(—P*@‘S—)——llm PS,

woraus folgt, dass der Punkt S nach einer bestimmten Grenzlage O auf der
Normalen p konvergiert, wobei PO=g. Dass diese Grenzlage 0, wenn ¢=F «©,
notwendig auf einer bestimmten Seite von P liegt, folgt daraus, dass wenn
Schwingungen von S hin und her mdoglich wiren, ¢ notwendig den Wert oo
annehmen miisste. Ferner sieht man, dass der Mittelpunkt M eines Kreises,
welcher die Kurve in P berithrt und durch ¢ hindurch geht, einer Normalen
der Kurve in einem inneren Punkt R des Bogens P angehort. Der Punkt M
ist folglich Schnittpunkt zweier Kurvennormalen (in P und R), und wenn @ — P,
hat man auch R— P, und sonach M — 0, d. h. der Kreis mit dem Mittelpunkt
O und Radius OP ist ein Schmiegungskreis in P und ist der einzig mogliche
Schmiegungskreis in diesem Punkt.

15. Satz 9. Wenn eime Kurve in jedem Punkt P eine bestimmte mit dem
Punkt steteg varvierende Tangente hat, welche (wenn der Punkt ern tnnerer Punkt
ist) entgegengesetete Halbtangenten aufwerst, und wenn ausserdem fiir jeden Punkt
P der Kurve eine bestemmte, von P verschiedene, mit P stetiq variierende Grene-
lage O des Schnittpunktes der Normalen p in P und der Normalen q in einem
anderen nach P konvergierenden Punkt  existiert, so hat die Kurve vm Punkte
P einen bestemmten Schmiegungskreis mit dem Mittelpunkt O.

Es sei nimlich & der Schnittpunkt der beiden Normalen. Es ergibt sich
dann aus Fig. 4:

. P QS .. oy
hmsin(PSQ)_hmsin(QPS)_thS_PO’
also
limgg:PO,
{rg)

und nach Satz 8 ist hiermit der Beweis vollendet.
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Die in den S#tzen 6—¢ behandelten Kurven sollen im folgenden als stetig
gekriimmte Kurven bezeichnet werden.

16. Auf einer stetig gekrimmten Kurve konnen Wendepunkte oder Wellen-
punkte (d. h. Punkte, wo die Tangente unendlich viele Punkte mit der Kurve
gemein hat, ohne ein zusammenhingendes Stiick der Kurve zu enthalten) nur
entstehen, wo der Kriimmungsradius unendlich gross ist. In der Umgebung eines
Punktes, wo der Krimmungsradius endlich ist, muss die Kurve konvex sein.

Punkte mit unendlich grossem Krimmungsradivs liegen nirgends dicht auf
der Kurve, es sei denn, dass die Kurve eine geradlinige Strecke enthilt. Es
folgt hieraus, dass jede stetig gekriimmte Kurve aus einer endlichen oder abzihl-
bar unendlichen Menge von konvexen Bogen (und geradlinigen Strecken), mit
zugehorigen Grenz- und HAufungspunkten, besteht.

17.  Schliesslich wollen wir die Parallelkurven der stetig gekriimmten Kurven
untersuchen. Wir betrachten eine Bewegung in der Ebene, welche solcherweise
bestimmt wird, dass ein Punkt M einen stetig gekriimmten Bogen AB durch-
liuft, wihrend eine gerade Linie durch M sich so bewegt, dass sie stets Nor-
male der Kurve bleibt. Der Momentanpol dieser Bewegung ist der Charakteris-
tikpunkt der Normalen, also der Kriimmungsmittelpunkt O des Bogens A D in M.

Ein beliebiger Punkt P auf der Normalen beschreibt eine Kurve, welche als
Parallelkurve des Bogens AB bezeichnet werden soll. Solange M und P auf
derselben Seite des Momentanpols O liegen (inbesondere auch wenn O unendlich
fern ist), haben die von 3 und P beschriebenen Bogen gleichgerichtete Halbtan-
genten und gemeinsame Normale I P, deswegen auch gemeinsamen Kriimmungs-
mittelpunkt. Die von P beschriebene Kurve wird in diesem Falle stetig gekriimmt.
Da die vorwirts laufenden Halbtangenten der beiden Kurven gleich gerichtet sind,
und die zuriick laufenden ebenso, muss jedem konvexen Bogen von AB ein
konvexer Bogen der Parallelkurve entsprechen, und die konkaven Seiten dieser
Bogen haben gemeinsame Richtung.

18. In dem Falle, wo M und P auf entgegengesetzter Seite von O liegen,
dndert sich die Sache so, dass die einander entsprechenden Halbtangenten der
beiden Kurven entgegengesetzte Richtungen haben. Die von P beschriebene Paral-
lelkurve ist doch immerhin eine stetig gekrimmte Kurve, und jedem konvexen
Bogen auf A B entspricht ein konvexer Bogen auf der Parallelkurve. Die kon-
kaven Seiten dieser Bogen sind einander zugekehrt.

19. Wenn nun aber P nach dem Momentanpol O fillt, ist die Sache nicht

so einfach. Wir wollen zun#chst annehmen:



158 J. Hjelmslev.

1) MN ist ein Teilbogen von A B, so gewihlt, dass der Winkel zwischen

zwei vorwirts laufenden Halbtangenten des Bogens stets unter einer gewissen
Schranke ¢ liegt (s < ;—E)

2) P ist der entsprechende Bogen der Parallelkurve.

3) Der Kriimmungsradius M P des Bogens MN in M ist kleiner als die
anderen Kriimmungsradien dieses Bogens.

Aus den vorhergehenden Betrachtungen folgt dann sofort, das jeder Teil-
bogen P, von P{ eine stetig gekriimmte Kurve ist, deren vorwirts laufende
Halbtangenten mit den entsprechenden Halbtangenten des Bogens M N gleichge-
richtet sind. Ferner leuchtet ein, dass der Bogen P, ¢ keine Doppelpunkte auf-
weisen kann, weil die Schwankung der vorwirts laufende Halbtangente klein ist
(<e). Aus demselben Grunde folgt, dass auch P selbst kein Doppelpunkt ist.
Der ganze Bogen P ist somit doppelpunktsfrei.

Wir wollen nun beweisen, dass der Bogen P in P eine bestimmte Halb-
tangente besitzt, welche dieselbe Richtung hat wie die Halbtangente des Bogens
MN in M. Der Teilbogen PP, von P{) enthiilt notwendig einen inneren Punkt
R, dessen vorwirts laufende Halbtangente dieselbe Richtung hat wie der Halb-
strahl PP, und der Bogen M N muss dann einen entsprechenden Punkt S ent-
halten, dessen vorwiirts laufende Halbtangente genau dieselbe Richtung hat.
Wenn nun P,— P, hat man auch §— M, und die Halbtangente in S wird nach
der Halbtangente in M konvergieren. Der Halbstrahl PP, muss somit nach
einer hierzu parallelen Grenzlage konvergieren, d. h. der Bogen P hat in P
eine Halbtangente mit derselben Richtung wie die Halbtangente des Bogens
MN in M.

20. Bei diesen Uberlegungen war vorausgesetzt, dass der Kriimmungsradius
in M kleiner ist als die iibrigen Kriimmungsradien des Bogens M N. Hitten
wir vorausgesetzt, dass der Kriimmungsradius in M grosser ist, als die iibrigen
Kriimmungsradien des Bogens MN, so wiirde man auf ganz dieselbe Weise
schliessen konnen, dass die Halbtangenten in P und M entgegengesetzte Rich-
tungen haben.

21. Wir haben so das folgende Resultat gewonnen:

Satz 10. Wenn der Kriimmungsradius MP in einem Punkt M einer stetig
gekriimmien Kurve fiir eme gewisse Umgebung von M grisser ust als die Kriim-

mungsradien der Nachbarpunkte nach der einen Seite hin, aber kleiner als die
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Kriimmungsradien der Nachbarpunkte nach der anderen Seite hin, so word die
Parallelburve der gegebenen Kurve in P eine Spitze erster Art aufweisen, indem
ste namlich wn der Umgebung von P aus zwer konvexen Bogen, mit gemeinsamer
Halbtangente wn P, besteht, deren konkave Seiten entgegensetzte Richtungen haben.
Dee Halbtangente in P st senkrecht zu MP.

Wenn hingegen der Kriimmungsradius M P (fiir die Umgebung von M) ein
Maximum oder Minimum ist, so wird die Parallelkwrve in P einen einfachen Kon-
vexpunkt aufweisen, dessen Tangente senkrecht auf M P steht.

Wenn schliesslich der Kriimmungsradius M P nach rechts oder nach links
kein Extremum 1st, so wird die Existenz der Tangente der Parallelkurve in Frage
gestellt. Indessen st immerhin klar, dass eine der moglichen Tangenten (Grenzlagen
der Sekanten) senkrecht auf M P steht.

Endlich diirfen wir nicht den Fall unerwihnt lassen, wo der Kriimmungs-
radius konstant ist, d. h. wo die gegebene Kurve ein Kreis ist. Die Parallel-
kurven sind auch Kreise. Eine von ihnen schrumpft doch in einen einzigen Punkt

zusammen, und in diesem Falle ist natiirlich von einer Tangente keine Rede mehr.

IV.
Die einfache Bewegung.

22. Wir kommen nun zu dem eigentlichen Hauptsatz der ebenen kinema-
tischen Geometrie, nimlich dem Satz, dass jede stetige Bewegung in der Ebene,
abgesehen von Drehungen und Translationen, auf eine Rollbewegung zuriickge-
fiihrt werden kann. Dieser Satz kann aber innerhalb der teoretischen Geome-
trie nicht ohne Beschrinkungen festgehalten werden. Es ist nicht sehwierig,
einfache Beispiele von Bewegungen aufzufinden, deren Darstellung durch eine
Rollbewegung unméglich wird. Nehmen wir z. B. einen beliebigen konvexen
Bogen # ohne Knickpunkte und definieren eine Bewegung solcherweise, dass
ein Punkt P der beweglichen Figur den Bogen g beschreibt, wihrend eine
durch P gehende gerade Linie ! der Figur stets den Bogen g beriihrt; diese Be-
wegung wird auf jeden Fall nicht durch eine Rollbewegung herstellbar sein,
wenn § nicht in jedem Punkt (wenigstens zur Rechten und zur Linken) einen
bestimmten Schmiegungskreis besitzt, und da j leicht so konstruiert werden kann,
dass diese Bedingung nicht erfiillt wird, so erkennt man, dass der obengenannte
Satz nicht allgemeine Ghiltigkeit haben kann.
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23. Es entsteht nun aber die Frage, wie man bestimmte Grenzen fiir die
Giiltigkeit des Satzes angeben kann, und es wird in dieser Hinsicht in erster
Linie darauf ankommen, einfache hinreichende Bedingungen aufzustellen. Im
folgenden soll nun eine umfassende Klasse von Bewegungen, die wir als en-
JSache DBewegungen bezeichnen wollen, behandelt werden, wo die Zuriickfihrung
auf eine Rollbewegung stets moglich ist.

. Definition der einfachen Bewegung. Fine ebene Bewegung soll einfach
heissen, wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:
1) Es gibt zwer Punkte A, B, deren Bahnkurven (A), (B) stetig gekriimmt sind.
2) Die Bahnnormalen in A wund B sind wiemals zu einander parallel (oder
eusammenfollend), und thr Schnittpunkt fallt nicht mit A oder B oder mit dem
Mittelpunkt des Schmiequngskreises der von A oder B beschriebenen Bahn zusammen.
24. Es gilt nun der folgende Satz:

Satz 11. Jede einfache Béwegung kann durch eine Rollbewegung dargestellt
werden.

Die fest liegende Kurve ber dieser Rollbewequng wird als Ort des Momentan-
pols in der festen Figur erzeugt, und die rollende Kurve entsteht als Ort des
Momentanpols in der beweglichen Figur. Jede dieser beiden Kurven ist eine stetig
gerichiete Kurve, d. h. sie hat in jedemn Punkt eine bestimmte mit dem Punkte
stetig variierende Tangente, und in jedem inneren Punkt entgegengesetzt gerich-
tete Halbtangenten.

Ehe wir zum Beweise dieses Satzes iibergehen, bemerken wir, dass die von
4 und B beschriebenen Kurven (4) und (B) zufolge unserer Voraussetzung, dass
die Tangente lings jeder dieser Kurven sich stetig veriindert, und dass in jedem
inneren Punkt die Halbtangenten entgegengesetzt gerichtet sind, in eine end-
liche Anzahl Bogen zerlegt werden konnen, deren jeder doppelpunktfrei ist.
Der Beweis des Satzes 11 kann deswegen auf den Fall beschrinkt werden, wo
die genannten Kurven keine Doppelpunkte haben, und dies soll daher im fol-
genden vorausgesetzt werden.

25. Ks seien nun die Punkte 4, B bei der Bewegung in die neuen Lagen
A4’, B’ iibergefiihrt, und es werde der Rotationspol der beiden kongruenten Figu-
ren AB, A'B’ mit O bezeichnet. (Fig. 3). O wird als Schnittpunkt der Mit-
telsenkrechten der beiden Strecken 4A4’, BB’ bestimmt. Die Bahnnormalen in
A und B schneiden einander in O, dem Momentanpol fiir die Lage A B der
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Figur. Die Bahnnormalen in A" und B’ schneiden einander in P’, dem Momen-
tanpol fiir die Lage A’B’ der Figur. Wenn A’ B’ gegen A B konvergiert, so
wird O’ nach O konvergieren, und die Grenzlage des Halbstrahls O 0" konstruiert
man wie frither gezeigt mit Hilfe der Mittelpunkte A,, B, der den Punkten
A, B entsprechenden Schmiegungskreise. Die gefundene Grenzlage geht von O
aus und ist von 04 und OB verschieden (6).

Fir die Lage A’B’ der Figur ist der Momentanpol P. Wenn A’ B’ gegen
A B konvergiert, wird P’ nach O konvergieren, und nach dem im Abschnitt I1I, 12

bewiesenen Hilfssatz (Satz 6) werden die Mittelpunkte der beiden Kreise, welche
die Kurven (4), (B) in A’, B’ bertihren und durch A, B hindurchgehen, gegen
A,, B, konvergieren, und die Linie P’'0’ wird dann gegen dieselbe Grenzlage
wie 00" konvergieren (vgl. den Beweis des Satzes 2, S. 148 unten). Hingegen
ersieht man, dass der Halbstrahl P’'(Q’ einer Grenzlage zustrebt, welche der
Grenzlage des Halbstrahls OO’ entgegengesetzt gerichtet ist.

Es ergiebt sich so, dass der Winkel OO’ P’ gegen = konvergiert, und dass
infolge dessen der Halbstrahl OF derselben Grenzlage zustrebt wie der Halb-
strahl OO’ und wir haben hiermit das wichtige Resultat gewonnen, dass die
Kurve f, welche als Ort des Momentanpols (0, P ...) in der festen Figur ent-

steht, eine bestimmte Tangente in jedem Punkte besitzt, und dass sie in jedem
21-—25280. Acta mathematica. 47. Imprimé le 24 novembre 1925.
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inneren Punkte entgegengesetzt gerichtete Halbtangenten hat. Die Tangente ¢
der Kurve f in O ist dieselbe Gerade ¢, die als Grenzlage der Linie 0O ent-
steht, und die Konstruktion dieser Geraden ist schon frither angegeben worden.

26. Danach gehen wir zur Betrachtung der Kurve r iiber, welche in einer
bestimmten Lage der beweglichen Figur als Ort derjenigen Punkte entsteht, die
durch die Bewegung in die Momentanpole iibergehen. Wir wihlen die bestimmte
Lage AB der Figur. Der Momentanpol ist hier O; die Kurve r geht sonach
durch 0. Die iibrigen Punkte der Kurve sind solche, die, mit der Figur A B
fest verbunden, einmal in einen Punkt iibergehen werden, welcher fiir die be-
treffende Lage der Figur Momentanpol wird. Binen Punkt P von 7 konstruiert
man demnach, indem man AB in eine neue Lage 4'B’ iibergehen lisst, den
Momentanpol P’ fiir diese Lage findet, und sodann die Lage P ermittelt, in
welche P’ gelangt, wenn A'B’ in die Lage A B zuriickgefiihrt wird, und P’
dabei mit A"B’ in fester Verbindung verbleibt. Dies kann folgendermassen aus-
gefiihrt werden: Man ermittelt zuniichst den Rotationspol O’ der beiden Figuren
AB, A'B’; sodann dreht man P um O’ um einen Winkel « derart, dass 4’
durch diese Drehung in A iibergefiihrt wird. P’ geht dann in den gesuchten
Punkt P iiber. Auf diese Weise findet man zu jedem beliebigen Punkt P’ der
Kurve f einen entsprechenden Punkt P der Kurve r. ’

Wie wir oben gesehen haben, wird bei dem Grenziibergang von A’ B’ nach
AB der Winkel P'0’ 0 gegen 7 konvergieren, und da ferner der Winkel P’ ' P=«
gegen Null konvergiert, so folgt, dass der Winkel PO’0O gegen 7z konvergieren
muss. Dies bedeutet aber, dass die Grenzlage des Halbstrahls OO0’ auch als die
einzig mogliche Grenzlage des Halbstrahls O P ausfallen muss, und die Kurven
r und f haben sonach in (O gemeinsame Halbtangenten. Es folgt zugleich,
dass die Kurve # in jedem Punkte eine bestimmte, mit dem Punkt stetig ver-
dnderliche, Tangente und in jedem inneren Punkt entgegengesetzt gerichtete
Halbtangenten hat.

27. Wenn die Kurve » in fester Verbindung mit der Figur 4B folgt, so
wird sie in jeder Lage die Kurve f berithren. Kommt z B. P’ nach P, so be-
rithren die beiden Kurven einander in P. Um nun zu beweisen, dass diese
Béwegung in Wirklichkeit mit einer Rollbewegung von 7 auf f identisch ist,
miissen wir noch zeigen, dass die zwischen den beiden Kurven » und f beste-
hende Verwandschaft, welche durch die Uberfiihrung der Punkte P’ der Kurve
S in die entsprechenden Punkte P der Kurve » auf der oben angegebenen Weise
bestimmt wird, die charakteristische Eigenschaft hat, dass einander entspre-
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chende Bogenlingen der beiden Kurven einander gleich sind. Um dies zu zeigen
erinnern wir zunichst daran, dass bei dem oben genannten Grenziibergang die
beiden Winkel OO'P und OO’ P gegen m konvergieren, und da ferner O0'P =
=('P’, schliesst man sofort, dass

orP
o

Man kann also sagen, dass zusammengehorige Punkte P, P’ auf den Kur-
ven r, f eine solche Punkt-Korrespondenz erzeugen, dass das Verhiltnis zusam-
mengehorigen Sehnen (Bogen) der beiden Kurven dem Grenzwert 1 zustrebt, wenn
die Sehnen (Bogen) selbst gegen Null konvergieren. Hieraus folgt aber sofort,
dass entsprechende Bogen einander gleich sind.

28. Unter der Charakteristik der Bewegung fir die Lage ADB der Figur‘

. e 0 .
verstehen wir den Grenzwert des Verhiltnisses — zwischen dem gegen Null kon-
§

-vergierenden Winkel 6, durch welchen die Figur 4B um O’ in die Lage A'B

gedreht wird, und dem Bogen s = 0P der Kurve 7, welcher von den beiden den
Lagen AB, A’B’ entsprechenden Momentanpolen O, P begrenzt wird, indem
A'B’ gegen A B konvergiert. Der Drehwinkel wird dabei mit einem Vorzeichen
gerechnet in Ubereinstimmung mit einem festgelegten Umlaufssinne in der Ebene,
und das Vorzeichen von s wird mittels eines festen Umlaufssinnes anf der Kurve
» bestimmt. Hs leuchtet ein, dass venn die Kurven + und f bestimmte Kriim-
mungen habeil, die Charakteristik mit der Differenz dieser Kriimmungen in den
entsprechenden Punkten der Kurven r und f gleichbedeutend wird; aber auch
in dem Falle, wo diese Kurven keine bestimmte Kriimmungen haben, wird die
Charakteristik einen bestimmten Wert haben, wenn nur die Bewegung eine ein-
fache Bewegung ist. Dies soll im folgenden gezeigt werden.
29. Aus der Figur (Fig. 1) erhilt man:

I
27 4, o) (04, 04)—(04, 0'4)
00 00 B 00 ’
oder
L
lim 2 — Jim S (04, ,O A 1)———lim sin(04, O A);

oo 00 00
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durch Betrachtung der Dreiecke 00’ A, 00" A, ergibt sich sonach

1

56 __sin({t, O4) sin{t, 04)

G ="04, — 04
ey
Ganz denselben Wert erhiilt man fiir lim —(277), wenn man die Lage A’ B

betrachtet, und hieraus folgert man in einfacher Weise, dass die Charakteristik
k den folgenden Wert erhilt

.8 I 1
—hm—o-ﬁ—sm (t, OA) (-OZ_M)

30. Das gefundene Resultat bezeichnet eine Verallgemeinerung der Evrer-
Savarv'schen Formel' Es zeigt sich, dass die Charakteristik stets von o und
w0 verschieden ist, und da sie sich stetig indern muss, so bleibt sie wihrend der
ganzen Bewegung von konstantem Vorzeichen. Hs ergibt sich so, dass jede gerade’

Linie der Figur wihrend der Bewegung ihre Richtung monoton verindert.

Fiir (¢, OA):%Z, 0OA,= o, hat man:

04 =—

7

I
k

Satz 12. Der Durchmesser des Wendekreises ist gleich dem reziproken Wert
der Charakteristzk (numerisch gerechnet).?

Es folgt hieraus, dass diejenigen Kreise der beweglichen Figur, welche durch
die Bewegung in die Wendekreise iibergefithrt werden, einen endlichen Bereich
der Ebene bedecken, und jeder Punkt ausserhalb dieses Bereichs eine iiberall
konvexe Bahn beschreiben muss. Also:

Satz 13. Be: jeder einfachen Bewegung gibt es tmmer unendlich viele Punkte,
welche diberall konvexe Bahnen beschreiben.

} Vgl. des Verf. Darstellende Geometrie, Leipzig 1914, 8. 163.
* Uber den Wendekreis und seine Bedeutung fir die Konkavitit der Bahukurven vgl. d.
Verf. Darstellende Geometrie, Leipzig 1914, 8. 165—166.
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31. Um die Gestalt der Bahnkurve eines beliebigen Punktes M bequem
iiberblicken zu koénnen, wollen wir eine Kurve definieren, die als Krimmungs-
bild von M in der beweglichen Figur bezeichnet werden soll. Diese Kurwe wird
folgendermassen aus der Kurve r abgeleitet. Auf jeder geraden Linie, welche
den Punkt M mit einem beliebigen Punkt O der Kurve 7 verbindet, bestimmen
wir denjenigen Punkt M, welcher durch die Rollbewegung in den Kriimmungs-
mittelpunkt der von M Dbeschriebenen Bahn tbergeht, wenn O in seinen ent-
sprechenden Punkt auf f hineinrollt. Der geometrische Ort Ky der so be-
stimmten Punkte M, wenn O auf der Kurve » variiert, ist das Kriimmungsbild
von M. Der Abstand MM, ist gleich dem Kriimmungsradias der von M be-
schriebenen Bahnkurve (M) in dem Augenblick, wo O Momentanpol wird. Ver-
dndert sich der Abstand MM, monoton, wenn O sich monoton auf der Kurve
r bewegt, so verindert sich der Krimmungsradius von (M) monoton. Hat MM,
ein Maximum oder Minimum, hat der Kriimmungsradius von (M) auch ein
Maximum oder Minimum. Riickt M, ins Unendliche, derart dass die entspre-
chende Lage von MO einen Vorzeichenwechsel fiir MM, bezeichnet, hat die
Bahnkurve (M) in dem entsprechenden Punkt einen Wendepunkt. Wir kénnen
dann folgenden Satz aufstellen:

Satz 14. Wenn das Krimmungsbild Ky mit jedem beliebigen Kreis, dessen
Mettelpunkt nach M fallt, hichstens eine endliche Anzahl gemeinsamer Punkte hat,
und hochstens eine endliche Anzahl wunendlich ferner Punkte enthdlt, so werd die
von M beschriebene Bahn eine einfache Kurve, die von einer endlichen Amnzahl kon-
vexer monoton gekriimmter Bogen zusammengesetzt 1st.

32. Fiir die beiden Polkurven r und f bleibt noch eine wichtige Tatsache
hervorzuheben. Aus Fig. 5 geht hervor, dass insofern P und P’ verschieden sind,
die Richtung ihrer Verbindungslinie gegen die Richtung der gemeinsamen Nor-
malen beiden Polkurven in O strebt, wenn P und P nach O konvergieren.
Hieraus folgt zuniichst, dass die beiden Polkurven nicht unendlich viele gemein-
same Punkte mit O als Hiufungsstelle aufweisen konnen. In der Tat: Nehmen
wir an, dass eine Folge P,, P,,... von solchen gemeinsamen Punkten mit dem
Hiufungspunkt O vorhanden wiire, so miissten diese Punkte auf den beiden
Polkurven » und f, jedenfalls von einem gewissen Zeigerwert an, sich selbst
entsprechen; wenn nicht, gibe es eine Teilfolge P;, Py, ..., und auf f eine ent-
sprechende Folge P, P, ..., derart, dass die Gerade P P’is fir s—® nach

der gemeinsamen Tangente der Polkurven in O konvergieren wiirde. Das wider-
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spricht aber der Tatsache, dass die Gerade PP notwendig gegen die Normale
der Polkurven in O konvergieren muss.

Bs folgt also hieraus, dass die gemeinsame Folge P, P,, ... nur unter der
Voraussetzung existieren konnte, dass die hierdurch auf den beiden Kurven »
und f abgeschnittenen Bogen P,P,: (jedenfalls von einem gewissen Wert » an)
far jedes » einander gleich wiren. Infolgedessen miissten denn auf den beiden
Bogen P, P,., zwei einander entsprechende Punkte @, und @'» der Kurven #
und f mit einander parallelen Tangenten existieren; denn zwei verinderliche
Punkte ¢ und ¢, welche die beiden Bogen solcherweise durchlaufen, dass die
Bogen P,Q und P, einander gleich sind, wiirden sicher einmal in derartige
Lagen gelangen, dass der Abstand @@  ein Maximum erreichte (der Abstand
Q¢ fingt nimlich mit dem Wert Null an und endigt auch mit dem Wert
Null), und hier miissten die beiden Tangenten in ¢ und ¢’ notwendig zu einan-
der parallel sein. Die Punktfolgen Qn, @ni1,... und @'n, @ni1,... anf den
Kurven » und f miissten somit immer parallele Tangenten in entsprechenden
Punkten aufweisen. Das wiirde aber bedeuten, dass die Charakteristik der Be-
wegung im Punkt O den Wert Null annehmen miisste. Das ist aber nicht der
Fall. Hierdurch ist also tatsiichlich bewiesen, dass die beiden Kurven # und f
keine unendliche Folge von gemeinsamen Punkten mit einer Haufungsstelle in O
haben konnen. Aus der Figur geht ferner hervor, dass die Richtung des Halb-
strahls PP’ derselben Grenzlage zustrebt, ob A’B’ von den einen oder von der
anderen Seite in A B iibergeht. Wir haben also den folgenden Satz:

Satz 15. Die beiden Polkwrven einer einfachen Bewegung beriihven einander
tm Momentanpol O derart, dass die Kurven tn der Umgebung von O keine weitere
Punkte gemein haben, und derart, dass die Kurven sich in O nicht durchdringen.

33. Die Bahnkurve desjenigen Punktes, dessen augenblickliche Lage mit
dem Momentanpol zusammeﬁfﬁllb, hat eine Spitze. Wie die beiden von dieser
Spitze ausgehenden Zweige der Bahnkurve aussehen, wird von den Kriimmungs-
eigenschaften der Kurve 7 in der Unlgebung des Punktes abhingen.

In der Nihe des Momentanpols O wihlen wir einen Punkt 4 der Kurve

r heraus. Der Wendekreis hat den Durchmesser % Liegt A innerhalb bezw.
0

ausserhalb des Wendekreises, wird die Bahnkurve von A ihre konkave Seite dem
Punkte O ab- bezw. zukehren. Die Tangente ¢ der Polkurven in O bildet mit
der Geraden A0 einen kleinen Winkel e¢=(¢, 04). TFiir die Konkavitit der
Bahnkurve von A wird es nun darauf ankommen, ob
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sin « sin «

T)Z* —ko, oder OA

< — k.

Insofern bei dem Grenziibergang O— A, die eine oder die andere dieser
beiden Bedingungen durchweg erfiillt ist, wird der Punkt einen durchweg kon-
vexen Bogen A A’ beschreiben, wenn A bei der Rollbewegung von der gegebe-
nen Anfangslage in die Lage A’ auf f hineinrollt, und dieser Bogen wird, den
beiden Bedingungen entsprechend, ihre konkave Seite dem Punkte O bezw. zu-
oder abkehren.

- Ist hingegen bei dem Grenziibergang abwechselnd

sina .

o4 = o

so wird der Bogen A A’ eine unendliche Menge von Wellen mit einer Hiufungs-
stelle in A" aufweisen.

Die Grosse %%f bedeutet offenbar den reziproken Wert des mit bestimm-
tem Vorzeichen gerechneten Durchmessers eines Kreises, welcher durch die Punkte
A und O hindurch geht und die Kurve 7 in O beriihrt.

Es folgt nun der Satz:

Satz 16. Ist A ein Punkt der Kurve » und O ein Nachbarpunkt derselben
Kurve, und ist ber dem Grenzitbergang O— A der Durchmesser desjenigen Kreises,
welcher durch O wnd A hendurch geht und die Kuwrve » in O berihrt, entweder

durchweg kleiner als ——kL oder dwrchiweg grésser als — kL’

0 0
im  Punkte O als Momentanpol bedeutet, so wird die Bahnkurve, welche durch
Abrollen des Bogens A O auf den entsprechenden Bogen A’ O’ von f entsteht, iiberall

konvex sein, und thre konkave Seite dem Punkte O ab- bezw. zukehren.

wo k, die Charakteristik

Ist hingegen der Duwrchmesser des ericahnten verdnderlichen Kreises abwech-

selnd grosser wund Kleiner als — ki’ so werd die Bahnkuwrve von A unendlich vielen
0

Wendepunkte met einer Hdaufungsstelle in A haben kinnen.

34. Wenn die Kurven » und f stetig gekriimmt sind, und die dem Punkte
A entsprechenden Kriimmungsradien mit o, bezw. g, bezeichnet werden, so ist die
Charakteristik %4 fiir A als Momentanpol

1 I
kg=——-

N % O
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und der Durchmesser des. erwihnten verinderlichen Kreises wird dem Grenzwert
20, zustreben. Nach den gewonnenen Resultaten wird es beziiglich der Kon-

kavitit der Bahnkurve von A daranf ankommen, ob

1
91+592-

In diesen Fillen wird die Bahnkurve in A eine Spitze erster Art aufweisen.
Ist z. B. g, > ggg >0, wird die rechts {bezw. links) gehende Rollbewegung den
linken (bezw. rechten) Zweig der Spitze erzeugen.

Ist glzégg, wird es von den Nachbarpunkten abhiingen, wie die Spitze
gestaltet wird. Ein einfaches Beispiel hat man in dem elementaren Fall, wo die

Polkurven Kreise sind mit den Radien o, ¢,, 0, = ;—Qg-

35. Wenn die Kurven r und f nicht stetig gekrimmt sind, konnen, fiir
0— 4, unendlich viele Grenzlagen desjenigen Kreises, welcher durch 4 und O
hindureh geht und in O die Kurve 1 beriihrt, existieren. Wenn aber siimmiliche

Grenzwerte o des Radius dieses Kreises (rechts und links) der Bedingung genii-
gen, dass durchweg ;I(; < — k4, oder durchweg ;I—é > — k4, hat die Bahnkurve in A

eine Spitze erster Art. Wenn die Grenzlagen links der einen Bedingung ent-
sprechen, die Grenzlagen rechts der anderen, so hat die Bahnkurve eine Spitze
zweiter Art. Die iibrigen Fille werden in #dhnlicher Weise bebandelt.

36. Eine beliebige einfache Bewegung kann durch Wahl der Polkurven »
und f folgendermassen hergestellt werden. Wir wihlen zwei Bogen 4B und
AB mit gemeinsamer - Halbtangente @« in 4 und mit stetig variierenden Halb-

tangenten. Die beiden Bogen seien durch die natiirlichen Gleichungen

dargestellt, indem s die Bogenlinge von A bis zu einem beliebigen P resp. P’
bedeutet, wiihrend # und 6, die Totalkrimmungen der Bogen A P resp. AP’ be-
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zeichnen (d. h. die Winkel, welche die vorwiirts laufende Halbtangenten in P und
P’ mit der Halbtangente in @ bilden; die Winkel werden natiirlich mit Vorzei-
chen gerechnet, nach einem festen Umlaufssinn in der Ebene). Wenn nun 6(s)—6,(s)
nach s differenzierbar ist und die Abgeleitete positiv und stetig ist, so wird
die Rollbewegung, die dadurch entsteht, dass die Kurve r auf die Kurve f rollt,
eine einfache Bewegung darstellen. Es folgt dies daraus, dass die Kriimmung
der Bahnkurven nach der erweiterten Euler-Savary’schen Formel zu bestimmen ist.!

37. Eine einfache Bewegung lisst sich auch so bestimmen, dass man die
Kurve f als Ort des Drehpols O beliebig wiihlt (natiirlich so, dass sie in jedem
Punkt eine mit dem Punkt stetig variierende vorwirts laufende Halbtangente
besitzt), und sodann den Drehwinkel 6 der beweglichen Figur von der Anfangs-
lage aus gerechnet als Funktion 6 —¢(s) von der Bogenlinge s, von dem An-
fangsdrehpol aus auf f gerechnet bis zum Momentanpol, angibt. Dabei muss
@(s) eine Funktion mit positiver stetigen Derivierten sein.

V.

Die Miillkurve einer geraden Linie.

38. Wir betrachten eine einfache Rollbewegung. Die Polkurven » und f
berithren einander in O. Die gerade Linie g in der beweglichen Figur hat den
Charakteristikpunkt 4, wobei OA Lg (Fig. 6). Durch die Bewegung entsteht
ein geometrischer Ort der Charakteristikpunkte der verschiedenen Lagen von g,
und dieser Ort wird eine bestimmte Kurve sein, wenn nicht die gerade Linie g
durch einen festen Punkt hindurch geht. Der letztgenannte Fall soll hier (fir
jedes Intervall der Bewegung) ausgeschlossen werden. Der Ort der Charakteri-
stikpunkte soll als Charakteristikkurve von g bezeichnet werden. In der Figur
konstruieren wir nun einen neuen Punkt der Kurve. Wir wiihlen einen Punkt
P vorwiirts auf der rollenden Kurve » und suchen den entsprechenden Punkt P’
auf f (OP =OP). Denken wir uns nun r so weit auf / weiter rollen, dass P
in P’ iibergeht, kann der durch diese Rollbewegung erzeugte Lagenwechsel der
Figur auch mittels einer Drehung erzielt werden. Der Drehpol sei 0" und der
Drehwinkel 6. Den der neuen Lage ¢’ von g entsprechenden. Charakteristik-

! Vgl. die fritheren Arbeiten des Verfassers: Die Geometrie der Wirklichkeit, Acta mathe-
matica Bd. 40, 8. 56; und Darstellende Geometrie, Leipzig 1914, Kap. 7, § 189—190; die 1. c.
verwendeten Methoden koénnen hier unmittelbar verwertet werden.

22—25280. Acta mathematica. 47. Imprimé le 25 novembre 1925.
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punkt findet man, indem man eine Senkrechte PB zu g zieht, und sodann den
Punkt B um O’ um den Winkel 6 dreht. Der gesuchte Punkt werde mit ' be-
zeichnet.

Wenn nun die Halbstrahlen 4 B und B( einen und denselben Umlaufssinn
um O in der Ebene bestimmen, und wenn diese Bedingung stets erhalten bleibt,
wenn P nach O kounvergiert, so wird der Halbstrahl 4 C derselben Grenzlage
zustreben wie die beiden Halbstrahlen 4 B und BC, nimlich demjenigen Halb-
strahl auf g, welcher von A4 ausgeht und nach derjenigen Seite um O herum-

Fig. 6.

dreht, welche mit der Drehrichtung der Rollbewegung iibereinstimmt. Dieser
Halbstrahl ist somit Halbtangente der Charakteristikkurve in A. In dhnlicher
Weise zeigt man durch Betrachtung der Rollbewegung nach riickw'%irts., dass der
entgegengesetzte Halbstrahl die andere Halbtangente in 4 wird.

Wenn die Gerade g nicht auf die Tangente der beiden Polkurven in O
senkrecht steht, werden die oben angegebenen Bedingungen zutreffen, wenn nicht
fiir g selbst, so jedenfalls fiir eine zu g parallele Gerade, derart gewihlt, dass O
zwischen den beiden Parallelen liegt (vgl. die beiden Geraden g und g* in der
Figur). Man schliesst hieraus, dass die Charakteristikkurve von g entweder selbst
eine iiberall konvexe Kurve ist oder die Parallelkurve einer iiberall konvexen

Kurve.

39. Fir den Fall, wo die Gerade g auf der Tangente der Polkurven in O
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senkrecht steht, hat man (mit denselben Bezeichnungen wie oben), wenn ¢ nicht
durch O hindurch geht:

AB ]

0P 0—P—>k(+ o),
also
AB
g
und
iB_
BC )

Hieraus folgt, dass die Halbstrahlen 4 C und B C derselben Grenzlage zu-
streben, d. h. ¢ muss in diesem Falle ihre Charakteristikkurve immer beriihren.
Wenn ¢ nicht durch O hindurch geht, wird sie also immer eine gewohnliche
Tangente (d. h. Tangente mit entgegengesetzten Halbtangenten) der Charakteri-
stikkurve sein. KEs ist somit fiir alle Fille bewiesen:

Satz 17. Die Charakteristikkurve einer geraden Linte g st entweder eine
tiberall konvexe Kurve oder Parallelkurve einer diberall konvexen Kurve.

40. Im ersten Falle, wo die Charakteristikkurve selbst iiberall konvex ist,
ist diese Kurve auch eine Hiillkurve fiir ¢, d. h. sie wird von jeder Lage von g
berithrt. Im zweiten Falle, wo die Charakteristikkurve eine Parallelkurve einer
itberall konvexen Kurve ist, ohne selbst iiberall konvex zu sein, wird dies nicht
immer zutreffen. Um das niher zu untersuchen kehren wir zu unseren obigen
Betrachtungen iiber die Halbstrahlen A B, BC und 4 C zuriick. Wenn auch
AB und BC bei dem Grenziibergang zuletzt nicht demselben Umlaufssinn um
0" entsprechen, so muss der Halbstrahl A4 C doch notwendig sich derselben

Grenzlage nihern wie B(C wenn nur % nicht dem Grenzwert 1 zustrebt. Der

einzige Fall, wo es zweifelhaft sein konnte, ob eine Gerade g, welche nicht durch
den Momentanpol hindurch geht, ihre Charakteristikkurve beriihrt, ist also der, wo

OPsin (t, 0A) g
0OA.0 ’
also
sin (¢, OA) S
04 ’
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d. h. die Gerade g geht durch den zum Wendepol in Bezug auf den Momentan-
pol symmetrischen Punkt R hindurch. Der Punkt R soll als Rebroussemenis-
pol bezeichnet werden. Es folgt nun der folgende Satz:

Satz 18. Wenn die gerade Linie g in einem Intervall der Bewegung niemals
durch den Momentanpol oder den augenblicklichen Rebroussementspol hindurch geht,
so 15t thre Charakteristikkurve eine iberall konvexe Kurve. Diese Kurve ist Hiill-
kurve von g.

41. Die Gerade g beriihrt ihre Charakteristikkurve in 4 (Fig. 6). Die
Normale in 4 ist OA, die Normale in ( ist P'C. Der Schnittpunkt der beiden
Normalen ist N. Bei dem Grenziibergang C—A4 wird N einer bestimmten
Grenzlage zustreben. Dies folgt daraus, dass der Winkel (04, P’'C)=6, und
infolgedessen

P sin (t, 04) = sin (£, 0. 0@~

ON—-lim 0 k

0

Die Charakteristikkurve hat somit eine bestimmte Kriimmung in A4, und dhr
Kritmmungsmittelpunkt fallt auf dem Rebroussementskreis (d. h. auf dem zum
Wendekreis beziiglich des Momentanpols symmetrischen Kreis). Man sieht hieraus,
dass wenn O und R auf derselben Seite von g liegen, die konkave Seite der
Charakteristikkurve dem Punkt O zugekehrt ist. Wenn aber O und R durch g
getrennt sind, wird die konkave Seite der Charakteristikkurve vom Punkte O
abgekehrt sein.

42. Um nun die Gestalt der Charakteristikkurve bequem iiberblicken zu
kénnen, definieren wir eine Kurve, welche als Rebroussementskurve in der beweg-
lichen Figur bezeichnet werden soll. Diese Kurve wird folgendermassen aus
der Kurve r abgeleitet: Auf der Normalen eines willkiirlichen Punktes O der
Kurve r tragen wir eine Strecke

1
OR =
]

derart ab, dass der rechte Winkel von der vorwirts laufenden Halbtangente von
r bis zur Halbgeraden OR mit der Drehrichtung der vorwiirts gehenden Rollbe-
wegung iibereinstimmt. Der Ort der so konstruierten Punkte E (wenn O auf r
variiert) ist die Rebroussementskurve. Im folgenden wird (fiir jedes Intervall

der Bewegung), vorausgesetzt, dass diese Kurve nicht in einen einzigen Punkt
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zusammenschrumpft (dieser Fall wird nur eintreten kénnen, wenn die Polkurven
7 und f in Kreise iibergehen, deren Radien sich wie 2: 1 verhalten).

43. Wenn nun eine gerade Linie g einen einzigen Punkt R mit der Re-
broussementskurve gemein hat, ohne durch den entsprechenden Momentanpol O
hindurch zu gehen, derart dass die Rebroussementskurve die Gerade g durch-
schneidet, so wird die Charakteristikkurve von ¢ in dem Augenblick, wo R Re-
broussementspol wird, eine Spitze erster Art haben. Wenn hingegen die Gerade
g eine Stiitzgerade der Rebroussementskurve ist, so wird die Charakteristikkurve
einen gewohnlichen Konvexpunkt aufweisen. Es folgt dies unmittelbar aus un-

seren obigen Bemerkungen iiber die Konkavitit der Kurve.

44. Geht die Gerade g durch den Momentanpol O hindurch, ohne den
Rebroussementspol zu enthalten, so schneidet ihre Normale in O den Rebrous-
sementskreis in einem Punkt O,, und es ist ersichtlich, dass g bei der Rollbe-
wegung eine konvexe OCharakteristikkurve erzeugt, deren konkave Seite dem
Punkte O, zugekehrt ist.

45. Geht die Gerade ¢ in einem gewissen Moment durch die beiden Punkte
O und R hindurch, kommt es immerhin darauf an zu untersuchen, ob die
Lagenverhiltnisse der verdinderlichen Punkte O und R zu g wechseln oder nicht,
wenn man zu den Nachbarlagen O’ und R’ iibergeht. Es wird hierfiir entschei-
dend sein, ob die Schnittpunkte der Nachbarnormalen OR und O'R’ der Kurve
r bei dem Grenziibergang O — 0, R'— R, zuletzt stets auf der Strecke O'R’
selbst, oder stets auf der Verlingerung dieser Strecke liegen. Wenn z. B. die
Kurve r konvex ist und ihre konkave Seite von R abgekehrt ist, fillt der Schnitt-
punkt von OR und O'R’ immer auf die Verlingerung von O'R’ iiber O hinaus,
und das hat zur Folge, dass die augenblickliche Lage g(= OR) die Charakteri-
stikkurve in O berithrt derart, dass die Nachbarlagen der geraden Linie die
Punkte O und R’ nicht trennen. Dije Charakteristikkurve hat sonach eine
Spitze erster Art in O.

Ist die Kurve » konvex und die konkave Seite der Kurve dem Punkt R
zugekehrt, kommt es offenbar darauf an, ob bei dem Grenziibergang O’ — O,

R'—>R die Mittelkriimmung des Bogens 00 sich dem Wert OR:]I; nihern
kann oder nicht, d. h., ob das Verhiltniss der Totalkrimmungen entsprechender
Bogen auf » und f bei dem Grenziibergang dem Grenzwert % zustreben kann

oder nicht. Kommt unter den moglichen Grenzwerten des genannten Verhilt-
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nisses die Zahl % nicht vor, so wird die Charakteristikkurve in der Nihe von O

nach jeder Seite hin einen konvexen Bogen enthalten und die beiden Bogen
berithren die Gerade g in 0. Wenn die Grenzwerte des genannten Verhiltnis-

ses rechts und links alle <§ oder alle > ;, hat die Kurve eine Spitze erster

Art in O; sind die Grenzwerte rechts < i, links > ;, oder umgekehrt, hat die Kurve
einen Wendepunkt in 0. Nur wenn das Verhiiltniss der Totalkriimmungen ent-
sprechender Bogen der Kurven » und f sich dem Wert é nihern kann, kann es

geschehen, dass Singularititen auf der Charakteristikkurve sich hiufen.

Ist die Kurve .r stetig gekrimmt, also auch die Kurve f, wird der oben
erwithnte kritische Fall nur eintreten konnen, wenn das Verhiltniss der Kriim-
mungsradien der beiden Kurven =2 ist. Der einfachste Fall ist der, wo die
Kurven Kreise sind. Die gerade Linie g geht dann durch einen festen Punkt
hindurch. Schon in diesem elementaren Fall hat somit die Charakteristikkurve
keine Tangente mehr.

46. Aus den vorhergehenden Betrachtungen kiénnen wir nun die folgenden
Sitze herleiten:

Satz 19. Ist die gerade Linite g nicht Normale der Kurve r wnd hat sie
hichstens eine endliche Anzahl von Punkten mit der Rebroussementskurve gemein, s0
st die Charakteristikkurve von g eine einfache Kurve, welche jede Lage von g be-
rishrt und deshalb als Hiillkurve von g bezeichnet werden kann. Die Kurve besitzt
hichstens erne endliche Anzahl von Spitzen erster Art, hingegen ketne Wendepunkte
und keine Spitzen zweiter Art.

Satz 20. Hat die gerade Linie g ein zusammenhdngendes Stick mat der
Rebroussementskurve gemein, so wird g fiir das entsprechende Intervall der Bewe-
gung durch einen festen Punkt hindurchgehen. Die zu g parallelen Geraden wer-
den ndmlich Kreise einhiillen.

Da der Krimmungsradius der Charakteristikkurve gleich dem Abstand des
Rebroussementspols von der geraden Linie ¢ ist, gilt ferner der Satz:

Satz 21. Wenn die Rebroussementskurve nur eine endliche Anzahl Punkte
aufweist, deren Abstand von g ein Maximum oder Minimum ist, so hat der Krim-
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mungsradius der Charakteristikkurve eine endlvche Anzahl von Maximis und Mind-
mis. Die  Charakteristikkurve ist somit eine einfache abteilungsweise monoton ge-
kritmmte Kurve ohne Wendepunkte.

VI
Die Hiillkurve einer stetig-gekriimmten Kurve.

47. Wir wollen nun unsere Untersuchungen erweitern, indem wir dazu

iibergehen statt einer geraden Linie eine willkiirliche stetig gekriimmte Kurve

b

\‘y‘:/’ ,
0
Fig. 7.

der beweglichen Figur in Betracht zu ziehen. Fir eine bestimmte Lage a dieser
Kurve definieren wir den Charakteristikpunkt als Grenzlage eines Schnittpunktes
der Kurve ¢ und einer Nachbarlage b dieser Kurve, indem b nach a konvergiert
(Fig. 7). Ein solcher Charakteristikpunkt wird nicht notwendig existieren. Die
Kurve o bat nicht einmal notwendig Punkte mit der Kurve b gemein. Wir
denken uns aber hier, dass b, jedenfalls von einer gewissen Stufe des Grenziiber-
gangs an, die Kurve ¢ in einem Punkt B schneidet welcher bei dem Grenziiber-
gang b—a lings der Kurve a variiert. Die beiden Kurven « und b (oder viel-
mehr die beiden entsprechenden Lagen der beweglichen Figur) haben einen Rota-
tionspol O', derart dass die Kurve b durch die Drehung um einen gewissen Winkel
6 um O’ mit a zur Deckung gebracht werden kann. Der Schnittpunkt B (Fig. 7)
wird dann, wenn O’ von B verschieden ist, durch diese Drehung in einen neuen

Punkt 4 auf a iibergehen, und es gibt somit einen Kreis, welcher mit der Kurve
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a die beiden Punkte 4 und B gemein hat, und dessen Mittelpunkt nach O’ fillt.
BEs muss aber dann auch ein Kreis existieren, welcher die Kurve » in einem
Punkt C des Bogens A4 B beriihrt, und dessen Mittelpunkt nach O fillt. Die
Normale der Kurve a in C geht durch 0" hindurch. Wenn nun b—a, 0'— 0,
0-—0, so folgt, dass wenn B gegen eine bestimmte Grenzlage konvergiert, 4
nach derselben Grenzlage konvergieren muss, und der Punkt C ebenso. Also:

Satz 22. Jeder Charakteristikpunkt von a wst der Fusspunkt einer Normalen
der Kurve a, welche durch den Momentanpol hindurch geht.

48. Wir fragen nun, ob umgekehrt jeder Fusspunkt M einer Normalen
von a, welche durch den Momentanpol hindurchgeht, notwendig ein Charakteris-
tikpunkt von a ist. Offenbar ist hierfir erforderlich, dass man in der Umge-
bung von M auf a zwei Punkte 4 und B auffinden kann, derart, dass O’ 4 =
= (0B und < A0 B==60 (die Bezeichnungen sind wie oben), und dass dies im-
mer Geltung haben wird, withrend des Grenziiberganges O'— O (von einer gewis-
sen Lage von O’ an).

Eine hinreichende Bedingung hierfiir wird sein, dass der Kreis mit dem
Mittelpunkt O und dem Radius O M die Kurve ¢ im Punkte M nicht durch-
kreuzt. Es wird also jedenfalls geniigen, wenn dieser Kreis nicht Kriimmungs-
kreis von a in M ist. Also:

Satz 23. Ist M der Fusspunkt einer Normalen von a, welche durch den Mo-
mentanpol geht, wnd fallt ausserdem O nicht mit dem Krismmungswittelpunkt von a
eusammen, so wird M ein Charakteristtkpunkt von a.

49. Es soll nun angenommen werden, dass unsere Bewegung eine einfache
Bewegung ist, deren Polkurven r und f gegeben sind, und wir setzen ferner
voraus, dass kein Kriimmungsmittelpunkt von a auf r fillt. Der Fall, wo der
Momentanpol in einem Kriimmungsmittelpunkt von « liegt, wird hiermit ausge-
schlossen. Wir suchen nun die Charakteristikkurve d. h. den geometrischen Ort
der Charakteristikpunkte von a, wenn die Bewegung vor sich geht.

In Fig. 8 bedeuten » und f die zwei Polkurven und die augenblickliche Lage
der Kurve o ist 5. O A ist eine Normale zu k. Es soll vorausgesetzt werden, dass
diese Normale mit der gemeinsamen Tangente der Polkurven nicht zusammenfillt.

A ist der augenblickliche Charakteristikpunkt. Einen anderen Charakteris-
tikpunkt findet man folgenderweise: B ist ein Punkt auf £ in der N ihe von 4;
die Normale von % in B schneidet » in P in der Ndhe von O. Bei der Roll-
bewegung wird P in P’ (auf f) iibergehen, und B .geht gleichzeitig in einen



Uber die Grundlagen der kinematischen Geometrie. 177

Punkt C iiber, derart, dass (' P’ Normale der neuen Lage von % wird, d. h. C
wird ein Charakteristikpunkt fiir diese neue Lage. Den Punkt C erhalten wir
durch eine Drehung von B um den Rotationspol O', derart bestimmt, dass diese
Drehung P in P’ und die vorwirts laufende Halbtangente von » in P in die
vorwirtslaufende Halbtangente von f in P’ iiberfithrt. Der Drehwinkel soll mit
6 bezeichnet werden. Wenn nun die Halbstrahlen 4 B und B C denselben Um-
laufssinn um O (und ) bestimmen, und dies fortwihrend stattfindet bei dem
Grenziibergang 0'— 0, P— 0, P’— 0, § —0, so muss der Bogen A ( der Charak-
teristikkurve in A dieselbe Halbtangente wie der Bogen A B von % haben. Wir
wollen diese Bedingung etwas niher untersuchen. Die Bewegung ist einfach,
die Charakteristik % hat somit immer dasselbe Vorzeichen, und die Richtungs-
anderungen der geraden Linien der beweglichen Figur sind durchweg monoton.
Hieraus folgt, dass der durch den Halbstrahl B ¢ um den Punkt O’ bestimmte
Umlaufssinn fiir hinreichend kleine Bogen O P unveriinderlich ist. Die Erfillung
der Bedingung kommt also nur darauf an, ob der Halbstrahl 4 B denselben Um-
laufssinn um O bestimmen wird. Wir nehmen nun zunichst an; dass 4 von O
verschieden ist (wir erinnern daran, dass wir im voraus angenommen haben, dass
der Kriimmungsmittelpunkt 4, von % in A nicht nach O fillt, und ferner, dass
die gerade Linie O A nicht mit der Tangente t der beiden Polkurven in O zu-
sammenfillt). Den Bogen A B auf % denken wir uns so klein gewiihlt, dass jede
Normale dieses Bogens den Bogen OP von r in einem und nur einem Punkt
schneidet; hierfiir ist nur erforderlich, dass der Winkel zwischen O 4 und der
Tangente ¢ von » in O grosser als die Schwankung der Tangentenrichtung lings
dem Bogen O P sei, und diese Bedingung ist immer erfiillbar, wenn O A von ¢
verschieden ist. Es stellt sich so heraus, dass der Halbstrahl A4 B, wenn B— 4,
zuletzt einen konstanten Umlaufssinn um O (und ') haben wird, und dieser Um-
laufssinn stimmt mit demjenigen Umlaufssinn iiberein, welcher durch die Halb-
tangente des Bogens 4 B in 4 um den Punkt O herum bestimmt wird.

Wenn nun dieser Umlaufssinn mat dem Drehsinn der Rollbewegung iiberein-
stemmt, so ist die obenerwihnte Bedingung erfiillt, und die Halbstrahlen 4 B und
A C haben gemeinsame Grenzlage. Die Charakteristikkurve hat somit in diesem
Falle dieselbern Halbtangenten wie die Kurve k.

50. Indem wir fortwihrend die aufgestellten Bedingungen festhalten, also
im wesentlichen die Bedingung, dass die Halbtangente des in Betracht kommen-
den Bogens A B auf % einen Umlaufssinn nm den Momentanpol O herum be-

stimmt, welcher mit dem Drehsinn der Rollbewegung ibereinstimmt, wollen wir
23—25280. Acta mathematica. 47. Imprimé le 25 novembre 1925.
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zeigen, dass die Charakteristikkurve eine bestimmte Kriimmung in 4 besitzt.
Die Normalen A O und C P der Kurve in 4 und C schneiden einander in XN,
und wenn P—O0, P’—0, C—A, wird N gegen eine bestimmte Grenzlage A, auf
der Geraden A O konvergieren, nimlich gegen den Kriimmungsmittelpunkt der
Bahnkurve desjenigen Punktes, welcher im Augenblick in den Kriimmungsmittel-
punkt A, von % in A fillt. Dies wird in folgender Weise bestitigt. Die Nor-
malen in 4 und B und den zwischenliegenden Punkten des Bogens 4 B von £
denken wir uns mit positiven Richtungen versehen, welche bei stetigem Durch-
laufen des Bogens stetig ineinander iibergehen. Die Richtungen der Normalen

Fig. 8.

in A und B seien mit @ und b bezeichnet (Fig. 8). Es sei ferner ¢ die positive
Richtung der Geraden P C, welche dadurch bestimmt wird, dass b durch das
Rollen des Bogens OP auf OPF in ¢ iibergeht. Die Halbtangente der Bogen
OP und OP in O werde mit ¢ bezeichnet. Die geraden Linien O P und O P
versehen wir mit positiven Richtungen, welche durch die angegebéne Anordnung
der Punkte (O, P und O, P) bestimmt werden. Die Dreiecke O S P und NO F
haben dann bestimmte positive Richtungen auf allen Seiten, und indem wir die
Seiten und die Winkel der Dreiecke hiermit iibereinstimmend mit Vorzeichen
rechnen (die Winkel einem festen Umlaufssinn gemiiss), wird — wie bekannt —
die sinus-Relation allgemeine Giiltigkeit haben, wie es in den untén angegebenen
Formeln deutlich hervortritt.
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51. Im Dreieck O S P hat man

sin (ab) sin (0 P, b)
or 0S8

bl

also, indem S—A;:

(a b) . sin (£ a) .

0P ~ 04,

Da nun die Charakteristik £ der Bewegung so bestimmt wird, dass

op—h
erhilt man durch Addition
(ac) - sin (ta)
op Ft o4

Im Dreieck N O P hat man ferner:

sin (O P, ¢) sin (ac)

ON  OPFP
also
sin (OP',¢) ,  sin (ta)
ox kFtTo4
d. h.
1 k 1

-

ON sin(ta) 04,

Es geht hieraus hervor, dass der Punkt N einer bestimmten Grenzlage 4,
zustrebt, welche durch die folgende Formel bestimmt wird:

1Tk + 1
0OA, sin(ta) O0A4,

Nach der Euler-Savary’schen Formel fillt diese Grenzlage gerade mit dem
Kriimmungsmittelpunkt der Bahnkurve (4,) des Punktes A, zusammen.

Die Charakteristikkurve ist also eine stetig gekriimmte Hiillkurve der beweg-
lichen Kurve @, so lange die hier vorausgesetzten Bedingungen erfiillt sind.

Unsere Betrachtungen umfassen auch den Fall, wo der Punkt S bei dem
Grenziibergang P— O fest liegt, d. h. die Kurve % ein Kreis ist, und die gewohn-
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liche Euler-Savary'seche Formel ist infolgedessen in der obigen Formel enthalten.
Wir fiigen hinzu, dass unsere Herleitung auch den Grenzfall umfasst, wo 4,
unendlich fern wird.

52. Bisher haben wir bei allen diesen Betrachtungen vorausgesetzt, dass
der durch die Halbtangente des Bogens AB in 4 um den Punkt O herum be-
stimmte Umlaufssinn mit der konstanten Drehrichtung der Rollbewegung iiber-
einstimmt. Diese Bedingung ist in der Fig. 8 fiir die Kurve £* nicht erfiillt.
Der Charakteristikpunkt ist A* und die Halbtangente des Bogens A* B* in A*
bestimmt eine Drehrichtung um O, welche der Drehrichtung der Rollbewegung
entgegengesetzt ist. HEs leuchtet aber ein, dass man in diesem Falle jedenfalls
fiir eine gewisse Umgebung von A* eine geeignete Parallelkurve £ von k* be-
stimmen kann, fiir welche unsere urspriinglich vorausgesetzte Bedingung wiederum
erfilllt ist. Die den beiden Kurven 4* und k£ entsprechenden Charakteristikkurven
¢* und ¢ werden dann auch Parallelkurven zueinander sein, weil der Abstand
A A* konstant ist. Und solange A* nich mit 4, zusammenfillt, wird die Kurve
z* in A* sicher dieselben Halbtangenten wie &* haben. Ebenso wird der Kriim-

mungsmittelpunkt 4, der Kurve ¢* nach der obigen Formel bestimms:

t3. Unseren fritheren Untersuchungen iiber Parallelkurven zufolge (21,
Satz 10) konnen wir nun aber unsere Resultate auch auf den Fall ausdehnen,
wo A* nach A, fillt, wenn nur in der Umgebung von A* der Abstand A* 4,
wenn A* und hiermit A, variiert, nicht unendlich oft sein Vorzeichen wechselt.
Wenn A* A, in einem Augenblick den Wert Null annimmt, aber vor und nach
diesem Augenblick positiv bezw. negativ ausfillt (oder umgekehrt), wird dieses
zur Folge haben, dass die Kurve ¢* in der Umgebung von A* aus zwei kon-
vexen Bogen besteht, welche eine Spitze erster Art in A* bilden. Wenn hinge-
gen A* A, Null wird, aber vor und nach dem betreffenden Zeitpunkt dasselbe
Vorzeichen behilt, so hat die Kurve ¢* in A* einen einfachen Konvexpunkt. Die
erweiterte Euler-Savary’sche Formel behilt in allen diesen Fillen ihre Giiltigkeit.

Wechselt das Vorzeichen der Strecke A* A, unendlich oft, indem sie den
Wert Null passiert, entsteht auf der Kurve ¢* eine Hiufung von Singularititen,
wobei die Tangente in A* unbestimmt werden kann.

Schliesslich soll auch der einfache Fall genannt werden, wo A* 4, konstant
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den Wert Null hat. In diesem Falle ist 7 ein Kreis, und 2% ein fester
Punkt, d. h. die Kurve £* wird wihrend der Rollbewegung durch einen festen
Punkt hindurchgehen.

54. Um ein anschauliches Bild der gewonnenen Resultate geben zu kon-
nen, wollen wir eine Hilfskurve einfiithren, welche als Krimmungsbeld der gege-
benen XKurve % beziiglich der vorgelegten einfachen Rollbewegung bezeichnet
werden soll. Diese Kurve ist der geometrische Ort der Punkte A, in der be-
weglichen Figur, welche folgenderweise bestimmt werden. Jedem Punkt A der
Kurve % entspricht ein bestimmter Kriimmungsmittelpunkt A4, dieser Kurve. Auf
der Normalen « von % in A bestimmt man einen Punkt A4, derart, dass die fol-
gende Gleichung besteht:

1 __k 1
04, sin(ta) 0A,

b

wo die Buchstaben die iibliche Bedeutung haben. Wenn 4 die Kurve % durch-
lduft, beschreibt 4, das Kriimmungsbild von k. Die Kurve % und die zugeho-
rigen Parallelkurven haben alle dasselbe gemeinsame Kriimmungsbild.

Unsere Resultate lassen sich jetzt so zusammenfassen:

Satz 24. Wenn k eine stetiggekriimmte Kurve ust, so dass kern Punkt und
kein Kriimmungsmittelpunkt von k auf die Kwrve v fdllt, und keine Normale von
k die Kurve r beriihrt, so lasst sich jfolgendes iiber ithre Charakteristikkurve aus-
sagen.

Wenn k keinen selbstkorrespondierenden Punkt nut threm Krimmungsbild
gemein hat, ist die Charakteristikkurve von k eine stetig gekriimmte Kurve. Sie be-
rithrt jede Lage von k in dem entsprechenden Charakteristikpunkt.

Wenn k einen esolierten selbstkorrespondierenden Punkt mat <hrem Krimmungs-
bild gemesn hat, so entsteht auf der Charakteristikkurve eine Spitze erster Art, oder
ewn etnfacher Konvexpunkt, je nachdem k thr Kriimmungsbild durchkreuzt oder nichi.
In beiden Fdillen hat die Charakteristikkurve im betreffenden Punkt dieselbe Tan-
gente wie k.

In allen diesen Fdllen ist die Charakter stikkurve Hiillkwrve von k. Sie hat
e jedem Punkt einen bestimmten Kriimmungsradius, welcher durch die erwerterte
Luler-Savary sche Formel bestemmt wird.

Hat die Kurve k unendlich viele selbstkorrespondierende Punkte mat threm

Kriimmungsbild gemein, so dass eime Hdufung von Durchkrewzungen der berden
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Kurven entsteht, wird die Charakteristikkuwrve esne Hdufung von Singularititen auf-
weisen, und die Iindeutigkert der Tangente ist nicht mehr gesichert.

Hat die Kwrve k ern ganzes Bogenstiick mit threm Kriimmungsbild gemein,
wird k innerhalb des entsprechenden Bewegungsintervalls durch einen festen Punkt

hindurchgehen. (Die Parallelkurve wird einen Kreds elnhiillen).

55. Schliesslich wollen wir einige besondere Fille besprechen, welche bei
den vorstehenden Untersuchungen ausgeschlossen wurden.
1. Der Punkt A fillt auf die Tangente ¢t der Kurve r in O, ohne doch

nach O zu fallen. Es wird hier beziiglich der Bestimmung der Grenzlage des

Halbstrahls 4 P von entscheidender Bedeutung sein, dass - nach Null konver-

1B
BC
giert. (Der Fall, wo A, nach O fillt ist fortwiihrend ausgeschlossen). Es folgt
hieraus, dass dem Halbstrahl A (' eine eindeutig bestimmte Grenzlage zukommt,
senkrecht zu 04 und mit dem Drehsinn der Rollbewegung iibereinstimmend.
Also wird die Charakteristikkurve die Kurve % in einfacher Weise beriihren.

2. Der Kriimmungsmittelpunkt 4, von % fillt nach dem Momentanpol 0.
Es kommt dann darauf an zu untersuchen, ob und wie dic Normalen von £ in
der Nachbarschaft von A4 (auf beiden Seiten von A) die Kurve r schneiden. Hier-
durch wird Aufschluss dariber erhalten, inwiefern die Nachbarpunkte von A bei
der Erzeugung der Charakteristikkurve in Betracht kommen oder nicht. Und es
ldsst sich hieraus schliessen, ob der Punkt A als Punkt einer Charakteristikkurve
(Hiillkurve) iiberhaupt in Betracht kommt und im bejahenden Falle, wie die bei-
den Zweige der Kurve beschaffen sind. Hat z. B. die Kurve % eine einfache
Evolute, welche die Kurve r in A, durchschneidet, entsteht eine Hiillkurve, welche
in 4 eine Spitze zweiter Art aufweist. Hat die Kurve % eine einfache Evolute,
welche die Kurve » in A, beriihrt und ganz umschliesst, so giebt es iiberhaupt
keine Hiillkurve von % in der Umgebung von A4.

VII.

Stiitzkurven.

56. Wenn einer bestimmten Lage A B C einer beweglichen Figur kein ein-
deutig bestimmter Momentanpol entspricht, kann man von mehreren Momentan-
polen, nimlich den Grenzlagen des Drehpols O’ der Figur A4 B C und der Nachbar-
figur 4’ B’ ', sprechen. Der Momentanpol kann véllig unbestimmt werden oder an
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bestimmte geometrische Orter (Punktmengen) gebunden werden. Es lisst sich
nach unseren vorhergehenden Entwicklungen folgendes aussagen: ‘

Wenn ein Punkt 4 der Figur eine eindeutig bestimmte Bahntangente « hat,
so wird der Momentanpol an die Normale von « in 4 gebunden.

Wenn eine gerade Linie ! der Figur einen eindeutig bestimmten Charak-
teristikpunkt 4 hat, wird der Momentanpol an die Normale von ! in 4 ge-
bunden.

Eine naheliegende Erweiterung dieser Sidtze konnte man im folgenden Satz
vermuten:

Wenn eine Kurve ¢ der beweglichen Figur eine feste Kurve v berithrt, ist
der Momentanpol an die gemeinsame Normale im Beriihrungspunkt der beiden
Kurven gebunden.

Doch lisst sich der Satz in dieser Form nicht festhalten. Es miissen den
beiden Kurven ¢ und vy besondere Bedingungen auferlegt werden. Wir setzen
vorliufig voraus, dass die Kurven stetig gekriimmt sind.

57. Der augenblickliche Berithrungspunkt der beiden Kurven werde mit
4 bezeichnet, und ein Paar entsprechende Punkte, die bei der Bewegung spiiter
mit einander in Berithrung kommen, seien B und (. B gehort der beweglichen
Kurve ¢, O der festen Kurve 9 an. Wenn B nach C gelangt, wird auch die
Tangente b von ¢ in B in die Tangente ¢ von v in C iibergehen, und die Richt-
ungen der Tangenten b und ¢ werden sich dabei in bestimmter Weise entsprechen.
Der Drehpol O' der beiden Figuren b B und ¢ C ist an die Mittelsenkrechte von
B C und an die dussere Halbierungsgerade des Winkels (b ¢) gebunden. Es kommt
nun darauf an, ob die Grenzlagen von O’ fiir B— A4, (—A4, an die gemeinsame
Normale der Kurven ¢ und ¢ in A gebunden sein miissen.

Der Grenziibergang B—A4, C— A4, gehe so vor sich, dass entsprechende von
einander verschiedene Punkte B und C die Folgen

B,,B,,B,,... > A4,
Oy, Cy, Oy, .. > A,

und die entsprechenden von einander verschiedenen Tangenten b und ¢ die Folgen

by, by, bsy ... a,

1y Cg,y Cyy .\ . =0,

durchlaufen, und die Schnittpunkte der einander entsprechenden Tangenten b, ¢,,
by ¢y, ... die Punktfolge S;, S, S;,... bilden.
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Wenn nun entweder die Gerade B; C; nach der Tangente a in 4 konver-
giert, oder der Punkt §; nach A konvergiert, so lasst sich schliessen, dass simmt-
liche Grenzlagen von O’ an die Normale in A gebunden sind.

58. Wir denken uns die beiden Kurven @ und ¥ von 4 aus durch die
natiirlichen Gleichungen

dargestellt, und setzen voraus, dass die Funktion 6(s) — 6,(s) abteilungsweise
monoton ist. Wir wollen zeigen, dass dann die obengenannte Bedingung er-
fillt ist.

Hierzu ist nur zu beweisen, dass wenn B; C; sich einer Grenzlage nihert,
welche von der Tangente in A verschieden ist, dass dann der Punkt S; not-
wendig nach A konvergieren muss. Mit Hiilfe der sinus-Formel im Dreieck

S; B; C; erhalten wir die hierfiir erforderliche Bedingung; diese besagt, dass

B; C;

In dem Falle, wo der Bogen A B; von ¢ dem Bogen A C; von v (fiir jeden
Wert von ¢) gleich wird, einer Rollbewegung entsprechend, ist die Bedingung
erfilllt.' In anderen Fillen tragen wir auf Y einen Bogen A/\D¢=A’%¢ ab. Die
Tangente in D; soll mit d; bezeichnet werden. Man hat nun

< (b: )
B: D;

— oo,

Die Mittelkrimmung des Bogens B;D; ist beschrinkt, weil die Kurven

stetig gekriimmt vorausgesetzt sind. Wir konnen also setzen

wo x eine feste numerische Konstante ist (etwa die grosste Kriimmung der
Kurve ).

Da nun das Dreieck B; C; D; bei dem Grenziibergang nach A4 sich so ver-
indert, dass die Seiten nach drei verschiedenen Grenzrichtungen konvergieren:

! Die Geometrie der Wirklichkeit (Acta mathematica Bd. 40, 8. §4—56).
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B; C; nach eine Richtung, welche von der Tangente in 4 verschieden ist; C;D;
nach der Tangente in A4; und B; D; nach der Normalen in A4, so hat man:

f (Ci dz) . < (C»,' d,) C; D;

B:C: O:D; B;:

<x11

WO %, eine numerische Konstante ist.
Durch Addition oder Subtraktion erhidlt man hieraus:

<< (bl Ci) S
B; C; ’

was zu beweisen war.
‘Wir haben somit den Satz:

Satz 25. Wenn eine stetig gekriommie wnverdnderliche Kurve sich in threr
Ebene so bewegt, dass sie stels eine feste stetig gekriommte Kurve beriihrt, so wird
etne hinreichende Bedingung dafiir, dass der Momentanpol an die Normale der Kur-
ven in dem augenblicklichen Berihrungspunkt gebunden ist, dadurch ausgedriickt,
dass die berden Kurven durch natiirlichen Gleichungen

dargestellt werden konnen, wobei 0(s) — 0,(s) eine abteilungsweise monotone Funktion
von s st

59. Wir haben uns hier auf stetig gekriimmte Kurven beschrinkt. Die
Beweismethode fihrt doch offenbar noch weiter. Von Kriimmungseigenschaften
der beiden Kurven haben wir nur beniitzt, dass eine der beiden Kurven, inner-
halb der in Betracht kommenden Umgebung, beschriinkte Mittelkriimmung hat,
und dies wird also tatsichlich geniigen.

Wenn die beiden Kurven konvex (und ohne Knickpunkte) sind, und die
Kurven ausserdem ihre konkaven Seiten von einander abkehren, braucht man
keine andere Bedingung. In diesem Falle ist nimlich sofort ersichtlich, dass ent-
weder B; C; nach der Tangente in 4 konvergiert (nimlich wenn die Halbstrahlen
A B; und A C; nach entgegengesetzten Richtungen konvergieren), oder der Schnitt-
punkt S;==b;¢; der beiden Tangenten b;und ¢; nach A konvergiert (néimlich wenn

die Halbstrahlen A B; und A C; nach derselben Richtung konvergieren).
24—25280. Acta mathematica. 47. TImprimé le 8 décembre 1925.
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60. Wenn nun in einer beweglichen Figur zwei stetig gekriimmte Kurven
@ und @, zwei feste Stiitzkurven 1 und 1, haben, welche auch als stetig ge-
kriitmmt vorausgesetzt werden, und diese Kurven der in 58 angegebenen Beding-
ungen geniigen, -so hat die Bewegung einen bestimmten Momentanpol, welcher
als Schnittpunkt der Normalen in den beiden Stiitzpunkten ermittelt wird, indem
wir hierbei voraussetzen, dass die beiden Normalen nicht zusammenfallen. Auf
Grund naheliegender weiterer Voraussetzungen, nach welchen die augenblicklichen
Kriimmungsmittelpunkte der gegebenen Kurven von dem Momentanpol, und aus-
serdem voneinander verschieden sind, und der Momentanpol innerhalb des Be-
wegungsintervalls nicht unendlich fern ist, kann man schliessen, dass die Be-
wegung eine einfache Bewegung ist. Die feste Polkurve wird als Ort des Mo-
mentanpols ermittelt, und mit Hilfe der Charakteristik, die in jedem Augenblick
aus den Krimmungsmittelpunkten der gegebenen Kurven abgeleitet wird, be-
stimmt man dann die rollende Polkurve. Bei der hierdurch bestimmten Rollbe-
wegung werden dann die Kurven ¢ und ¢, stets die gegebenen Kurven 1 und

1, berithren.

VIIL
Die monotone Rollbewegung.

61. Die einfache Bewegung ist ein Speziaifall der monotonen Rollbewe-
gung, welche dadurch entsteht, dass eine Kurve r mit stetig-verinderlichen Halb-
tangenten (eine stetig gerichtete Kurve) auf einer anderen stetig gerichteten
Kurve rollt, derart dass die beiden Kurven sich durch natiirliche Gleichungen

darstellen lassen, wobei @ (s) =6 (s) — 0, (s) eine monotone Funktion von s ist. Ist
@ (s) differenzierbar, ¢’ (s) > 0, haben wir eine einfache Bewegung.

Die allgemeine monotone Rollbewegung lisst sich mit denselben Hilfsmit-
teln untersuchen, welche im vorhergehenden fiir die einfache Bewegung entwickelt
wurden. Wenn ¢(s)=60(s) — 6,(s) nicht differenzierbar ist, wihlt man auf der
Kurve » monotone nach dem Momentanpol O konvergierende Punktfolgen 0;

aus, und auf f die entsprechenden Punktfolgen P; (O/bi:()?)i), derart dass die

entsprechenden Verhiltnisse — , wobei 6; den Drehwinkel bei dem Abrollen des

2

.Bogens 0 0; auf O P; bedeutet, einem bestimmten Grenzwert zustreben. Fiir den
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Grenziibergang durch diese Folge (0;— 0, P;— O, 00—l01 —ko,) existiert sonach eine
bestimmte Charakteristik, ein Wendekreis und ein Rebroussementskreis. Fiir
jeden Punkt 4 der beweglichen Figur wird hierdurch eine Folge von Lagen 4;
bestimmt, welche der Bahnkurve von 4 angehért, und fiir welche ein bestimmter
Schmiegungskreis existiert. Dieser Schmiegungskreis ldsst sich mit Hiilfe der
Euler-Savary’'schen ‘Formel bestimmen, indem man als Wert der Charakteristik %
den obengenannten Grenzwert ko, benutzt. Durch die Wahl einer neuen Folge
0; wird man in dhnlicher Weise einen neuen Schmiegungskreis der Bahnkurve
in A erhalten konnen. Wenn die Menge der Werte ko, beschrinkt ist, wird man
sonach eine beschrinkte Menge von Krimmungsradien der Bahnkurve in A4 er-
halten.
Andere Fragen konnen in dhnlicher Weise behandelt werden.

IX.
Die Bewegung auf der Kugel.

62. Die vorstehenden Untersuchungen sind so allgemein gehalten, dass sie
sich ohne Schwierigkeit auf der Kugelfiiche (und in der gewdhnlichen nicht-
Euklidischen Geometrie) verwenden lassen. Dies gilt unmittelbar fir die rein
geometrischen Untersuchungen. Aber auch die Formeln lassen sich fiir die Kugel
in ungefihr derselben Weise herleiten. Die - Euler-Savary'sche Formel nimmt
folgende Gestalt an

. . 1 1

k=sin(t, 0 4) (sin (04)  sin(0 Aj) ’
wo k die Charakteristik der Bewegung bedeutet d. h. den Grenzwert des Ver-
hiltnisses zwischen dem Drehwinkel eines bestimmten Bewegungsintervalls und
der entsprechenden Bogenlinge auf der festen Polkurve.

Auch die Eigenschaften der Hiillkurven, und die Bestimmung der Bewe-
gung durch Stitzkurven, lassen sich fiir die Geometrie der Kugel unmittelbar
verwenden.

Die allgemeine einfache Bewegung auf der Kugelfliiche lisst sich bequem
so darstellen: Man wiihlt die feste Polkurve f, und zu jedem Punkt O derselben
wihlt man eine zugeordnete positive Zahl % (die Charakteristik), derart dass 4 mit

0 stetig variiert.
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63. Die einfache Bewegung auf der Kugel definiert eine stetige Reihe von
kongruenten Figuren auf der Kugelfliiche. Indem wirin bekannter Weise simmt-
liche wunter einander kongruente Figuren der Kugelfiiche auf den elliptischen
3-dimensionalen Punktraum abbilden, erhalten wir fiir jede Figur einen entsprech-
enden Punkt und fiir die durch die Bewegung gegebene stetige Reihe von Fi-
guren eine Bildkurve im elliptischen Raume. Nach den Eigenschaften der ein-
fachen Bewegung hat diese Bildkurve in jedem Punkt eine mit dem Punkt stetig-
variierende’ Tangente, (mit entgegengesetzten Halbtangenten), eine bestimmte
Schmiegungsebene, und eine bestimmte Schmiegungshalbebene, ausserdem auch
einen bestimmten Schmiegungskreis, dessen Kriimmung gleich der entsprechenden
Charakteristik % ist.



