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Dans  une note  des Comptes  Rendus  1 j ' a i  donnd une proposi t ion ggn6rale 

sin" le nombre  moyen  des points  int6rieurs s un cercle [z[ < r ,  en lesquels une 

fonct ion enti~re f (8) p rend  une valeur  donn6e arbi t raire .  M. R. NEVXSLI~A ~ 

a montr6  depuis que les m6thodes  si remarquables  qu ' i l  a in t rvdui tes  dans cet te  

th~orie, pe rme t t en t  de t ra i te r  sans difficult~s nouvelles le cas des fonct ions m~ro- 

morphes ;  plus r6cemment  ~I. COLLI~GWOOD 8 a apport6  un compl6ment  impor t an t  

aux r6sultats  de M. Nevanl inna .  J e  me propose d 'u t i l i ser  ces m6thodes  pour  

d~montrer  et completer  le r~sul ta t  en question. 

Soit  f ( z )  une fonct ion m6romorphe  dans un cercle ayan t  pour  centre  l 'ori- 

gine. On se propose  d'6~udier la dis t r ibut ion des points  off la  fonct ion prend  

une valeur  donn6e a et tou t  d ' abord  d 'ob ten i r  des rense ignements  sur le hombre  

n (r; a ) ~  n ( r , f - - a )  4 de ces points  situ6s dans un cercle [z[ < r ,  chacun d 'eux  

6rant compt6 un  hombre  de fois ~gal s son ordre de multiplicit6.  Les ~tudes 

nombreuses  fai tes  sur les fonct ions enti~res s la suite des t r avaux  f o n d a m e n t a u x  

de MM. Picard,  H a d a m a r d  et Borel  ont  montr6  qu 'on  ne peut  avoi r  des formules  

i t. I77, p. 740. 
Comptes Rendus, i924, t. [78, p. 367 e t t .  179, p. 24. 

8 Comptes Rendus, I924, t. I79, p. 955. 
' On 6crira n(r; a) lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguit6 ~ craindre, n(r , f - -a )  lorsqu'il sera 

n6cessaire de bien sp6cifier la fonction don~ on s'occupe; m~me remarque pour la d6finition (I) 
donn4e plus bas. 
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g6n6rales pr~cises et simples donnant n(r;  a); il faut prendre une valeur moyenne 

de cette fonction, celle qui s'introduit darts le th6or~me de Jensen: 

(I) 
0 

Dans un travail ant6rieur 1 j'avais donn6 une relation entre la somme de 

deux de ees fonetions N ( r , a ) + N ( r , b ) e t  le maximum M ( r ) d u  module de la 

fonction f (z)  suppos6e entibre; M. Iqevanlinna a obtenu des relations plus serr6es 

en introduisant ~ la place de log M(r) la moyenne des valeurs positives de 

log If(z)] sur le cercle ]z] = r. l~ous poserons avec M. l~evanlinna 

(2) 
2 ~  

m(r , f )~ -  I f+ loglf(rdU) ldu, 
0 

t 

log v d t a n t  dgal • log v si v>  I et s 0 si v < I. 

que l'on a 

La formule de gensen montre 

( ) I .~(r;a)--.N(7"; o~)+ C(f--a) r ,  

C(f--a) d6signant le logarithme du module du premier coefficient du ddveloppe- 

ment de Laurent de f ( z ) - -a  autour de l'origine. La diff6rence entre deux quel- 

conques des fonctions 

I T \ \  l 
(pour a infini, on prend T ( r , f - - ~ ) = T ( r , . f ) ) ,  pour deux valeurs quelconques 

de a, reste born6e; la fonction 

(3) T (r)= T ( r , f  -- ~ ) 

sert s caract6riser la fonction m6romorphe. Pour une fone~ion mdromorphe en 

tout point s distance finie l'ordre est le hombre 

1 Annales de l'Ecole normale, z922. 
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Q= lira log T ( r )  
,.=~ log r 

Cette d6finition coincide avec celles donndes pa r  M. Borel. 1 

M. Coll ingwood a ~tabli que, les p hombres  al,  a s , . . ,  ap 6rant  dist incts 

(P>--3), on a 
p 

(4) (p-2) T(,-)-< y N(r; +)+ S(r), 
1 

le reste S(r) 6tant  de l 'o rdre  de log r lorsque la fonct ion f ( z )  est d 'o rdre  fini. 

Pou r  P----3 on re tombe  sur un  r6sul ta t  ant6r ieur  de M. ~Tevanlinna. hi. R. ~Ne- 

vanl innu a 6tendu ce r6sul ta t  au  cas de l 'ordre  infini, S ( r ) e s t  de l 'o rdre  de 

log T(r)  saul  dans des interval les  duns lesquels r vurie d 'une  quuntit6 finie. I 1  

en d6duit  que, R1, R~, . . ,  Rm ~tant  une suite de nombres  non excePtionnels in- 

d6finiment croissants,  on u 

2 6~ ~ l im N ( R ~ ; a )  _> i - -  - 

T(R=) 

saul  au plus pour  ( p - - I )  valeurs  de a. I I  en r6sulte aussi que, saul  au plus 

pour  un ensemble ddnombrable  de points  a,  ~ est ~gal ~ I. 

Dans  ce qui suit  je donnera i  d ' abord  des r~sul tats  relat i fs  ~ la l imite in- 

f6rieure du r appor t  N ( r ;  a) : T(r) .  P o u r  les obtenir,  il suffit d 'expl ic i ter  la va leur  

des constantes  qui s ' in t roduisent  dans le  reste S(r) .  On obt ient  n o t a m m e n t  1s 

proposi t ion suivante  qui complete  et prdcise celle de ma  note  signalde au dgbut:  

I. Pour une fonction m@omorphe donn6e d'ordre fini, le rapport 

N(r; a) 
(5) TO') 

tend vers un lorsque r ero~t inddfiniment, sau l  peut-~tre pour les points a appartenant 

(e un ensemble de mesure lin6aire nulle. ~ 

On a une proposi t ion analogue  pour  les fonct ions d 'ordre  infini et pour  les 

fonct ions m6romorphes  dans un  cercle. Je  d6montrera i  ensuite quelques propri-  

gtds du nombre  des zdros de f ( z ) - - a  situ~s duns cer tains  secteurs lorsque lu fonc- 

I 
t ion m6romorphe  f ( z )  es t  d 'ordre  sup~rieur s - .  Enfin j ' indiquerui  r ap idement  

2 

1 Pour la d~finition de M. Borel, voir ses Lemons sur les fonctions mdromorphes. 
J'entends par ensemble de mesure lindaire nulle duns un plan un ensemble dons les points 

peuvent ~tre enferm~s dans une suite de circonfdrences dont la somme des rayons est arbitraire- 
ment petite. 
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commen t  on peut  donner  une d6monst ra t ion  du th6or~me de M. Schot tky  qui se 

r a t t ache  s la m6thode de M. Nevanl inna .  

Afin de ne pus Mlonger inut i lement  ce m6moire  je me suis born6, dans les 

deux premiers  paragraphes ,  s donner  des indicat ions succintes sur la  marche  

des d6monstrat ions,  suffisantes cependant  pour  les reconst i tuer ,  en r envoyan t  p o u r  

les ddtails au m6moire  de M. R. Nevanl inna .  ~ J ' a i  d6sign6 par  (R. N. a) le 

renvoi  ~ la page  a de ce m6moire.  

(6) 

avec 

I. Fonetions m6romorphes en tout point ~ distance flnie. 

I. Supposons les hombres  al ,  a 2 , . . ,  ap finis e~ dis~inets (20>2)e t ,  f ( z )  

6tan~ une fonct ion m6romorphe  e~ f '  (z) sa d6riv6e, 6crivons l 'iden~it6 

I 
(z)---~01 (z) x ~o~ (z) 

a "~-=V., (/r ~P~( f - -a l )  ( f - - @  . . . ( f - -av-~) ,  ~p,-- - -  p' ~P ap) 

les bj 6rant  donn6s pa r  les 6galit6s 

I 
= (aj-al).. (aj-~,j-1)(c,~-c,j+~).. (c,~-ap). 

~ f'b~ , 
f - - a s  

Si A est un nombre  sup6rieur s I e t  aux modules  des aj, on a (R. N. 9 1 ) 

(7) ( p - - I ) m ( r , f ) < m ( r ,  g , ) + ( p - - I ) l o g  4 A .  

D ' au t r e  par t ,  si ul, u ~ , . . ,  Uq sont  des fonct ions  m6romorphes  pour  ] z ] <  R ,  on 

a toujours  pour  r < R ,  (R. N. 53), 
q 

(8) m (r,  U 1 '/42"" Uq) ~ ~ (?', @ 
1 

q 
(9) m (,-, ,,1 +,,~ + + ~,q) _< ~ m (,., uj) + log  q, 

1 

t M. R. Nevalinna a bien voulu me eommuniquer les 6preuves de ce mdmoire Zur Theorie 
der meromorphen Funktionen qui a paru pendant l'impression du travail prdsent dans le tome 46 
des Acta mathematica. Je tiens ~ le remereier ici de son amabilit6. 
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on a aussi d'aprSs la forlnule de Jensen 

,io, ~C :)=,,,+ u,+~(, :)_N+ + + 

121 

C(u) 6tant le logarithme du module du premier coefficient dans le d6veloppement 

de Laurent de la fonction m6romorphe u dans le voisinage de l'origine. 

Partant  de l'in6galit6 (7) on considSre ~p comme 6gal au produit (6) et on 

applique l'in6galit6 (8), puis (io) pour introduire m (r, ~fl.,); on consid~re alors ~0,, 

comme somme des fractions simples et on applique (9) ce qui donne 

avec 

( , i)  

,, ( i)  (i) (p-~),~(,-, f)_< ~N(,-; +)--N(,.,g)+N ,-,~ - p N  ,.,] +s(,.) 
1 

S(r)=(p--I)log4A+log(p--I)--C(~p~)+m r, ,~ ~ f--aj/" 

( ~) . . . . .  En ajoutant ( p - - I ) N  r, aux deux membres de l lnegahte obtenue on fair 

apparaitre T(r) dans le premier membre; dans le seeond membre on remarque 

que N r, , - - 2 N  r , f  e t - - N ( r , f )  sont nSgatifs ou nuls, et on arrive s 

l'in6galit6 
P 

(I2) (p-- I )  T ( , ' ) - < Z N ( r ;  @ + N ( r ,  or 
1 

Pour caleuler une limitation sup6rieure de S(r) on emploie la limitation de 

( /a)  m r, qui est fournie par la formule de Poisson-Jensen. On a (R. N. 53) 

( i)] (x3) m R , f _ a  j 

(~) ~(~) +[ (~) ] +2V(R, f - -aj) - -N(r , f - -aj)+N R, --2~ r, + l o g  n(R; f - -a j )+n R, +,  , 

(r<R). 

o(~ ~2< ~o~ + 4- I + F 
2 + log R + 2 log ~ + log [m (R, f--aj) + 

L'in~galit6 (8) et la d6finition de T(r) permettent d'6crire 
16- -25280 .  Acta mathematica. 47. I m p r i m 6  le 28 sep t embre  1925. 



122 G. Valiron. 

m(R,f--aj)<m(R,f)  + log A <- T(R) + log A, 

m ( R , s ~ )  <-- T (R, f --ai) 

et les in6galit~s (,o) et (8) donnent  

(I4) ' )-- c(f-~)< T(R) + log A-- CCf-~) T(R,f--aj)=m(R,f--aj)+ N R,-~f 

Nous supposerons dor6navant que T (r) est supdrieur '~ log A et aux quanti- 

t~s --C(f--aj); il en sera de mSme de T(R) car T(r) est croissant (R. N. I3) , le 

quatri~me terme du second membre de (I3) sera moindre que 

+ 

log 5 T(R). 

Pour  t ra i ter  la diff6renee N(Ir on utilise la propri6t6 de 

convexit6 de la fonction N(r,f--aj) consid6r~e comme fonction de log r (R. N. 55). 

En supposant R '  donn~ et compris entre r et 2 r et ea prenant  

=/•P - - r  
/ ~ - - r - -  

T (/r + : 

on obtient 

N(R'; ay) < T(R',.f--aj) 
N ( R ;  a~)--N(r; a~)<-- (T(R')+ i)iog~ - (T(R')+ : ) l og  2 

_< 3 
log 2 

Pour  la diff6rence analogue on a l e  mSme rdsultat, 3 pouvant  8tre rempl'md par 

I dans le dernier membre. Eniin on a 

R' n(R; a~) R l o g  2 <_ n(R; a~) log ~- g N (R'; aj)--n(o; aj) log R 

ce qui donne 

<--3 T(R')--n(o; ai) log R 

. (R; +)-< R [3 r ( R ' ) - . ( o ;  a~)log R] 
(R'--R) log 2 

et en Supposant T(r) sup6rieur s I, on trouve 

2R' [ + i ]  
. (R;  .j) _< iIr  2 3 T(l~')+,~(o~ a~)log r �9 
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Le r~sultat est, analogue pour n ( B ;  ~ )  le coefficient' 3 pouvant, 6t,re rem- 

plac6 par I.  En t,enant, compt,e de ces in6galit6s, en 6crivant, de nouveau R ?~ 

la place de 1~', l 'in6galit6 (I3) devient, 

pourvu que 

+ + I 
< 2 log R + 3 l o g / ~ .  + 4 log I '  (R) + 16 

I 
r > . . . .  o,367 . . ,  r < B < 2 r ,  

e 

eL que T(r) soit sup6rieur aux hombres 

(I5) i, log A, --C(f--a~), n (o; a~). 

On a d'ailleurs 

m r,  ~ m  r, + i o g b j  

et, en se repo~ant  s la valeur de by, on arrive ?~ l'in6galit6 

(i6) I + 
S ( r ) < ( p +  I) 4 log T(R)+  3 log~-I_r-t-  

+ + j i l + ]  
+ 2 1 o g R + l o g A + z ~ l o g  aj~aak 19 --C(lfl._,) 

I T(r) 6rant sup6rieur aux nombres (I5) , r sup6rieur s -- et R eompris ent,re 
e 

r et, 2r .  

2. L a  formule (iz) donne une relat,ion entre T(r) et, les valeurs N(r;  a) 

pour p + I  valeurs a dont, l 'une est infinie; elle donne a fort,iori une relat,ion ana- 

logue entre T(r) et, les valeurs N(r;  a) pour p valeurs finies, puisqu'on en d6duit, 

P 
(~ 7) ( p -  :) T(,-)-< ~ N(,-; ~j) + S(,-). 

1 

C'est, cet,~e derni~re in6galit,6 que j'ut,iliserM. Quelles sont, les valeurs des hombres 

(I5)? Le hombre n(o; a) n'es~ diff6rent de o que pour une valeur a au plus et 

sa valeur est' alors une constante ne d6pendant que de la valeur de f(z) autour  

de l 'origine. Si f (o)  es~ infini, C(f--@ est aussi uae constante ind@endant,e de 
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aj et connue d~s que le dgveloppement de Laurent de f ( z ) e s t  connu; si f ( o ) e s t  

fini, C(f--aj) est 6gal s log[aj--f(o)[ sauf pour la valeur aj-~f(o) pour laquelle 

on a encore une valeur d6pendant du d6veloppement de Laurent. Les conditions 

impos6es s T(r) peuvent done 6tre remplac6es par les suivantes: 

(IS) + I si f (o)  est fini T(r) > log 

cor) est une constante d6pendant de f mais ind6pendan~e des aj, et A est le plus 

grand des nombres e et [a j[. 
On voit de m6me que --  C(ga~) est inf6rieur ~, p log A + c~ (f), c~ or) 6rant 

ind6pendant des [aj[; on a donc finalement 

[ + i  + +l I ]  log ~ �9 (I9) S ( r ) < ( p + I )  6 1 o g T ( R ) + 3 1 o g - R ~ r + 2 1 o g R + e o o r ) + 2 ~ 9  , I 

Les in6galit6s (I2) et (I9) supposent seulement quef(z)  est m6romorphe pour 
Izl<R." 

3. Consid6rons maintenant une fonction f(z) m6romorphe en tout point 

distance finie, d'ordre fini 0 (positif ou nul) et que nous supposerons finie et non 

nulle ~, t'origine. (On se ram~ne ~ ce cas en faisant sur f(z) une transformation 

homographique ~ coefficients constants.) Nous prenons R-=--r + I e t  r> r0 ,  ro 6tan~ 

supgrieur s I e t  assez grand pour que T(r) soit sup6rieur ~, c2 O r) et soit moindre 

que r, ~ Nous aurons 

P 
(p-  N(,-; 

1 

[ +1 1] + ( p +  I) (60+8) log r+ca  or) + 2 E log  , (r > ro), 

pourvu que T(r) satisfasse aux conditions (I8)  (1~ premiere est d6js satisfaite). 

Nous nous proposons de montrer que, pour certains a, N(r ;  a ) e s t  asymptoLi: 

quement 6gal s T(r). A cet effet nous allons calculer une valeur approeh6e de 

_N(r; a) pour une suite de valeurs rm assez rapproch6es les unes des autres pour 

que, lorsqu'on passe de l'une s la suivante, 1~ variation de T(r) reste born6e; il 

est clair que, N(r; a) et T(r) 6rant croissantes, si l'on a 
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eette 6galit6 asymptotique vaudra pour t o u s l e s  r. 

T(r) est une fonction eonvexe de log r (R. N. 14) qui crolt ind6finiment avee 

r de telle fagon que  T(r): log r ne reste pas born6, on a done 

r(r) : t(r) log r,  

t(r) 6rant croissante s partir d'une valeur de r. Nous supposerons le nombre 

ro, s partir duquel (2o) est valable, choisi de telle faqon que t(ro) soit sup6rieur 

I et t(r) croissant s partir de r o. 

Nous d6finirons la suite rm par les 6galitgs 

T(,.~) = T(ro)+ 1 , . . . ,  T ( r , )  = T(,',,_~) + 1 , . . .  

Au nombre r~ nous faisons correspondre un hombre p,n ind6finiment croissant 

avec m dont la valeur sera pr6cis6e ult6rieurement. Ecrivons l'in6galit6 (2o)pour 

r-~r,~ et pour p,~ nombres aj tels que 

(21) log laJl < log rm, log a j ~ ( O )  < log rm ; 

routes les conditions (18) sont ainsi r6alisges. Supposons en outre que, quels que 

soient les indices j e t  k, on nit 

(22) log a j - a ~  < _p~ ' 

l'in6galit6 (20) donnera s for~iori 

Pm 

(23) Z N ( r m ;  aj)-->(pr~--2)T(rm) I--(24Q+32) t(rm) T(rm) ' ~ ,  " 
1 

Par  suite, si pour p ~ - - 1  vMeurs des aj, on a 

(24) N(r,~; aj)<-- T(rm) ( I - ~ml (1-- ~m) 

1--e.~ d6signant le dernier crochet dans (z4), on aura l'in6galit6 contraire pour la 

derni~re valeur aj. Donc, si pro--I  hombres aj satisfaisant aux conditions (22) 

et (21) v6rifient l'in6galit6 (24), on a n6cessairement 
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(25) :)(~__~,~) N(r~; .)--> T(,-~)~-p.~ 

pour route valeur a formant avec les p ~ -  I nombres considdr~s un syst~me v~ri- 

I 
fiant encore (z~) et (22). Le nombre e~ tend d'ailleurs v e r s o  avee 

m 

A l'int~rieur du domaine J,~ du plan des a dSfini par 

I~l<~'m, l~-f(o)l> • 
r m  

les valeurs donnant l'in6galit6 (24) peuvent done 4tre enferm6es dans p,~--I  perils 

cercles de rayon 
T(r m) 

e PT'~n . 

Nous prendrons par exemple p~-- T(r~), alors la somme des rayons des cercles 

exclus, s'il y e n  a, est au plus 
l 

T(r~) ~ e- ~ re,m) 

et comme d'apr~s sa d4finition T(rm) est sup~rieur 's m, la s~rie form~e par la 

somme des rayons des cercles exclus est convergente. Pour tout point '~ distance 

finie, distinct de f(o) ,  qui n'est int~rieur qu"s un hombre fini de ces perils cercles, 

l'in~galitg (25) a lieu 's partir d'une valeur de m. D'autre part, d'apr~s l'in~galit4 

(I4), N(r,,; a) est inf~rieur s 
§ 

T(r,~)+ log lal  + log l a - f ( o )  l + c~f) 

On obtient donc la proposition I dnonc~e dans l'introduction et aussi celle-ei: 

II.  Si la .fonction mdromorphe f f z )  est d'ordre fini, le rapport 

(5) N(~-; ._) Tk) 

tend uniforn~ment vers un lorsque r cro~t inde'finiment quel que soit a de module 

inf6rieur ( t u n  hombre fixe A donn6 arbitrairement, (~ l'exception des points int&'ieurs 

des cercles dont la somme des rayons es~ arbitrairen~en~ petite. 

L'6nonc6 I comprend ceux que j 'avais donn4s dans des notes pr@eedentes ~, 

les exemples 6tudids dans ces notes permettent d'affirmer que le rapport (5) peut 

i Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. 43 et 44. 
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ne pas tendre vers I pour tous le s  points d'un ensemble ayant la puissance du 

continu. L'6noncd I ne pourra done ~tre prdcisd qu'en examinant de plus~pr~s 

la nature de l'ensemble exceptionnel et en introduisant par exemple la classifica- 

tion des ensembles de mesure nulle de M. Borel. On pourra dgalement chercher 

d6terminer-des classes de fonctions pour lesquelles l 'ensemble exceptionne! se 

simplifie. On salt par exemple que, pour les fonctions enti~res d'ordre nul 

telles que 

log If(z)] : (log r) ~ 

reste fini, l'ensemble exceptionnel n'existe pas. 

4. Pour traiter les fonctions d'ordre infini on emploie les propridt~s des 

fonctions croissantes dues s M. Borel. On salt qu'6tant donn6s deux hombres 

positifs a et ~ on a l'indgalitd 

(26) r r +  F < T(,-)(! + 

s condition d'exclure des intervalles de longueur totale finie. 1 L'indgalitd (26)'a 

lieu dans des segments que nous appellerons segments ordinaires. En supposant r 

sur un segment ordlnaare et en prenant dans S(r) (formule (19)) 

r(r) 
on obtient 

[ +liIlojo  S(l")<(p+ I) (6+3~)log T(r)+2 l o g r + e a ( f ) + 2 ~  tog �9 

Consid~rons les segments ordinaires s partir de l 'un d'eux, soient 

P . ~ !  �9 
R1, B'l; R~, R 3; . . . .  ; Rn, ~, . . . .  

leurs extrdmitds. S i  pour l ' u n  de ce s  segments, on a 

T(R'~) -- T(R~)> I 

o n  le divise en segments partiels "s partir de /~,~' de telle fagon que les valeurs 

de T(r) aux points de division suecessifs diffdrent d'une unitd, sauf pour les deux 

1 Cette in6gali~d est  une cons6quence imm6dia te  de celle qui est  utilis~e hab i tue l l emen t  e t  
qu 'emplo ie  M. ~Nevanlinna (R. N. 57). 
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points les plus g droite pour  lesquels lu var ia t ion de T(r) seru infdrieure ou 4gule 

�9 A I .  Nous obtenons ainsi une suite de points 

r l = R l ~  r~ :  . . .: r m :  �9 �9 �9 

tels que lu vuriution de T(r) lorsqu'on passe de Fun au suivunt soit uu plus dgule 

g I si ces points uppur~iennent uu re@me segment ordinaire.  Ici  T(rm) est au 

m 
moins 6gul g - - .  On peut  alors proc6der comme duns le cus de l 'ordre  fini: si 

2 

l 'on consid~re les points a uppar tenant  uu domaine Jm d~fini plus huut  et extd- 

r ieure g p ~ -  I peti ts  cercles de rayon  

- -  T (rm) p~3  
e 

on u encore 

N(r,~; a ) >  T(rm)(I--e 'm) 

N(rm; a ) < T ( r m ) +  2 log r,~ + c ( f ) ,  

(lim e'm = o) 

et  on arrive g cette proposi t ion:  

I I I .  Lorsque r cro~t inddfiniment en restant sur les segments ordinaires, le 

rapport (S) tend vers un pour route valeur a extdrieure ~ un certain ensemble de 

mesure lindaire nulle. 

On u @gulement une proposition correspondant  g I I .  

L 'exemple  que j 'ui 6tudi6 duns un m6moire pr4cddent I mont re  que l 'ensemble 

exceptionnel  peut  effectivement uvoir lu puissance du continu. 

On remurqueru que, g fortiori ,  pour  les vuleurs a non exceptionnelles,  on u 

~T(r--~- d ;  a ) >  I 
(27) lira T(r) -- ' 

d &ant  un hombre  positif donnd arbi traire  e t r  parcouran t  routes les valeurs. 

Les points a ne v&ifiant pus la condition (27) peuvent  effeetivement fo rmer  un 

ensemble non dgnombrable. Ce rdsultut sera suffisunt routes les lois que T ( r ) n e  

seru pus eonnu d 'une fugon precise. En tenan t  eompte de lu longueur  des intervalles 

exelus duns lu m&hode  de M. Borel, en reconnult  que duns lu condit ion (27), d 

7 
peut  &re rempluc~ par  T(r) z �9 

Annales de l'Ecole normale, I922.  
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5. Je feral ici quelques remarques sur la comparaison des fonctions T(r, f --oo)  

et T(r , f ' - -oo)  lorsque f(z)  est une fonction m4romorphe (duns le cas d'une fonc- 

tion enti&re, on retombe sur des propositions connues). On a 

done 

T ( r , f ' - - ~ ) - < 2  T ( r , f - - ~ ) + . ~  r ,  �9 

(S) En employant la limitation trouv6e pour m r, , on volt que: lorsque r ero~t 

inddfiniment (en restart darts les segments ordi~aires dams le eas de l'ordre i~fini), on a 

lira T(r, f ' -  oo ) 
,=~ T ( r , f  - - g i  <-2 

L'exemple de la fonction tg z montre que ce r~sultat ne peut ~tre am~lior~. I1 

en ddcoule qne, si f(z) est d'ordre fini positif ~, et si l'int~grale 

~o 

dr 
T(r) rl+~ 

converge, il en est de m~me de l'int6grale analogue relative s f'(z). Par suite 

la d~rivde d'une fonction mdromorphe de genre p est au plus de genre p. 

Signalons encore cette proposition: l'ordre e d'une fonction mdromo~The f ( z )  

et l'ordre de sa ddrivde sont dgaux. C'est dvident lorsque f est le quotient d'une 

fonction enti~re f~ d'ordre au plus 6gal ~ Q par un produit canonique P d'ordre 

Q, et duns le cas contraire, la propri6t6 rdsulte de ce que la fonction f l  P'--f '~ P 

est d'ordre Q si f~ est d'ordre Q et P d'ordre infdrieur s Q. 

6. Je donnerai ici un exemple de fonction enti~re pour laquelle le calcul 

de la fonction re(r, f )  est aussi simple que celui de log M(r). C'est celui des 

fonctions ddfinies par les ~quations fonctionnelles de Poincar5 

f ( za)=P(z , f ( z ) ) ,  

off ~ l al > 1 et off P(x,y) est un polynome. Les solutions holomorphes autour 

de l'origine, qui existent d~s qne le calcul formel des coefficients est possible, 
17--25280.  Acta mathematica. 47. Imprirn~i le 28 septembre 1925. 
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sont &idemment  des fonctions enti~res. Nous supposerons ici que le deg% q d e  

P(x, y) en  y est sup6rieur g 11; alors on a 

m(r2, f ) = q m ( r , f ) +  h log r 

[hi  &ant  inf&ieur  g un nombre fixe dbs que r e s t  assez grand. Comme re(r , f )  

crolt plus r i te  que k log r ,  on obtient en i t6rant cette 6galit6 

m(,'o'2 ~, f)~q~(ro)q" 

et par suite, on posant r= ro~ '~ ,  on a 

A(x) &ant  une 

p6riodique dans 

de l '6quation simple 

dont  la solution est 

rn (r, f )  ~ A (log" r) re, log q 
Q= log 

fonction p6riodique, de periode log ~. A(x) es~ effectivement 

certains cas, et non pas constante, c'est ce que montre le cas 

f(za) = (I --Z)(f(z)) ~ 

ac ~ ~ 2n_l 

L'ordre de cette fonction est inf&ieur  g I dSs que Z est sup6rieur g 4, m(r,f)  
2 

est alors asymptot iquement  6gal g s a) sur une suite de cercles ind6pendants 

de a d'apr6s le th6orSme de ]Y[. Wiman.  En supposant pour fixer les id6es 

~ = I 6 ,  N(r; o) est 6gal g m(r, f )  pour 2 ~ ' < r <  I ~,~+i; or N ( r ; o ) s e  calcule sans 
2 

peine: en posant r = ~ Z  on trouve 

N ( r ;  O ) = ( 2 n - -  I) l o g  (Z~ , ) - -n  l o g  ~,~a 2 n l o g  (Z•) 

1 1 
----r ~ log (16 ~) ~-~ (2 < / , <  8). 

1 
Le rapport  de re(r, f )  g r ~ ne tend pas vers une limite. En outre le rapport  de 

1 Pour q = I  on obtient une fonction d'ordre nul pour laquelle m ( r , f ) e s t  asymptotiquement 
~gale g log M(r). Voir Lectures on the general theor.~l of integral functions, Deighton, Bell and 
C ~ Cambridge, p. 46. 
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n(r; a ) (qui  est constant dans cet intervalle pour tous les a born6s) s re(r, f)esg 
dgalemen% compliqud. 

Remarquons ici que, d'une fagon g4n4rale, les conditions auxquelles d0it 

satisfaire T(r) pour que, pour les a non exceptionnels, n(r; u) s'exprime en fonc- 

tion simple de r et T(r) sont les m6mes que celles que l'on obtient lorsqu'on 

cherche s exprimer que le rang du terme maximum d'une s4rie de  Taylor ddfi- 

nissant une fonction enti~re es~ une fonction simple de r et log M(r). 

II.  Fonctions m~romorphes d'ordre fini dans un cercle. 

7. Les proposition I et I I  s'4tendent en partie au cas des fonetions F(z) 
m6romorphes dans le cercle [ z [ < i .  L'ordre est d6fini ici par 

q -- lira log T(r) 
I 

log - 
I - - r  

(R. N. 8I) 

Une source nouvelle de difficultds est qu'ici T(r): log - ~  n'est pas n4cessairemen% 
I - - r  

/ 

croissant, m~me lorsque l'ordre est positif. Par  exemple il est aisd de construire 

des s4ries de Taylor lacunaires pour lesquelles le maximum du module M(r) v4rifie 

alternativement en une suite de points r tendant vers : les indgalit4s 

(:)' l o g ~ ( r ) >  ~ , log M(r) -- log 
I - - r  

L'ordre est au moins 6gal s : et la limite inf4rieure de m(r , f ) :  log ~ est au 
I - - r  

plus 4gale ft. i. 

En supposant l'ordre Q fini on peut prendre R = r +  -I ( I - - l ' )  dans l'in4galit6 
2 

(19), ce qui donne pour r > r  o 

s(r)<@+ :)[(7e+ 3)log 
 lii] 

+ c3(/) + 2y, log aj--a  

Pour 4car~er les petites valeurs possibles de T(r) on proc4dera de la fagon suivante. 

Donnons nous une fonction inddfiniment croissante lorsque r tend vers I, s 
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I 
croissunee tr~s lente, par exemple O ( r ) = l o g ~  , et consid6rons lu suite des 

I - - r  

points rm d6finis comme plus huut  par les 6gulit6s 

T(ri)=T(r0) + I ,  . . . ,  T(r,~)~---T(rm-1)+ I . . . .  

Nous nous bornerons ~ prendre ceux de ees points pour lesquels on a 

(28) T(r,~) --> O (r~) log I I 
I - - r m  

et nous uppliquerons le ra isonnement  d u n  ~ 3 uux points de cette suite (en r e l n -  

plugunt duns les conditions ( 2 I )  rm par i l rm) .  Si a sutisfuit uux conditions (2I) 

trunsform6es on u encore 

-N(rm+l; a )<  T(rm+l)+ 2 log I + e(f), 
I - - r m  

et si pour uue vuleur r on u 

(29) T(r) >_ O (,-) log 
I - - r  

le point rm prgcgdunt imm6diatement  r v6rifie lu condition (28). On obtient uinsi 

lu proposition suivante: 

IV. Soient f ( z )  une fonction m~romorphe pour [z[ < I  et O(r) une fonction 

ind~finiment eroissante lorsque r tend vers I.  Bornons nous & consid&'er les points 

r vdrifiant l'indgalit~ (29). Pour route valeur a n'appartenant pus & un ensemble 

de mesure lindaire nulle le rapport (5) tend vers I lorsque r tend vers I.  

1 
I I I .  Fonetions m4romorphes d'ordre sup4rieur ~ ~. 

8. Soit F(z)  une fonction m6romorphe pour Izl  < i et telle que, k 6rant 

un nombre donn6 positif, l ' int6grule 

1 

f N(x; F - a ) ( , -  x) -i dx 

converge pour trois vMeurs distinctes de a. On suit Mors que l ' intdgrMe 
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1 

f r(x, 

est aussi convergente (R. N. 85). On en d4duit une propri4t4 .des z4ros des fonc- 

tions f(z)--a, f(z) 4rant m4romorphe saul E l'infini et~ d.'ordre sup4rieur s I 
2 

SoR f(z) une telle fonetion et / cun  nombre inf4rieur E son ordre Q (ou 4gal E Q 

si l'int4grale 

f T(x , f~  dx 

I 
diverge) mais sup4rieur E - .  On salt (R. N. 64) que, r,,(a) d4signant le module 

2 

du n i ~  point non nul off f ( z ) = a ,  ls s4rie 

I 

(30) ~ [rn (a)] * 

diverge pourvu que a ne soit pas l'une des deux valeurs exceptionnelles possi- 

bles. I1 existe donc un angle A au moins uyant son sommet ~ l'origine et une 

ouverture donn4e a < ~,  pour lequel la s4rie (30) restreinte aux points int4rieurs 

s cet angle est encore divergente. Soit B un angle de sommet 0 et d'ouver- 

ture ~,, k' 4rant compris entre 2I- et /c, comprenant A s son int4rieur (au sens 

4troit). I1 est loisible de supposer que cet angle B a pour bissectrice l'axe des 

quantit4s r4elles positives. Posons alors 

--k'  Z ~ z  , 

Z : X + i Y  4rant pris r4el et positif en mSme temps que z. f(z) se tr~nsforme 

en une fonction (D(Z) m4romorphe pour X > o ;  en posant enfin Z : I - - z  on 

obtient une fonction F(z) holomorphe pour I z I< I qui prend 1~ valeur a en une 

suite d e  points int4rieurs s ce cercle, les modules r',(a) de ces points rendan~ 

divergente la s4rie 

k 
(3I) ~ ( I  ' P - - r n ( a ) )  ; 
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est sup~rieur ~ I, l'int~grale 

1 

f _Y(x, F -  -x )  

(qui converge alors en m~me temps que (~)) est divergente, donc aussi 

1 

f 
D'apr6s le r6sultat rappel6 ci-dessus la s6rie (3I) diverge donc pour tous les a 

sauf deux au plus et en repassant s f(z) on obtient, parmi d'autres la proposi- 

tion suivante: 

V. Soit f(z) une fonction m~romorphe d'ordre Q sup~rieur ~ i e t  A un angle 
2 

7~ 
d'ouverture a < - d a n s  lequel la s~rie (3o) restreinte ~ cet angle est dive~ycnte quel 

que soit k<Q. La s~rie (3o) restreinte ~t un angle B d'ouverture supdrieure ~t - 
Q 

et compreuant A ~t son intdrieur ('cStds compris) diverge pour toute valeur de k in- 
aP PI~ . fgrieure de Q et pour route valeur a, sauf peut-~tre pour deux valeurs a'B Si 

l'on peut faire ]~:e dans l'hypoth~se, il en est de mOme dans la conclusion. 

L'hypoth~se relative s l 'ouverture de B e s t  essentielle ~, mais il n'en est 

peut-~tre plus de m~me, tout au moins pour les fonctions enti~res, dans le co- 

I 
rollaire suivant: pour toute fonction m~romorphe d'ordre Q > ~, il existe au moins 

un angle B d'ouverture sup~rieure ~ z dans lequel l'exposant de convergence de la 
Q 

s~rie (3o) restreinte ~ B e s t  ~gal ~ Q saul peut-~tre pour deux valeurs a. 

Pour les fonetions d'ordre infini i 1 existe au moins un angle d'ouverture arbi- 

trairement petite dans lequel l'exposant de convergence de la sdrie (3o) est infini 

saul pour deax valeurs a au plus. Cette proposition complete les thdor~mes qui 

d~coulent de la m6thode de M. Julia. ~ 

1 Voir  m o n  m~moire  Remarques sur le thdor;me de M. Picard, Bull.  sc. math. I92O et  le 

mdmoi re  de M. N e v a n l i n n a  Uber den Picard-Borelschen Satz in der Theorie der ganzen Funktionen, 
Annales Academiae sc. Fennicae, 1924. 

Les  r~su l t a t s  de M. J u l i a  s ' a p p l i q u a i e n t  a u x  fonc t ions  m d r o m o r p h e s  poss~dan t  u n e  v a l e u r  

a s y m p t o t i q u e  (voir ses Lemons sur les fonctions uniformes h point singulier essentiel isold); d a n s  
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9. On peut 4galement dtendre aux fonctions m~romorphes d'ordre fini Q 

un rgsultat que j'avais donn~ pour les fonctions en~i~res e~ le compld~er dans 

le cas de l'ordre supdrieur ?~ _I. ire me bornerai ?~ ce compl~ment. Soit f(z) la 
2 

fonction en question, T(r )=T(r , f - -o~)  la fonction caract~ristique correspondante. 

On peut d'une infinit~ de mani~res adjoindre s T(r) une fonction V(r) vdrifiant 

la condition 

lim V(hr) _ he 
V(r) 

pour tou~ hombre fini h e t  telle que 

T ( r ) _  , 
T(r)--< V(r), ~=lim~ r(r)  I. 

D'apr~s le th~or~me de M. Nevanlinna rappelg dans rintroduction (R. N. 69) 

on a, sauf pour l'une ou l 'autre des deux valeurs exceptionnelles possibles, 

lim N(r;  a) _> I . 
v(,-) - 3  

On peut doric trouver un angle A de sommet 0 et d'ouverture a <  ~ '  2I <k<@, 

dans IequeI ia fonction N(r; a, A) correspondan~ au nombre n(r; a, A) des z~ros 

de f (z ) - -a  intdrieurs s A vdrific encore la condition 

lira N(r; a, A) 
V(r) -> >~ 

Quelque petit que soit , on a la double in6galit6 

( I - - e ) f l V ( r ) < / n ( x ; a , A ) d - - X x  < ( I + 2 )  V(r) 
0 

d e u x  no te s  du  Bulletin des sciences math. (une de m a r s  I925, et l ' au t r e  n o n  encore parue)  j ' ava i s  
i nd iqud  que  sa md thode  s ' app l i que  darts des  cas p lu s  gdn~raux.  D a n s  u n  i m p o r t a n t  mdmoi re  

~ber _l~blgen analytischer Funktionen und einige VerschSrfungen des Picardschen Satzes qu i  dolt  

para i t re  i n c e s s a m m e n t  dans  les Mathematische Zeitschrift, M. A. Ost rowsk i  m o n t r e  n o t a m m e n t  

que  les ensembles  E a  de M. J u l i a  e x i s t e n t  pou r  t ou te s  les fonc t ions  m ~ r o m o r p h e s  s au f  pour  eer- 
t a ines  fonc t i0ns  d 'ordre  n u l .  

t Voir le mdmoi re  des Annales Ec. norm. ddj~ citd. 
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la seeonde partie ayant  lieu s part ir  d 'une valeur de r tandis que la premiere 

est valable pour une suite de valeurs inddfiniment croissantes de r. On en tire 

les indgalitgs 

(32) n(r; a, A ) <  (I +~)Qe V(r) (r > ro) 

(33) A) >  H(e) r(,-) 

cette derni~re in~galitd ayan t  lieu pour une suite de r .  Faisons la m~me trans- 

formation qu 'au n ~ 8, nous obtiendrons une fonetion F(z). L'in6galit~ (33) 

montre que n(r, F - - a )  est supgrieur 

1 
V i . . ( . )  

pour une suite de valeurs r t endant  vers I; il s 'ensuit qu'il  existe aussi une 

suite de valeurs de r t endant  vers I pour iesquelles 

I 

N(r, F--a)> (I--r) ~(29"--I,  ~ ? - - a ) ~  tiff2 (Q)(I--,") ~( /"  . . ( ~ } ~ : 7 ) .  (34) T(r, F--a) 

On constate ais~ment que l a  fonction F(z) est d'ordre fini, en outre, elle v6rifie, 

?~ pal4ir d 'une valeur de r ,  l 'in~galit~ 

1 

(35) •(r, ~ ' - -  oo) < Ha( I - - r )  V 

H a d~pendant de Q. Car si l ' in6galitd eontraire 6tait v~rifide pour une suite de 

valeurs r t endant  vers I, on aurai t  pour une valeur b non exeeptionnelle e t p o u r  

une suite de r extraite de eelie-l~ 

1 

X(r, F - -  b) > 4 

ce qui exigerait que l 'on air pour une suite de r ,  

1 

n(r, F--b) > -4HaH~ V 

En revenant  ?~ f(z) on obt~endrait pour n(r, b, B) une in6galit4 en contradict ion 

avee (3 2) (qui est v6rifi6e quel que soit b e t  A) pourvu que H a soit convenable- 
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merit ehoisi. Ainsi, T(r,  F - - r 1 6 2  v~rifie (35) et l'indgalitfi en sens eontraire  qui 

dgcoule de (34). On peut  appliquer aux vMeurs dormant  (34) le th~or~me de 

M. Nevanl inna  (R. N. 84, 85) qui se d6duit  de l'in~gMit~ obtenue pour  S(r) au 

n~ 7: on a pour  une suite de r 

Z ~ ( r ,  /~--c) ~ (I--e(r))  T(r, F - -  r162 
3 

11 est possible que pour  ees r ,  on air, quel que soit c, 

(36) 
I 

~(r, ~--e) > ; (I --~(r)) T(r, F - -  o~); 

duns le eas contra i re  on pourra  extrMre de la suite r une aut re  suite pour  

laquelle la proposi t ion aura  lieu saul pour  deux c au plus (on fera  une ou deux 

opdra~ions). P o u r  ces valeurs r on aura  

1 1 

l~Ho(I r) < -N(r,/; '--c) < 2 H ( I - - r )  
4 - 

d8s que r > r e ,  la seeonde in~galit~ ayant  lieu s par t i r  d 'une valeur  de r .  

en d~duit que 

1 

On 

pour  

r e .  

une suite de r ind6pendants  de c et pour  les r de cette suite supgrieurs 

En revenant  ~ f (z)  on t rouve l ' in~galit6 

n(r; a, B) > H ,  V(r) 

vMable pour  une suite de r ind~pendants de c ( r>re)  et pour  t o u s l e s  e sauf 

deux au plus, ce qui permet  d '~noneer ce r&ul ta t :  

I 
VI.  Soient f (z)  une fonction m&omorphe d'ordre fini Q sup&ieur h - et B 2 

un angle arbitraire de sommet 0 et d'ouverture sup&ieure ~ z c~ t ~ son 
Q 

int&ieur un angle A d~fini ei-dessus. I1 existe trois hombres positifs finis h, hi, h~ 

et une suite infinie de hombres Rm (t~+1 > hR~) tels que 
18--25280. Acta mathemat~ca. 47. Imprim~ le 23 novembre 1925. 
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lim log T(R~) 
~=| log R ~  - -  Q 

jouissant de la propridtd 

couronne 

suivante." darts la portion d ~  de B appartenant ~ la 

/r < [z[ < hR~ 

f(z) prend k T(R,,) lois (hl<k<h2) toute valeur c sauf  au plus deux valeurs, pourvu 

que m > inc. 

Ici encore l'hypoth~se sur l'ouverture de B es~ essentielle, mais on peut 

faire des remarques analogues ~ celles de la fin d u n  ~ 8. 

Io. Dans la proposition pr6e~dente la r@arfigion des domaines dm n'est 

pas connue d'avance, m6me si l'angle A et la fonction T(r) song connus. En 

utilisant le gh6or6me IV on arrive ~ une proposition valable dans des domaines 

dm qui song compl6tement d6termin6s d6s que A eg T(r) sont connus, mais dans 

laquelle les valeurs exceptionnelles peuvent former un ensemble de mesure lin6- 

aire nulle. 

De ce point de rue on pourra examiner le cas des croissances r6guli6res 

et arriver s une proposition assez precise. Nous supposerons q u e l a  fonction 

T(r) elle-mgme v6rifie les conditions 

T(hr) 
T(hr)~t ) > h~h~, lim T(r) < h~h~,. lim m ,r ~ -- ( o<h l~h2< ~),  

pour tout nombre fini h >  I (hi et h2 sont ind@endants de h). On fera alors 

usage du gh6orbme I qui permet d'assurer que, sauf pour les a exceptionnels, 

le rapport 

N(r, f -  a) 
(37) T(r) 

reste compris entre deux nombres fixes (ind6pendants de a) ~ partir d'une valeur 

ra. a 6rant choisi, on marquera dans le plan des angles A de sommets 0 adja- 

cents les uns aux autres; quel que soit r le rapport (37) restreint ~ ces angles 

sera encore compris entre deux nombres fixes pour Fun au moins de ces angles, 

qui variera en g~n~ral avec r. On introduira des angles B recouvrang les angles 

A et ayant mSme bissectrices que ces angles et on fera la transformation utili- 

s~e pr~c~demmeng simultan~ment pour tous ces angles, enfin on appliqueru le 
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thCor~me IV aux fonctions ainsi obtenues. En revenant s f(z) on volt que l'on 

aura la proposition suivante: on peut trouver une suite de domaines Lt~ limit& 

par des arcs de eereles 

et par des demi-droites D,~, D',~ passant par l'origine et faisant entre ellcs un angle 
7g 

tels que le hombre des points int&ieurs ~ J ~  oit f(z) prend la valeur e reste 

dans un rapport fini (compris entre deux nombres positifs fixes) avee T(R~) pour 

toute valeur m suffisamment grande (m > m,) et pour tous les c ext&ieurs ~ un cer- 

tain ensemble de mesure lindaire nulle. 

Ce rCsul~a~ s'applique en particulier aux foncgions enti~res d'ordre fini que 

j'ai appelCes ailleurs fonctions "s croissance tr~s rCguli~re et qui sont celles qui 

se pr6senten~ dans bien des ~pplications. 

IV. Th~or~me de M. Schottky. 

i i. ConsidCrons une fonction f(z) holomorphe pour [z I < I, ne prenant 

pas les valeurs 0 e~ I e~ telle que f ' (o)-~cl+o.  En posant f (o)=co e~ en appli- 

quant la formule (12) avec p = 2 ,  al----o, a ~ = i ,  on volt que m(r , f )  est au plus 

6gal s S(r). Le calcul de S(r) se simplifie beaucoup ici puisque les n(r, a) sont 

nuls; on trouve facilemeng 

m(r , f )  --< 3 log m(R, f )  + 6 1 o g ~ r _ r  + Co + log - 
el 

avec 

(3s) 
+ 

G0~--- 8 l o g  2 + 1 o g I c 0 ( ~ 0 - - I ) ]  + lo+~l logIe01]  ~- l o g  ] l og  I Co - -  I 11. 1 

+ - 2 
Or, log u est infdrieur s l /u ,  on a done a fortiori, pour r > - ,  

3 

(39) m (r, f ) <  3 ~ f )  + D log + log - 
el 

(D 6 + Co). 

La m6thode mCme de M. •evanlinna conduit i~ une in6galit6 avec des coefficients num6- 
riques infdrieurs; voir Beweis des _Picard-Zandauschen Satzes, GCttinger Nachrichten, I924 . 
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En employan~ la m&hode de MM. Borel et Landau  on d6duit  de lg que l 'on a 

(40) m(r,f) g 6 D l o g / _ _  r + 4 log  �9 

Car, si l 'in6galit4 conLraire avail lieu pour un nombre rl ( r l . >  ~) . , en posan~ 

I - - r 1 ) , . . .  , r p + l  ~ - - r p  "~- I - - r 1 ) ,  . . . 

o n  a u r a i t  

+b l m(*~,f)>(2P+4)Dlog I + 4 log  
I - -  r I 

I ( i _ _ r l ) "  P o u r  ce qui conduiraR g u n  r4sultat absurde puisque r v tend  vers rl = 2  

d6montrer cette derni~re in6galit6, qui est v4rifi6e par hypoth~se pour p =  I,  on 

proc~de par r4currence: si l'in4galiL6 esL v6rifi6e pour p,  on a d'apr~s (39) 

3 V ~ + I ,  f )  > ( 2 p + 4 ) D l o g  ~ I  + 3 log --  ~)loff - -  
i - -  r 1 i -  r 1 

> ( p + 3 ) D l o g  - -L~I  + 3log 
I - -  r I 

I 
donc, eomme D log - -  > 6, 

I ~ r 1 

[ (  3I ) I +1 1] I + [ I l i  m(~>+l,f) > I + 7P D l o g - -  + log > ( 2 p + 6 ) D l o g  + 4 log  �9 
I - -  r 1 I - -  r 1 

L'in6galit6 (40) es{ done vdrifi6e pour r >  2 eL puisque m ( r , f )  es~ eroissange on 
3 

a, quel que soil r <  I, 

+l ll m(r,f) <~ 6(Co+6)1og ~_3 r + 4 log  , 

C O 6rant une fonetion de c o qui, d'apr~s sa d6finition (38), est born6e lorsque 

[ co[ esL born6. 

Consid6rons main tenant  une fonction f(z) holomorphe pour :[ z I <  I et ne 
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prenant  pas les valeurs o e t  I,  et soit encore f ( o ) = c  0. Si, quel que soit [z[ < I,  

I f ( z ) l  est infdrieur s I ,  on a 

(42) [f(z)l < lcol + I, m(r , f )  < log(Icol + I). 

Supposons que f(z) puisse at teindre la valeur I,  et soit a un point pour lequel 

If '(z) I = I tandis que I f ' ( z )  ] < : i  p o u r  I ~ I < I a I = A .  Pour I g I ~ A o n  a en- 

core les indgalitds (42). Soit r u n  nombre supdrieur ~ 2 ( A + I ) .  Faisons la 

t ransformation conforme 

(43) Z -  r'Z(z--a) 
aV z - -  F ~ 

a' 4rant le point imaginaire conjugu6 de a; f(z) se t ransforme en F(Z) qui est 

holomorphe et ne prend pas les va!eurs o et I dans le cercle 

r ~ + Ar  ~ 
[ z [ <  r ~ + A ,  

e n  outre on a 

IF(o)[ < leo[ + I, 
r 2 - -  A 2 

m ~ ~ m 

IF'(o) l-- r ~  > r - - A .  

En appliquant s cette foncfion l 'in6galit6 (4 I) o n  

, 3 r ( A +  I) re(r, F) < Co log (r~X)(~----,.) 2 1 2  
+ 4 log ~ < Co l o g -  

I - - r  

C~' est 6gal s 76 + I2 Co, C O 6rant la constante de la formule (4I), e'est une 

fonction de Co=f(o) qui est born6e lorsque 1% [ e s t  born6. La  t ransformution 

(43) conserve la circonf6rence [ z [ =  r ,  et l 'on a 

2 ~  2 z  

m(r,F)= ~ loglF(rdu) l d u = - -  log f (  
0 0 

i , 2 _ A 2  

+ A~--2rA cos (u--v)du 

~ ' - - A  1 

> m ('~', f )  r + A" 

1 Cette mdthode donne le passage de l'6galit6 de Jensen h la formule de Jensen-Poisson qui 
sert de base /t la mdthode de M. Nevanlinna. M. Bloch a obtenu, d'une manibre inddpendante, 
une ddmonstration du thdoreme de M. Schottky un peu diffdrente de celle-ci. 
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Ainsi, pour r > I (A  + I) ,  nOUS av0ns 

(r,f) < 9(eo) log 2-2- 
I - - r  I - - r  

et puisque m(r ,f)  est croissant, on en ddduit, pour r eompris entre A e t - I ( A +  I), 
2 

donc a for~iori pour r > A, 

m ( r , f )  < 29(%)= log 4 
I - - r  i - -~  

Enfin en se reportan~ s (42) on volt que l 'on a, quel que soit r ,  et dans t0us 

les eas off f ( z )  ne prend pas les valeurs o et I: 

m ( r , f ) <  Z(co) log 4 , 
I - - r  I - - r  

Z(co) restan~ born6e lorsque [Co[ est born6. C'est le th6or~me de M. Schottky, 

sous une forme d'ailleurs moins pr6cise que celle obtenue par ]~I. Landau  1 au 

moyen de la fonction modulaire,  puisqu'on en dgduit  seulement, 

2Z(co) log 4 
log If(z) I < (~_  r)~ ~ - r  

t Uber den Picard'schen Satz (Viertelj. der naturf. Gesellschaft in Ziirich, 19o6). 

A 
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