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SUR L'INTI~GRALE F I N I E  D'UNE FONCTION E N T I E R E  

PAR 

A. HURWITZ 
z t ~ R I C H .  

D'apr6s ABEL nous entendons par l'intdgrale finie d'une fonetion 
G(z) la solution la plus g6n6rale de l'6quation 

( ~ )  F(z + ~ ) - - F ( z ) =  a(z). 

F(z) 5tant une solution particuli6re de cette dquation, la solution la 
plus gdn6rale sera ~videmment F(z)+ g(z), oh f(z)  d6signe une fonc- 
tion arbitraire qui admet l a  p6riodc I. 

Dans ce qui suit nous nous occuperons de l'6quation (I) en sup- 
posant que la fonction donn&e G(z) est une fonction enti6re, c'est ~ dire 
que G(z) peut dtre reprdsent~e par une sgrie enti6re 

(2) a(z) = ao + a,z + a,z ~ + . . .  

convergente dans tout le plan: Le m~me cas fair l'objet principal d'un 
m6moire de M. C. GUICttARD. 1 En s'aidant des int6grales ~ coupures de 
M. HERMITE r6minent  g6om6tre prouve que, G(z) 6tant une fonction en- 
ti6re, il existe toujours une solution F(z) de l'dquation (i) qui est elle- 
mgme une fonction enti6re. J'arrive au m6me rdsultat en suivant une 
voie toute diff6rente. On verra que le m~me ordre d'id6es que celui qui 
fait la base du th6or6me de M. MITTAG-LEFFLEIt m'am6ne au but. 

1 Sur la rdsolution de l'dquation aux, diffgrences finies G(x 4- i) - -  G(x )  -= H(x) .  

Anna le s  s e i e n t i f i q u e s  de l ' E c o l e  Normale  Supdr ieure .  3 me sdrie, t. 4. (I887.) 
Acta moghsmatica. 20, Imprim6 le 26 janvier 1897. 
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Soit ~,,(z) la fonction de BERXOULI, b c'est k dire ]a fonetion ra- 
tionelle enti6re de degr~ u + i qui s'annule pour z ~ o e t  qui satisfait 

l'dquation 

(3) F,,(z + , ) -  #,,(z) = z". 

II eat dvident que la s6rie 

(4) F ( z )  = a0~0(z ) + a ~ ( z )  + a:fc~(z ) + . . .  

satiafait formellement ~ l'dquation (I). Or, d'apr6s un thdor6me fonda- 
mental de M. WEIEaSTI~ASS, la s6rie (4) ddfinit une fonction enti6re F(z) ,  
si elle converge uniform6ment dans toute r6gion finie du plan. Ainsi, 
dana ce cas, nous n'avons rich k ddmontrer. 

Supposons maintenant que la a6rie (4) ne satisfasse pas aux condi- 
tions du th6or6me de M. WEIErtSTRASS. Consid6rons alors au lieu de la 
s6rie (4) la s6rie suivante 

(4') F(z)  = a0(~%(z)--Zo(Z)) + a~(~,(z) - z,(z)) + a~(~,~(z)--=~(z)) + . . . ,  

~o(z) ,  rq(z) ,  z ~ ( z ) , . . ,  d6signant des fonctions rationelles enti6res de e ~'n" 
et e -~'~. Cette nouvelle a6rie, comme l'ancienne, satiafait for'mellement 

I'6quatioh (i). Nous ferons voir par les considdrations qui suivent 
que l'on peut toujours disposer des fonctions ~o(z) ,  r:.~(z), z ~ ( z ) , . . ,  de 
fa~on que la s6rie (4') soit uniform6ment convergente dana toute r6gion 
finie du plan et ainsi, le thdor6me de M. GUICHAaD sera ddmontr6. Il 
suffit comme nous verrons, de prendre pour ~ z )  un certain nombre de 
termes de la s6rie de Fourier repr6aentant dana l'intervalle r6el o < z < I 
la fonction F,(z). 

~n 
Remarquons d'abord que la fonction F,,(z) est le coefficient de I- ~ 

dans le d6veloppement suivant les puissances enti6res de ~'de la fonction 

e z7  ~ I 

(5) f (z  , ~) = e=-- ~ " 

C'est un fait connu, qui r6sulte d'ailleurs ~mmddiatement des 6quations 

f ( z  + i , ~ ) -  f ( z  , r = e ~=, f ( o  , 6) = o. 
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Ainsi nous avons 
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(9) 

off nous avons pos6 

o ,  • 2zr/, ._-I- 4rri, �9 �9 �9 +__ 2rzi, 

tandis q u e  les points + 2kz-/ (k > r) sont k son,. ext6rieur. 
l 'int6grale 

I,~ / a: 
(s) 0.,,.(~) 2~.~ f(  r 2"n+, 

C, 

Consid~rons 

qui se r6duit k l 'intdgrale ( 7 ) p o u r  r- - - -o .  
d e  C A U C H Y  IIOUS trouvons 

r  

I - -  (~2ka'/t 
(,o) .. , ,is) = I_ ~ ~ ( 2 ~ 0 ~  �9 ,,-~,,_+~ ..... - ,  

Soit i2 une r6gion finie queleonque du plan des z. On a l e  th6or+me 
suivant qui est fondamental pour notre objet: 

Pour ckaque valeur de z qui appartient t't la r~gion R on a 

( , , )  } r  < �9 
r, (2 r+  l )"~" '  

p ddsignant une quantit~ positive ne d@en&mt que de la r~gion 12 et nulle, 

ment de n e t  de r. 

En appliquant le thdor~me 

(6) f(z, : ) =  r + ~,(~)~ + r + . . .  

pour route valeur finie de z et toute valeur de ~" satisfaisant k la con- 
dition 1~1 < 2~. Par cons6quent nous avons aussi 

(7) ~,(z) ~-- In--. f ( z ,  :)-~-4-f' 

l ' int6gra]e &ant prise dans le sens direct autour du point ~ - - -o .  
Maintenant soit r un nombre entier nul  ou positif et (' ;, une courbe 

fermde eontenant k son int6rieur les points 
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Pour le d6montrer, choisissons le contour d'int6gration C, de l'in- 
t6grale (8) de la mani6re suivante. Posons (--=-x-4-iy et, pour abr6ger, 

(z2) ~ = (er + I)z. 

Le contour C~ sera form6 par les lignes 

x = 2 ,  y = 2 ,  x ~  ~ 2 ,  y = ~ 2 .  
,ip 

Si ~'=-x, + iy parcourt le contour G,, lc point ), d&rit le contour du 

carrel dont les cdtds sont 

(~3) x = I ,  ff ----- I ,  X =  ~ l ,  y = - -  I ,  

Ainsi nous aurons, cn ddsignant par U ce dernier contour, 

r = ~ - ' 2 ~ J  ~ - ,  r 
u 

D6terminons maintenant la quantit6 positive p sup6rieure k l'unitfi de 
mani6re que l'on ait 

p > I e;~ I 

p o u r  toutes les valeurs de z situ6es dans la r6gion R et pour celles de 
qui appartiennent au contour Ud'int6gration. Nous aurons 6videmment 

le"':-,  I <  le:"l ''+' + ,  < ~p'~+'. 

Le long des c6t6s (I3) du contour U les valeurs absolues de e ~ : ~  t 
sont respectivement sup6rieilres ou 6gales 

e z ~  i , ~ + e - ~ ,  i ~ e  -~ ' ,  I + e -~. 

I I e n  r6sulte qu'on aura eonstamment sur le chemin d'int6gration 

I 
I e ~ : -  ~ I >= i - -  e - "  > ~ - -  e -~" > ~. 

Enfin, le module de ~" &ant sup6rieur 
trouvons 

I"_ , 4 . . + , f l d . !  = 

ee qu'il fallait d6montrer. 

l'unit6 le long de 

9 
Z ( 2 r  "~" I )  n 

U~ n O l l g  
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Ceci pos6, soit 

(r4) G(z) = ~0 + c,,z + . . .  + ~,,,z"+ . . .  

une fonction enti@e quelconque; formons la s~rie 

(, 5) F ( z )  = ao(r - -  ~0,o(z)) + ~,(r  - ~,,,,(z)) + . . .  

+ a , , ( r  z , , , , ( z ) )  + . . . ,  

qui satisfait, comme nous l'avons dSjk remarquS, formellement k l'6quation 

F(~ + i ) -  F(~) = G(~). 

Je dis que la s~rie (I5) converge absolument et uniform&nent dans 
toute r6gion finie R. En effet,' ~ . ( z ) - -m, , , ( z )  6tant 6gal k r  le 
terror g6n6ral de la s@ie (I5) est, en valeur absolue, infdrieur 

T la'~[(2,,. + ~)" 

pour une valeur quelconque de z appurtenant k la r6gion R. I1 suffira 
donc de faire voir que la sdrie 

( ,6 )  " !~,,,,l(~,,~ + ~),, ~, 
0 

p' 
converge pour z = - - .  Or eette s6rie converge dans tout le plan. En 

effet, pour qu'une s6rie enti6re soit toujours convergente il faut et il suffit 
I 

que la racine ~t i~nae du coefficient n i~m~ tende vers z6ro avec - .  Cela 

ddcoule imm6diatement du th6or6me d e  M. HADAMAI~D sur le rayon du 
cr 

cercle de convergence d'une s6rie enti@e. Maintenant, ~ . a . z  ~ 6tant d'apr& 
0 

l'hypothSse toujours convergente, on a 

Lira ;/~ = o. 

De plus 1~ formule de STIRLI~G 

1 o 

1~_ = ~ / ~ / + ~ e - " + ~ ,  
Acta mathemat~a. 20. Imprim@ le 26 janvier 1897. 

(o<0< ~) 
37 
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donne ais6ment 
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Lim " In_ ~ i - -  , 

n ~  2 n  + I )  n 2 e  

In I 
Par  eons6quent la racine # ~ '  de t a, 1(2u + x)- tend vers z6ro avec n-; donc 

la s6rie (I6) est toujours convergente. 
Ainsi la s6rie (15) d6finit bien une fonction enti~re F(z )sa t i s (a i san t  

k l '~quation F(z + I ) -  F ( z ) =  G(z). R~sumons ce r6sultat de la m a- 
ni tre  suivante: 

Soit 

G(z) = E a,z" 

une fonction enti~re quelconque. Ddsignons par ~.(z) la fonction de Ber- 
noulli et par lr.,r(z) la fonction rationnelle entiOre de e 2'~ et e -~'~ ddfinie par 
l'd~uation 

( 2 k l r i ) , ~ +  I (k= • 1, •  . . . . .  ~ r )  

Alors, les indices r ~tant choisis d'une mani~re convenable, la s~rie 

c o  

F ( z )  = 
n = O  

converge uniformdment dans route r~qion finie du plan et repr~sente par con- 
sdquent une fonction enti~re satisfaisant d l'dquation 

F(z + ,)--F(z)= G(z). 

On peut, d'aprSs 
soit la fonction G(z). 

l 'analyse pr6c~dente, prendre r ~  n, quelle que 
Dans quelles conditions est-il possible de prendre 

pour l'indice r u n e  valeur constante, ne variant  pas avec l'indice n? 
C'est une question qui - -  comme la question analogue dans le th~or~me 
de M. MITTAG-LEFFLEa - -  se pr6sente naturel lement  et que je vais aborder 
dans les lignes qui suivent. 

Soit 

G(z) ~ ~.oa.z" 



8ur l'iutggrale finie d'une fonction entiSre. 

une fonction enti~re et posons 

( ,7)  

Je dis 
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- ~ ( Z )  = a 0 [ ~ 0 ( Z  ) - -  7~'0,~,(~,)] 71- a l [ r  7~'l,r(2)] -1- �9 �9 �9 

+ + . . . .  

que la condition n6cessaire est suffisante pour que l'on puisse 
donner k l'indice r u n e  valeur telle que la s~rie (I 7) converge uniform& 
ment dans toute rdgion 
convergence de la s4rie 

ne s'~vanouisse pas. 

finie du plan est que le rayon du cercle de 

En premier lieu je vais d~montrer que c'est une condition n~cessaire. 
Supposons que la s4rie (t7) soit uniform~ment convergente dans une 

rdgion contenant les valeurs r4clles de z satisfaisant k la condition o <z  < i 
(ce qui a eertainement lieu, si la s6rie ( I7)es t  uniform4ment convergente 
dans toute r6gion finie du plan). Alors la fonction F(z) repr6sentde par 
]a s~rie (I7) est une fonction continue dans l'interva]]e o < z < I  et peut 
6tre d~velopp~e d'apr~s le th~or~me de FouamR suivant les sinus et cosinus 
des multiples de 2rrz. Pour plus de simplicit6 introduisons la fonction 
exponentielle au lieu des fonctions trigonom~triques et posons 

I �9 e _ 2 k ~ i z ~  (I9) F ( z )  =-2ao + (a,e 2~'~ + a_~e -2~) + . . .  + (ake ~"  + a_~ ) + . . . ,  

off les coefficients ak sont '~ d~terminer d'a, pr4s la formule 

Or la sdrie (I 7) dtant uniform~ment convergente dans t'intervatle o < z <  I, 
nous obtenons l'intdgrale (20) en int~grant terme ~ terme la s~rie (~7) 
aprSs l'avoir multipli4e par e -2~I~. Supposons l kl > o; alors l'~quation 
(8) nous donne: 

o ' ~ (~+~( 2k~r 
O, 
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I 
I~ "o" L m t % r a l e  sannule  pour {kl~< r ,  puisque la fonetion 

, , - , ,+  1 t,," 2k~) ' 
holomorphc en dehors dc G,,, devient infiniment petite d'un ordre su- 
pdrieur k I pour ~ ' ~  co.  

Si I k l >  r la valeur de l 'intdgrale est 

(2k~i),,+ 1 '  

la fonction I ~,,+1/~ 2kTri) ayallt  alors en dehors de U,. 

Ainsi nous  aurons 

le p61e ~----- 2k~ri. 

et, pour I kl > r,  

~ _ + 1  ~ 0 ~ •  ~ " " " ' ~ -  0 [ •  ~ O ~  

rA~. 

I! en rdsulte que la sdrie (18) est convergente pour ]z I < 

plus nous pouvons 6nonccr la proposition suivante: 

De 
27r(r "4- I)" 

Si la sdrie 

s  = . o [ ~ . , ( ~ ) -  =,,,,.(~)] + ,,, [,,< ( ~ ) -  ~,,, (~)] + . . -  

+ , , , [~ , , (~ ) -  ~.,,.~(z)] + . . .  

est uniform&nent concewente dans une r~{qion contenant l'intervalle rdel o < z < I , 

la s~rie 

I 
(:3) q ( ~ ) =  ' (_~,,, ,, i ~t, a n  .~ . x n 

sera convergente pour z---:- + (r + I) et par consdquent pour ! z l >  r + I . . E ? t  

ou, tre le ddveIofipement de Fourier pour F ( z )  darts l'intervalle o < z  < i sera 

~o 

(24) F(z) - ~, %----,,=~+,{a(n)e '-''=i: J r - i f ( - - n ) e  ._.,,=iz}. 

La valeur de 60 peut dtre d6termin6e par l ' int6grale (20), ou, ce 
qui est plus commode, de la mani6re suivante. La serie de FOURIER 
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pour z - =  o donne la valeur t ~(F(o) + F(I)). Or eette valeur d'apr6s 

(22) est 6gal 'k I ~a0 puisque Its fonctions ~,,(z) et ~,,,,.(z) sont, k l ex- 

ception de ~ o ( Z ) =  z, nulles pour z = o et z = I. Ainsi nous avons 
pour a0 l '6quation 

I I 
(2s) ~% = ~% + X {v(,,) + ~ ( - - n ) } .  

R~V@I 

Maintenant supposons inversement, que, 

a (z )  = X a.z" 
n = 0  

&ant une fonction cnti6re, la s6rie (i8) ait un rayon de convergence 
diff6rent de zdro. Alors la sdrie 

• , (~6) !J(~).= t'_ ~..~(~,,.~)~_~ 
n=O 

converge pour ]z! > l, I 6tant un nombre positif fini. I)6signons par 
r + I le premier nombre entier positif sup6rieur k I. Je dis que la sdrie 

c~ 

(27) F (z )  = Z a . [ ~ . ( z ) -  zr.,,.(z)] 
n ~ 0  

est uniform6ment convergente dans toute r6gion finie du plan. 
Pour le d&nontrer appliquons la formule (8), que nous transformons 

d'abord pour simplifier l'6erffure en substituant 2zi~'g ~'. Ainsi nous avons 

(28) ~,,(~) - -  ~,,,,(~) = ~ ' ~ r  ~ (2=ir de  

Nous prenons eomme contour de 1 mtegratmn un cerele dont le centre 
est k l'origine et dont le rayon est compris entre 1 et r +  I. Cela 
pos6, la somme des n premiers termes de la s6rie (27) sera 6gale k 

1%~'~- ' ,j,,(r162 
~ ' . ( z ) -  t ~ - - ;  t2 

g,,(z) d6signant la somme des n premiers terror de la s6rie (26). Mais 
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celle-ci 6tant uniform6ment convergente le long du contour d'int6gration, 
il est 6vident que pour n ~ c'~ S,,(z) tend uniform6ment dans toute 
r6gion finie du plan des z, vers l'int6grale 

Ainsi nous obtenons la proposition suivante: 

Supposons r 

(29) G(z)  = a o + a,z  + . . .  + a.z" + . . .  

dtant une fonction enti~re, la sdrie 

I I , I 

(30) !l(Z) = % 2zi~ + a] i2~riz~)-, + . . .  + i,, a,,(zz;~.),,+ , + . .  �9 

soit convergente pour i z-I > l. Soit de plus r + I le premier hombre entier 
positif supdrieur d I. Alors ta sdrie 

(3 ')  F(z)  = a0[ ,co(z) -  zo,r(z)] + a , [ ~ t ( z ) -  ~,,,(z)] + . . .  

+ + . . .  

est uniformdment convergente dans toute rdgion finie du plan et reprdsente par 
consdquent une fbnction enti~re satisfaisant d l'dquation F(z  + I ) ~  F ( z ) =  G(z). 
En  outre on a 

l a  e~ rr, iz~ _ _  I 
(32) F ( z )  = e~,:__ ' g(C)dr 

,2 

l'int~grale ~tant prise le long d'un cercle dont le centre est it l'origine et 
dont le rayon est compris entre I e t  r + i. 

Le d6veloppement en .s6rie de FoclllEtt de l~ fonction F ( z ) e s t  d(mn6 
par les 6quations (24) et (25). 

Ajoutons encore quelques remarques qui se rattachent aux th6or6ines 
d6montr6s. La d6riv6e F'(z)  d'une fonction F ( z ) v 6 r i f i a n t  l'6quation 
F(z  + i ) -  F ( z ) =  G(z) sera 6videmment une solution de l'6quation 

(33) F'(z + i ) -  F ' ( z )  = G'(z).  
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Ainsi nous pouvons r~soudre la derni~re ~quation de deux mani~res 
diff~rentes: soit directement en appliquant les r~sultats precedents, soit 
indirectement en r~solvant l'~quation F(z-t-. 1) - -  /;'(z) = G(z) et prenant 
alors la d6rivSe de la solution trouv~e. Je distinguerai les deux solutions 
de l'~quation (33) ainsi obtenues comme premiere et deuxi~me solution. 
Elles ne peuvent diff4rer que par une fonction enti~re ayant la p~riode I. 
II s'agit de d4terminer celle-ci. Pour plus de simplicitd je me place dans 
le cas du dernier th~or~me. Ainsi je suppose que la fonction F(z)  soit 
repr~sent~e par l'int~grale (32). Alors la deuxi~me solution de l'~quation 
(33) sera 

(34) F'(z) = e~":--~ r 

Pour avoir la premiere solution, que je nommerai F~(z), il faut former 
la fonction gx(z) qui d~pend de 

~o 

de la mdme mani~re que g(z) d~pend de G(z). Or on trouve 

• , 
gx(Z)-~" In(n "1- I)a.+,(2ziz).+,, 

d'oh r~sulte 

(35) .q,(z) = 2r, izg(z) - -  %. 

Par consdquent nous avons 

(36) F,(z) = g  e~,~r~ I 

puis, en comparant (34) et (36), 

f 62,'rlz~ __ I 

F'(z)  = ~l (z)  + ~o I ~ -  , 
f 2.~ir " 

Ici la deuxi~me intSgrale est une simple constante et la premiSre s'ob- 
tient par le th~or~ine de (3AUCrIY. I1 vient ainsi d~finitivement 

(37) F ( z )  = Fl (z )  + ao Z (e ~'kz - -  i) + I , - r~- :~dr  
k ffi -- r 
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Passons ~ une autre remarque. Soit .q(z) une fonction quelconque 
holomorphe pour [z] > l  et s 'annulant pour z =  cxg. l)6signons par r-4-I  
le premier nombre  entier positif sup6rieur it l e t  formons la s6rie 

~ v  

E (.q(~)e ~"~'~ + .q(-- ,)e--""~9. ( O < z < l )  (38) .... +, 

Je dis que eette s6rie est convergente et repr6sente une fonetion enti6re 
de z. En effet, soit pour ] z ] ~ l  

d t ~n .0(z)=L~ + F  + ' "  + ~  + ... .  

Alors l 'int6grale 

prise le long du cerele [~'[ = 1 repr6sente une fonction enti6re de z, dont 
le d6veloppement suivant les puissances de z sera 

( ~  �9 71 

puisque l 'int6grale consid6r6e se r6duit au r6sidu de la fonetion e~'~=g(~) 
par rapport all point r  Cxg. Or en appliquant nos th6or6mes k eette 
fonetion G(z) nous voyons que la sdrie (3 8) est identique k une constante 
pr6s au d6veloppement en s6rie de FouRIr:~ de la fonction enti6re 

- -  F(z)  = - -  " j'e~'~i'z- I.q( ~)d~, 

l 'int6grale 6tant prise le long du cercle ]r = l. 

Maintenant je vais appliquer lea thdor6mes gdndraux fi. quelques 
exemples. Soit d'abord 

S'( ) G ( z )  = 2,rie~'~ix~= 2~ri "+' z", 

oh nous supposons pour 6viter des discussions particuli6res que la con- 
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stante x, d'ailleurs 
g(z) devient 

arbitraire, ne soit pas un hombre entier. 

~n 
g ( z )  = - ~ .  

n=O 
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La s~rie 

Elle est convergente et 6gale ~t 

l~ condition t~t > 1~ I 
Nous avons donc 

I 
pour les valeurs de z satisfaisant 

(39) 
oo 

n=O 

r 6tant le plus grand hombre entier contenu dans I x l .  De plus la fonc- 
tion F(z) est repr~sent~e par l'intSgrale 

f e ~iz: - -  I ~ d/_ 
e ~ - -  I 

prise le long du cercle I~'l----l, oh 1 d~signe une quantit~ positive com- 
prise entre Ix I et r - } - I .  Le th6or6me de CAvcnY nous donne l'ex- 
pression explicite de F(z), savoir 

k=-~r  
e 2=ixz-  I (e~n~l.z I 

(40) F( . )  = : ~  0 , . . _  ~ + ~ - - ' )  k - ~  

En ~galant les deux expressions (39) et (40) de F(z), nous trouvons 

4 I )  e 2r' ixz- I I k=+r  ** 

6quation valable pour toute valeur finie de z et toute valeur de x satis- 
faisant ~ l'in6galit6 Ix I <  r + i. 

Enfin, le d6veloppement en s6rie de FouriEr de/; '(g) s'obtient d'apr6s 
les formules (24) et (25) 

~(~) = .~i + ~ {(e --'. - -  
k=rq-1 

Acla mathvmatiea. 20. Impriin6 le 2 f6vrier 1897. 

I ) ' ~ +  (e -~.~, - -  

38 
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et l 'on trouve ainsi l 'dquation connue 

(42 ) 2 z a  c ' - ~ ' ~  = z~  + - -  - -  I )  , ~ - k  + - -  
k = l  

On en d6duit ais6ment la suivante 

I I ) ; -V-~] .  

(0 <z<'l) 

] ( I I )  t,t=__z+...+ . ~ (43) 2r:'iL~z[e';':izz-II Z = ~ (e 2:':i'z - -  I) ~ --~ ~; ' kt=0 except6 j 

dont nous ferons usage dans un instant, et qui pr6sente l 'avantage d'etre 

applicable dans l ' intervalle o < z < I. L,~ s6rie du second membre est 
en outre absolument convergente. 

ConsidSrons un deuxi6me exemple. Prenons cette fois 

Nous trouvons 

e -9''-/~- I ~ (2r:,i) n+l 
G(.,) - ~ - . i~ + i / ' "  

if(Z) = ,l, -~" I Z '~+1, 
~l=O 

Z 
s6rie eonvergente pour !z[ > I et qui a pour somme l g z _  I 

Done il vient 

(44) 
F(z) _~ ~ (2zi)"+i ]'e"-=~:- ~ =_ i. 

,,=0 i ~ ~ ; [ ~ " ( Z ) -  "T"'I(Z)] = e2~'i:--I ] g ~ - d ~ ,  

~" 'O"  t l i n t % t a l e  6tant prise lc long d'un cerclc [(] = l, dont le rayon 1 est 
eompris entre I et 2. 

Le d6veloppement en s@ic de FoumElt de F ( z )  sera d 'apr& (24) 

(45) F(z)  ' '~ e ~'~"~ -t- lg , r = 2 a ~  I g ~ _ _ i  n +  I 

o(1 19 constante % se trouve au moyen de llt formule (25) 

% =~1- t - -  , l g ~ , , _ _ I - t - l g  
n ~ 2  

~ ] �9 
,~ ~ I ] -  =~ -t- lg 2. 
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Remarquons que la fonction 

(46) ~'(z) ~---(e ~.'i ' - x)r(z) 
l'(z) 

est une fonction enti6re satisfaisant k l'6quation 

e ~ r i z  - -  I 
+ , ) -  . . . .  

Z 

299 

Par cons6quent la fonction F(z) ne peut diff6rer de 9"(z) que par une 
fonction enti6re f (z)  ayant la p6riode I. Maintenant je vais d6terminer 
la fonction ~,(z) et r6duire ainsi la fonction F ( z ) ~  des fonctions 616- 
mentaires. 

Dans ce but je reprends l'6quation 

F(z) = j  e..~ ;_ x lg 

La d6termination du logarithme qui figure au second membre doit ~tre 
choisie de fagon que le logarithme s'annule pour r En excluant 
par une coupure rectiligne les valeurs r6elles o_<< r  I nous pouvons 

prolonger analytiquement l g r  r i h l'int6rieur de la courbe d'int6gration. 

La diff6rence des deux valeurs du logarithme aux deux bords de la 
coupure sera alors 2zi. 

Cela posd, nous rexnarquons d'abord que la fonction sous le signe 
d'int6gration a le p61e ~ '=  ~ i. En prenant le r6sidu par rapport k 
ce p61e nous pouvons 6crire d'apr& le th6or6me de CAccaY 

+ f ~ r  r (' e-'~')lg 2 A-J,  (47) F(z)=(I--e-2"~91g2 ,j e' - ~  lgr163 

l'int6grale J s%tendant k un contour entourant la coupure r  o . . ,  I. 
Pour pouvoir r6duirc ce contour aux deux bords de la coupure, il 
faut transformer d'abord l'int6grale parce que la fonction qui multiplie 
le logarithme devicnt infinie pour ( ' =  I. C'est pourquoi nous 6crivons 

J = ~ - - - i  e~,  - x. -[ lg r de. 
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Cette transformation est 16gitime puisque . . . .  lmtegrale . / ~ -  7 1 g ~ d (  

s'6vanouit, la fonetion ~ int6grer 6tant infinimcnt petite du deuxi6me 
ordre pour ~ '=  cx9. Maintenant nous raisons tendre le chemin d'int6gra- 
tion vers lea deux bords de la coupure ~'-----o... i. Ainsi il vient 

1 

f l / . e ~''5*x - -  I e "2'riz - -  I )  

J =  fli,2 r' I ; ~ - ~  I ' d x  

0 

ou encore 

(48) F(z) ---- (i - -  e-2~'~)lg2 + C(e' ' --  i) 
1 

f + 2,,-z/ e ~- I 
0 

off nous avons pos6 

1 I]dx 
/ LO~,-r /x  _ _  I ~: - -  I 

o 

Cela 6tant, nous d 6 c o m p o s o n s -  

dans la formule 

~ c .  

~'(~) 
e '2z tz  _ _  

en fractions simples en introduisant 
I 

1 

, ~ f  ,z~ l e ~ ' ~ - I  v(z )  = e -2~~ lg 2 + C + 2 ~ 2 1 Le ~---~ - -  I 
e 2 ~ z  - -  I 

0 

le d6veloppement (comparez (43)) 

x] 

F e r S x x -  I 

L , _ k  

De cette mani6re nous trouvons 
oo 

F(z) - - e  - 2 ~ 1 g 2  + C +  ~ +  �9 
( 4 9 )  e,2=iz i = 
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Avant  d' introduire ici la fonction "F(z), d6terminons la constante C en 

dana lea 6quationa (49) et (45)- I1 vient faisant z = 

z \ 2 /  - - l g ~  + C + 2k-- - t  + ---- - -  3 1 g 2  + C, 

= r d +  l g 2 ~ l g  

oh nous avona fait usage de la formule de WALLIS. En r6duisant nous 
obtenons 

I 

_ f ;  , ) (50) C - d \ . e ~ - -  ~ �9 - f dx = lg 2~r-- 2 .  
O 

En remarquant  maintenant  que 

k=l ~ *~- - -  I'(x - -  z) 
F(~) r ' (~)  + ,~i - -  / ~ ' ( I )  -~-- / ' ( Z )  6 ' '~z - - I  

noua trouvons enfin 

(50 
F ( ~ )  = ( e  ~., - -  , )  r ' (~)  ~ + ~(~), 

F(z) d6signant la fonction enti6re p6riodique 

(5 2) r  ,-ri -}- -~(e ~ '  q- i) q- (l --e-2~'~)lg 2 q-(e : ' ~ -  ,)(lg 2rr - - l " ( , ) ) .  

Les formules que nous venons d'6crire restent vraies si nous remplacons 
l'unit6 imaginaire i par - - i .  Par  cons6quent en s6parant les parties 
r6elles et imaginuires en consid6rant z comme r6el, nous trouvona des 
r6aultata restant valables pour toutes lea valeurs r6elles et complexes de z. 

C'est ainsi que lea 6quations (44), (5 I) et ( 5 2 ) n o u s  donnent le 
th6or6me suivant: 

(s3) 

Soit ~(z)  la fonction enti~re ddfinie par lYquation 

F'(z) q_ ~eos r,z q- (Ig 2~r--  F'(x)) sin,~z. ~(z) = sin rrz T(T) 
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Nous aurons pour route valeur finie r&lle ou complexe de z les ddveloppements 

(54) 

2 sin r:zg'(z) 

i 

= I g - ~ . ( I - - c o s 2 ~ z ) +  = ( - -  x)" lz,~+: z 

[ �9 - - - - - - z + l g 2 . s i n 2 = z + ~  ( - - x ) " ( 2 r ' ) ~ " + ' r  2r~+t j 
, ,=0 1 2n, "4" I 

De l '6quat ion (45) nous d6duisons les d6veloppements  en s6rie de 
FOCRIER valables dans l ' in terval le  rdel o < z < I: 

(55) 

2 sin ~ z g ( z )  = lg?  cos 2~z -t- lg \n ~ _ I / c o s  2r.nz, 

2 cos z:z~(z) ---- l g?  sin 2r, z q- lg \ ~ / s i n  2,,-nz. 

En ajoutant  les 6quations (55) apr& les avoir mult ipl i6es respect ivement  
par  sinz:z et cosr, z on t rouve  ais6ment la belie s6rie de M. LEach:  1 

(5 6 ) ~'(z) = lg s in(2n  '4- x)~z, 
7 t = o  

laquel le  mul t ip l ide  par 2 s inzz  et 2 cosrzz reprodui t  les dquations (55). 
Remarquons  encore que l '6quation quc nous avons trouv6 plus haut,  

savoir 
1 

2~i e ="~-- I ke ~'''-'- I x = .= ~ "4- 1,- ' 
0 

donne apr6s quelques t ransformations faciles l 'expression de la fonetion 

entidre sin rr, z d lg F(z) . , d z -  sous la forme d 'une mtegrale  ddfinie: 

Sur la diffdrentiation d'une classe de sdries trigonomdtriques, A n n a l e s  sc ien t i -  
f i q u e s  de l ' E e o l e  N o r m a l e  S u p d r i e u r e ,  3 me sdrie, tome I2.  (I895.) 
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(57) 
d lg F(z)  

2 S l n  ~ z -  
dz 

= 2V'(I)  sin zz 
s i f t  75Z ]'( z cos ,-:z + i x 

0 

sin r,z ~ ~s in  xz) tg ~ dx. 

On v6rifie d'ailleurs ais&nent eette formule en partant de la relation 

sinxz x I s  ._ - -  I )a+'(  l ' ; ) s i n / c x ,  
sin ~,z ~ 7c + k z - -  k 

laquel le  mu l t ip l ide  par  t g 2 d x  et intdgr6e ensui te  en t re  les l imites  o et 

~, donne  le rdsu l ta t  

~r 

, s ,) • ,) 
(58) j \ s i n r . z  t g 2 d x ~  z +  k k - -  z ~ k  k ' 

k = l  k = l  
0 

qui ne diff&e que par sa forme de l'6quation (57). 
Comme troisi6me exemple j'ai consider6 l'6quation 

sin 2 zz 

qui  est 6 v i d e m m e n t  satisfaite p o u r  

l " ( z )  -~ - -  sin 2 ~z d ~ lg l'(z) 
dz" 

Mais les calculs dtant  un  peu  longs je me  eontente  de t ranseire  ici 

que lques  fo rmules  que  j 'a i  ob tenues  et  qui  me  paraissent  dignes d ' i n t 6 r &  
~e sont  les suivantes:  

(59) sin~ a'z 
d "~ lg F(z )  

dz ~ 
0 

Oette formule (l@5rement modifide) a ddj'~ dtd indiqude par 3I. LERCH dans son 
mdmolre intitu|d: Rdzmd v~jsledky v lheorii fm~kce gamnla. (Rozpravy Ceskd Aka- 
demie Cisare F ran t i ska  Josefa~ 28. Unora !896. ) 



304 A. Hurwitz. 

ou encore 

f (sg') sin' : d~l~/;(~)_,~:. :~ + ~"~:=- - -  (~,-- x) ~ot ~. ~in : z z d ~ .  
0 

Ces relations mettent en 6vidence que sin~7:z d'IgF(z) est une fonction 
" d z  ~ - -  

enti~re; elles donnent de suite les sdries enti~res de 2 z - - I  et de z, 
repr6sentant cette fonction dans tout le plan. Ainsi l'dquation (59)donne 

(60) si.' 

( 2 z -  I) s 
~ Cl(2Z- I) "31- C~ 

(2z ,)~'-~ ~ . . .  
" J C ' " ~ C n  [2r~--  I 

oh nous avons pos6 pour abr6ger 

= : =  7-  * x'"-' 
C,, t" ] 8111 X 

0 

On d6duit aussi trds ais6ment 

s6rie de Fo,cntEt: repr6sentant la 

valle o < z < i. Voiei eette s6rie 

dx. 

de l'6quation (59) les coefficients de la 

fonction sin2rz d ' lg F(z) dans l'inter- 
d z  ~t 

,Z d~ z'' ~_~l ( ~ " )  
(6x) sin 2r: dz"- 2 + = ( u - -  " ' o " z - I  - -  I)1~ ~ - -  + (n+  I)lg sin2nr:z, 

= 

~--~ par z6ro pour n----- I. oil il faht re, nplacer ( n - - , ) I g  n 

Revenons maintenant au cas g6n6ral. L'dquation 

F(z + , ) -  F ( z ) =  G(z) 

est contenue comme cas particulier dans l'6quation 

(62) F(z + , ) - -aF(z)  = G(z), 

a d6signant une constante donn6e, ou dans l'6quation plus g6n6rale encore 

(63) aoF(ZWn)-.ba, F(zWn--x)+.. .Wa,,_,F(z + , )+a.F(z)=G(z) ,  
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%, %,  . . . ,  a,, 6tant des eonstantes donn6es. On peut  r6duire ces 6qua- 
tions comme le fair M. GUICHAI~D, g l 'dquation F ( z  + t ) - - F ( z ) =  G(z).  

Mais on peut aussi les traiter directement d'une mani6re emi6rement 
analogue g celle que nous avons employ6e plus haut  pour l '6quation 
F ( z +  ~ ) - - F ( z )  = a ( z ) .  

Pour plus de simplicit6 consid6rons seulement l 'dquation (62) 

F(z + , ) - -~F(~)  = G(z), 

oh nous supposerons a diff6rent de o et de I. 
En premier lieu nous cherchons les fonetions rationnelles enti6res 

~ . (z)  satisfaisant g l '6quation 

(64) 

Remarquant  que 

(65) 

et par eonsSquent 

~,,(, + , ) -  a~,,(z) = .,'~. 

e ~(~+~) - -  ae v* = er r  a), 
er z 

nous voyons que ce sont les coefficients du d6veloppement de 
e T ~  a 

suivant les puiss'mces eroissantes de --5 qui fournissent les fonctions g,,(z). ~ 
Ainsi nous avons 

e~ _ _  q, u 

l ' intdgrale &ant  prise autour du point ~ ' =  o (le contour d'intdgration 
ne contenant h, son int6rieur aucune des raeines de l '4quation e r  = o). 

~" '0" Maintenant Consid6rons 1 rot%Pale 

, ie ( 4r 
(67) ~b,(z) 2=id  e , - - a ~ .  ~ P ' n + l  

prise le long d'un chemin entourant outre le point 4"= o un certain 

1 Ce sont les fonctions considdrdes par 2~I. HER-~tlTE dans ses intdressantes re- 

cherches sur les po]ynSmes de BER:X'OUI, LI. Voir: SONI:~ et tIEI~3tITE, Sur lespolyn6mes 

de Bernoulli, J o u r n a l  de 0 r e l l e ,  tome I I6~ p. I33. 
A c t a  m a t h e m a t i c a .  20.  Impr im6 le 2 f6vrier 1897. 3 9  
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nombre de racines de l '6quation e r  a = o. L'dquat.ion (64) est encore 
satisfaite si nous rempla(;ons ~,.(z) par r  De plus r  ne diff6re 
de la fonction F,(z) que par un certain nombre de termes de la forme 

(68) }-~ ' a ( l g  a 4- 2k,'r/) n+l e(Iga+'-lzi)z (k entier), 

qui sont les r&idus provenant des racines de l'dquation e ~ -  a = o qui 
se trouvent  k l ' int6rieur du contour d'int6gration. Ainsi nous avons 

(69) d,.(z) ~--- • . ( z ) -  :r.(z), 

~,(z) ddsignant une somme de fonctions exponentielles de la forme (68). 
Oela pos6, je passe h la solution de l '~quation 

(7o) F(z +. x ) - - a F ( z ) =  G(z), 

off je suppose que la fonction donnde 

(7I) G(z) -= Z a.z" 
11=0 

est une fonction enti&e. On d6montre, eomme nous l 'avons fair plus 
haut  dans le cas a----- I, qu'il  est toujours possible de ehoisir les int6- 
grales ~b.(z) de fa,eon que la s6rie 

(72) F(z)  = Za .~ , , ( z )= .  Za.[ f~.(z)--;r , . (z)]  
n ~ O  * l=O 

converge uniform&nent dans toute rdgion tinie du plan et repr6sente par 
cons6quent une fonetion enti6re sar k l '6quation (70). 

Remarquons qu'en g6n6ral il faut faire varier le chemin d'int6gra- 
tion d e  l ' int6grale ~b.(z) avec l'indice n e t  c'est ainsi que le nombre des 
termes exponentiels dont se compose ~ , , (z)croi t  ind6finiment en mdme 
temps que l'indice n. L'unique cas off il suffit de prendre un chemin 
d ' i n t6gra t ion  tixe, c'est h dire ind6pendant de n,  est celui off le rayon 

a c  

du cercle de convergence de la s6rie ~=0[~a.z" ne s '6vanouit pas. 

Plaqons-nous darts ce cas et supposons que la sdrie 

(73) q(z) = Ina. z.+~ 
r~=O 
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soit convergente pour t z t >  l.  D6signons de plus par C un cerele, dont 
le centre est k l'origine, dont le rayon est sup6rieur ~ l et qui n'a sur 
sa p6riph6rie aucune racine de l '6quation e ~ a-----o. 

Alors nous pourrons prendre l 'int6grale ~b,(z) le long du cercle C 
et la fonetion F(z)  de pr6sentera sous la forme 

I f e ~z 
(74) _F(z) = 27ri ]e~-V-~-ga g(r162 

qt ; 
c 

sin rz 
Prenons pour exemplc a - - - - -  I et G ( z ) =  - - ,  de sorte que 

z 
l '6quation ~ r6soudre devient 

sin r,z 
(75) ~(z + ~) + F (z )  - -  z 

F(z) 
Elle eat 6videmment satisfaite par la fonction enti&e sin 7:z~,-(T ) . 

D6signons avec M. HEaMITI~ les fonctions ~,,(z) correspondant ~ la 
eonstante a = -  x par Z,,(z), de sorte quc 

( 7 )  --,,~o ()~-2 6 e, ~ + ~ Z,, z . 

La fonction G(z) 6tant 6gale 

nous aurons 

sin ,'rz 2.,~'( ),,+, ~,,+i z~ 
Z n ~ O  

~o 

(77) g(z) = ~ ( - -  I) ''+~ ~,,,+i I . 
2"~, "-}- I Z 2 n + l  

~ O  

Cette s6rie est convergente pour I z] > 7: et pour ces valeurs de z sa 

somme est 6gale k i~lg zz-+ ,-ri =~ " Ainsi nous aurons d'apr6s (74) 

(78) F (z )  = - - - -  t 1 ~ d ~ l g  r  

l 'int6grale 6tant prise le long du cercle I~'1 = l, oh l est compris entre 
et 2~. 
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En transformant eette int6grale d'une mani6re semblable i~ eelle 
que nous avons employ6e plus haut pour l'int6grale (44), on reconnalt 
que la fonction F ( z )  est identique k la fonction g(z) d6finie par l'6qua- 
tion (53). Ainsi notre analyse nous donne eomme solution de l'dquation 
(75) la fonction 

(79) ~F(z) = sin~zl"(z)l-~ A- ~eos~z q- (lg 27, - -  I"(x)) sinr:z. 

Le d6veloppement de cette fonction suivant les polynbmes Z , (Z ) se ra  
d'apr& (72) 

F(z) = ~ ( - -  ~)"+' 
~'t=O 

ou, puisque l'on a 

1 2~?, ~ e y :  ~" 
r - .  ~- , .~.+, 

2~,b ~- 

~T2n+ 1 

o i 2~ t  
- -  Z ' " ( z ) 4- " ry--~-i+ ~ ( - -  ,)"+' sin ~:z, 

(80) F(~) = ( - -  ,)"+' I.~,~ , z,,,(~) q ~,7~ ~j. 

Considdrons encore l'dquation 

( 8 1 )  F ( z  .3 (- I ) - - F ( z ) =  (])(z), 

la fonction donn6e tP(z) 6tant suppos6e m6romorphe dans toute r6gion 
finie du plan. Je vais d6montrer que l'dquation admet toujours une so- 
httion F ( z )  elle-m~me mdromorphe dans toute ~'~gion finie du plan. Com- 
men(~ons par le cas special off il y a une droite verticale (c'est k dire 
parall61e k 1'axe des quantitds purement imaginaires) telle que tous les  
p b l e s  de tP(z) soient /~ gauche de cette droite. Je dis que l'on peut 
d6terminer les fonctions enti6res rationnelles g o ( Z ) , & ( z ) ,  . . .  de telle 
fagon que la s6rie 

(82) F~(z) = { g 0 ( z ) -  O(-')I + { g , ( z ) -  r + t)I + - "  

+ {V, , (~)-  'P(* + ")} + - . .  

repr&ente une fonetion m6romorphe dans toute rdgion finie du plan. 
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En effet, les parties r6elles des pbles de g}(z) 6tant inf6rieures ~ un 
certain hombre p, celles des pSles de r inf~rieures ~,p--n.  
Soit k le plus petit nombre entier positif tel que t o -  k est n6gatif; 
nous prendrons 

go(z) = ,sl(~) . . . . .  g~_,(~) = o. 

D~signons maintenant par z,,  z t .+ , , . . ,  des quantit6s positives assujetties 
la seule condition que la s6rie 

~, -t- e~+l q- zk+~ -t- . . .  

soit convergente. La fonction g~(z-[-~}, oh n .)~k, est holomorphe dans 
un cercle dont le centre est ~ l'origine bt dont le rayon est certainement 
sup6rieur ~ n -  p. Par cons6quent nous aurons 

,p(~ + ,~)= ~ ( z ) ,  

~3~(z) d(!signant une s~rie eutifire uniformdment convergente pour les 
valeurs de z satisfaisant k la condition t z l ~ n ~ p .  Cel~ pos~, nous 
prendrons pour g,(z) un certain nombre de termes de la s~rie ~ ( z )  en 
disposant du nombre de ces termes de fa~on que l'in~galit5 

ait l ieu pour toute valeur de z, dont le module est infSrieur b. n - - p .  
Soit maintenant R une r~gion finie quelconque du plan. Comme la quan- 
tit5 n - - p  croit indSfiniment ~vec n il est ~vident qu'~ partir d'un 
certain indice n, soit h partir de n ~ r, l'inSgalit4 (83)est  satisfaite 
pour toute valeur de z appartenant ~ la rSgion R. Donc la s~rie 

Ig~ (z ) -  ~(~ + ,)l + Ig~+,(~)-  o(~ + , . +  ~)} + . . .  

est absolument et uniformSment convergente dans lu r4gion R, d'ou il 
suit que la s~rie (82) repr~sente une fonction m~romorphe dans route 
r~gion finie du plan. 

Maintenant la fonction F~(z) satisfait 5videmment ~ l'5quation 

F, (zq- , ) - -  F~(z) ----- <O(z)--go(zlq-Igo(z-I- , ) - - g ,  (z)l-I-{g,(z -I- i)--g,(z)} +...  

c'est h dire ~ une equation de la forme 

Fl(z + i ) -  FI(~ ) = ~(z) + ~(~), 
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G(z) d~signant une fonction enti&e. Soit E(z) une fonction enti&e 
qui v~rifie l'4quation 

E(z q- 1 ) -  E(z)= G(z). 
Alors la fonction 

F(z) = F , ( z ) -  E(z) 

sera une solution m~romorphc de l'~quation (8I). 
Remarquons encore que nous pouvons representer F(z)par une sdric 

de la mdme formc que Fl(z), puisque E(z) peut ~tre d~veloppde (d'une 
infinit~ de mani~res) en une s~rie toujours convergente procddant suivant des 
fonctions enti&cs rationnelles. Ainsi dans le cas qui.nous occupe l%qua- 
tion (8I) admet une solution mdromorphe repr~sent~e par une s~rie dc 
la forme 

(84) F(z) =,ff0lg,,(z ) - -  ,P(z + n)}, 

les g,,(z) 6tant des forictions enti6res rationnelles. 
Considdrons maintcnant le eas oll les p61es de la fonction donnde 

~(z) sont tous situ& k droite d'm~e eertaine droite verticale. Nous 
pouvons procdder d'une mani6re analogue et d6montrer ainsi qu'il existe 
une solution mdromorphe de l'6quatiml (8I) reprfsent4e par une s6rie 
de la forme 

a o  

(88) s( . , )  = ,X__,{ - -  , , ) -  h,,(,)}, 

les h,,(z) 6tant des fonctions enti6res rationnelles. D'ailleurs on famine 
ce cas au cas pvde6dent en remarquant que la f o n c t i o n -  F ( I - - z )  
sera une solution de l'6quation (8i) si la fonction F(z) v6rifie l'6quation 
s ( ,  + , ) -  S ( , )  = 

Passons enfin au cas gdndral. ~(z) 6tant une fonction mdromorphe 
donn6e quelconque nous prenons k volont6 une droite verticalc et distri- 
buons les p61es de ~(z) en deux groupes, contenant Fun tous les  pbles 
situ6s b, droite, l'autre tous les  p61es situds k gauche de la droite verticale. 
Les p61es situ6s sur cette droite peuvent dire rcpartis k volont6 dans l'un 
ou l'autre des groupes. D'apr& le thdor~me de M. ~'~IITTAG-LEFFLER il est 
toujours possible de d4composer r  dcux fonctions r  ~P=(z) 

(86) qO(z)--~ (P,(z) -[- ~(z) ,  
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de fagon que les p61es de tP,(z) et O~(z) coincident respectivement avee 
les p61es de $(z) appartenant au premier ou au deuxibme groupe. 

Maintenant d4terminons les fonctions m6romorphes 

(87) 
telles que 

(88) ~'](z + , ) - - ~ ; ( z )  = ~ (  4 ,  Z,'~(z + ,) -- U~(z) = O,(z). 

Alors la fonction 

(89) F(~,) = F,( 4 + ~'~(z) 

satisfera ~ l'5quation (8I). Ainsi notre th6orbme se trouve compl6tement 
d6montr& 

Remarquons encore que l'on peut eonstruire d'une autre maniSre 
une solution m6romorphe de l'5quation (8I) dans le eas special off il 
existe une fonetion entiSre II(z) ayant la pdriode I e t  admettant tout 
p61e de r d'ordre n eomme z6ro d'un ordre :> n. En effet, dans ee 
eas / / ( z ) r  une fonetion enti6re et, en d&ignunt par ~F(z) une 
fonetion entidre satisfais-mt h l'6quation q"(z + ~ ) ~  ~t"(z)= II(z)$(z), 

la fonetion m6romorphe F(z) - -  r l](z) sera une solution de l'6quation 

F(z + , ) -  F ( z ) =  ,P(z). 

Consid6rons maintenant l e ea s  oh tousles p61es de la fonction donn6e 
~(z) sont du premier ordre, les rfisidus des p61es fitant en outre des nombres 
entiers positifs ou n6gatifs. Alors la fonetion .F(z ) d6finie par l'dquation 
(89) sera une fonetion m6romorphe de mOne esp~ee que ~(z). Or toute 
fonetion de eette esp6ee est la ddrivde logarithinique d'une fonetion m& 

i) 
romorphe et r6eiproquement. Done l'6quation F(z+,)  F(z) ~ r ~(z) 

d6signant une fonction m&omorphe donnSe quelconque, admet une so- 
lution F(z) elle-m~me m5romorphe. 

L'int6gration nous conduit E la proposition suivante: 

Si tP(z) est 'une fonction m&omorphe quelconque, il existe toujours une 
fonction m&omorphe F(z) telle q~e 

(9o) F(z + ,} {P(z). F ( , )  = 
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La solution la plus gdndrale de cette 6quation sera 6vldmnment 
F(z ) l l ( z ) ,  off l l(z) ddsigne une fonction arbitraire admettant la pdriode ~. 

M. GumuanD s'est.occup6 de la mdme 6quation (90) en supposant 
que 4)(z) est une fonction enti6re. I1 a d&nontr6 que la condition n& 
cessaire et suffisante pour qu'il existe une fonction enti6re 1, '(z)v6rif iant  
l'6quation (90) consiste en ce que les z6ros de 4)(z) soient tous situ6s 
gauche d'une droite verticale (et non k ))droite)) comme cela est imprim6, 
par erreur sans doute, dans le mdmoire de 3I. GUICItAICD). 

D6montrons, pour finir, que l'6quation 

(9 i )  + ,) + = 

9~(z), 9~0(z), ~l(z) d6sigmmt des fonetions mdromorphes donn6es, admct 
toujours une solution F(z )  rile-maline m6romorphe. 

En effet, d'aprbs ee qui pr6cbde, nous pourrons ddterminer la fonc- 
tion m6romorphe F~(z) telle que 

(92 )  F,(z + ,) _ r 

Alors l'6quation k resoudre pout s'6erire ainsi: 

(93) I,'~(z -4- I)I?(z -I- , ) - -_]7~(z )F(z )  = #(z)F,(z) 
r 

Done en d6signant par l ~ ( z )  une fonction m6romorphe v6rifiant l'6quation 

(94) I,~(z -~- I) - -  F=(z) - -  ~(z)F,(z) 
 0(z) ' 

il est 6vidcnt que la fonction 

(95) F(z )  ..~/,',(z) 

sera une solution mdromorphe de l'dquation (9I). 
Ztirich, i4  juillet i896. 

Je proilte de cette occasion pour ajouter h mort mdmoh'e :A~ber die Anzahl der Classen bin/irer 
quadratischer Formen yon negativer Determinante,~ (Tome 19 de ce journal) une citation que je dois 
h l'obligeance de ~[. F~or, E.~n:s. L'idde de ddterminer les sommes de signes de LF.aEXDRF. pat" les 
r~sidus des coefficients dans le d6veloppement de fonctions 616mentalres se trouve ddjg dans le grand 
mdmoire de C.~ccuY *Sur la th6orie des nombres>~. (M~moires de l'keaddmie royale des sciences 
de ]'Instltut de France. 18 t0, tome 17.) 


