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SUR L’INTEGRALE FINIE D’UNE FONCTION ENTIERE

PAR

A. HURWITZ

a ZURICH.

Draprés ABEL nous entendons par lintégrale finie d'une fonction
G(z) la solution la plus générale de l'équation

(1) Fls + 1) — F(z) = G(2).

F(z) étant une solution particuliére de cette équation, la solution la
plus générale sera évidemment F(z) + ¢(2), ou ¢(2) désigne une fonc-
tion arbitraire qui admet la période 1.

Dans ce qui suit nous nous occuperons de I'équation (1) en sup-
posant que la fonction donnée G(z) est une fonction entiére, c’est a dire
que G(z) peut étre représentée par une série entiere

(2) G(2)=a, + a2 + a,2° + ...

convergente dans tout le plan. Le méme cas fait I'objet principal d'un
mémoire de M. C. Guicuarp.! En s'aidant des intégrales a coupures de
M. Hermire V'éminent géométre prouve que, G(z) étant une fonction en-
tiére, il existe toujours une solution I'(z) de l'équation (1) qui est elle-
méme une fonction entiére. J'arrive an méme résultat en suivant une
voie toute différente. On verra que le méme ordre d'idées que celui qui
fait la base du théoréme de M. MirTaG-LEFFLER mn’améne au but.

Y Sur la résolution de Uéquation awx différences finies Gz + 1) — G(x) = H(z).
Annales seientifiques de 1’Ecole Normale Supérieure. 3™¢ série, t. 4. (1887.)
Acta mathematica. 20. Imprimé le 26 janvier 1897,
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Soit ¢,(2) la fonction de BersorrLri, c'est a dire la fonction ra-
tionelle entiére de degré » 4 1 qui sannule pour z = o et qui satisfait
a 1'équation

(3) ¢ulz + 1) —o,(2) = 7.
Il est évident que la série
(4) F(2) = a,0,(2) + a,¢,(2) + a,¢,(2) + . ..

satisfait formellement & I'équation (1). Or, d’aprés un théoréme fonda-
mental de M. WEIERsTRASS, la série (4) définit une fonction entiére F(z),
si elle converge uniformément dans toute région finie du plan. Ainsi,
dans ce cas, nous n'avons rien & démontrer.

Supposons maintenant que la série (4) ne satisfasse pas aux condi-
tions du théoréme de M. WEeigrsTrAss. Considérons alors au lieu de la
série (4) la série suivante

(4)  F(2) = a,(¢g,(2) — 7,(2)) + a,(¢,(2) — 7,(2)) + a,(¢,(2) — 7, (2) + ...,

m,(2), = (2), =,(2), ... désignant des fonctions rationelles entiéres de ¢*™

et ¢, Cette mnouvelle série, comme l'ancienne, satisfait formellement
a Déquation (1). Nous ferons voir par les considérations qui suivent
que l'on peut toujours disposer des fonctions 7z,(2), z,(2), =,(2), ... de
fagon que la série (4') soit uniformément convergente dans toute région
finie du plan et ainsi, le théoréme de M. GuicHARD sera démontré. Il
suffit comme nous verrons, de prendre pour 7, (z) un certain nombre de
termes de la série de Fourier représentant dans lintervalle réel o <z< 1
la fonction ¢,(2).

Remarquons d’abord que la fonction ¢,(2) est le coefficient de ,%

dans le développement suivant les puissances entiéres de ¢ de la fonction

e — 1

(5) f,8) =

&—1
Cest un fait connu, qui résulte d’aillenrs immédiatement des équations

fe+1,0)—fz,8) =¢€", flo,{) =o.
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Aingi nous avons
¢ -
(6> f(z? C) = 550(2) + 5’71(2)[—1"' 552(5) =+ -

2

pour toute valeur finlie de z et toute valeur de { satisfaisant a la con-
dition |{| < 27. Par conséquent nous avons aussi

) o) =i [ &)

P'intégrale étant prise dans le sens direct antour du point {= o.
Maintenant soit # un nombre entier nul ou positif et ¢, une courbe
fermée contenant a son intérieur les points

o,+ 2m, + 4mi, ..., + 277,

tandis que les points =+ 2kmi (k> r) sont a son extérieur. Considérons
V'inteégrale

®) bt = (16, 0%

it

qui se réduit & lintégrale (7) pour r = o. En appliquant le théoréme
de CAucHY nous trouvons

(9) Sbn,r(z) = 5011(5) — ﬂ'w(z),
ol nous avons posé
I — e?km'z
(l0> 72‘1;,1‘(5) = }_ﬁ Z (zk_ﬂ_’l;)"‘f'—l. (F=t1,£2,., £7)

Soit R une région finie quelconque du plan des 2. On a le théoréme
suivant qui est fondamental pour mnotre objet:

Pour chaque valewr de z qui appartient ¢ la région R on a

(11) PO S .

T r+ara’

o désignant une quantité positive ne dépendant que de la région B et nulle-
ment de n et de r.
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Pour le démontrer, choisissons le contour d'intégration C, de I'in-
tégrale (8) de la maniére suivante. Posons = + iy et, pour abréger,

(12) A= (2r 4+ 1)r.
Le contour C, sera formé par les lignes
x =2, Y =2, T = —2, Y= —A

»

Si {=x 4 iy parcourt le contour C,, lc point f décrit le contour du

carré dont les cdtés sont
(13) r =1, y =1, r=—1I, Y = — 1.
Ainsi nous aurons, en désignant par U ce dernier contour,

noog Al — 1 df
Gur(2) =[7—;2—n;f§r:—, C:“'

U

Déterminons maintenant la quantité positive p supérieure a l'unité de
maniére que l'on ait
p > !ezle

pour - toutes les valeurs de z situées dans la région R et pour celles de
{ qui appartiennent au contour U d’intégration. Nous aurons évidemment

[e).z:___ 1 I < ,e:,’r."?,q.] + I < 2p2r+1-

Le long des cotés (13) du contour U les valeurs absolues de e® — 1
sont respectivement supérieiires ou égales a

€¢—1,1L+etr, 1 —¢*, 1 4+eM
Il en résulte qu'on aura constamment sur le chemin d'intégration
q 23

N e P
le 1|>1—e "' 2>1—¢ >3-

Enfin, le module de ¢ étant supérieur a l'unité le long de U, nous
trouvons

]ﬁ 1 2r+1 » __ 16p )17’— P
[ fnr(2)| <557 4p -l,/.{d‘! RO R

ce qu’il fallait démontrer.
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Ceci posé, soit

(14) G(2)=a, + a2+ ...+ a, + ...

une fonction entiére quelconque; formons la série

(13) F(2) = a,(¢,(2) — mo(2)) + a,(e,(2) — 7 (2)) + . ..
+ a,(e.(2) — 7, (2) + ...,

qui satisfait, comme nous V'avons déja remarqué, formellement a I'équation
Flz 4+ 1) — F(z2) = G(z).

Je dis que la série (15) converge absolument et uniformément dans

;. . i ’ ’ \
toute région finie R. ILin effet, ¢,(2) — z,,(2) étant égal & ¢, .(2), le
terme général de la série (15) est, en valeur absolue, inférieur a

16 ] i B\ #
ol i (5)

i“

pour une valeur quelconque de z appartenant a la région R. Il suffira
donc de faire voir que la série

)

(16) Y la,

Aot
0

l 1
= 27

(zn + W -

2
converge pour z =2 . Or cette série converge dans tout le plan. En

T

effet, pour qu'une série entiére soit toujours convergente il faut et il suffit

idme

. . . s , I
que la racine = du coefficient »™™¢ tende vers zéro avee -. Cela

découle immédiatement du théoréme de M. Hapamarp sur le rayon du

o
cercle de convergence d’une série enticre. Maintenant, 224,2" étant d'aprés
0

Ihypothése toujours convergente, on a

Lim Ya, = o.

De plus la formule de StirriNG

1 0
— nts —nd
]_"f_=—‘d27r’n 2 1211, (O<0<I)
Acta mathematica. 20. Imprimé le 26 janvier 1897. 37
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donne alsément

n=o (Zn -+ I)n o 26'

, . n , I
Par conséquent la racine #*™ de [anla—l—;—* L tend vers zéro avec = donc
n

la série (16) est toujours convergente.

Ainsi la série (15) définit bien une fonction entiére F(z) satisfaisant
a l'équation F(z 4+ 1) — F(z) = G(2). Résumons ce résultat de la ma-
niére suivante:

Soit

une fonction enticre quelconque. Désignons par ¢,(z) la fonction de Ber-
nowlli et par m,,(z) la fonction rationnelle enticre de '™ et €™ définie par
Uéquation

[ — e?l’:iz
7[,,,,(2) == [_Vf Z —(m;—; k=11, +2,.., tr)

Alors, les indices r étant choisis d'une maniére convenable, la série

F(2) = T aulea(e) — 7 (2)]

converge uniformément dans toute région finie du plan et représente par con-
séquent ume fonction entiére satisfaisant & Uéquation

Flz 4+ 1) — F(2) == G(2).

On peut, d’aprés V'analyse précédente, prendre r = n, quelle que
soit la fonction G(z). Dans quelles conditions est-il possible de prendre
pour lindice r une valeur comstante, ne variant pas avec l'indice n?
C’est une question qui — comme la question analogue dans le théoréme
de M. Mrrrac-LEFFLER — se présente naturellement et que je vais aborder
dans les lignes qui suivent.

Soit
G(2) = L a,2"

a=0
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une fonction entiére et posons

(17) F(2) = a,[go(2) — 7,.(2)] + a[ps(2) — 7, ()] + - -
+ a¢.(2) — 7w, (2)] + ....

Je dis que la condition nécessaire est suffisante pour que l'on puisse
donner & l'indice » une valeur telle que la série (17) converge uniformsé-
ment dans toute région finie du plan est que le rayon du cercle de
convergence de la série

(18) X |n a,z"

ne s'évanouisse pas.

En premier lien je vais démontrer que c’est une condition nécessaire.

Supposons que la série (17) soit uniformément convergente dans une
région contenant les valeurs réclles de z satisfaisant a la condition 0 <z <1
(ce qui a certainement lieu, si la série (17) est uniformément convergente
dans toute région finie du plan). Alors la fonction F(z) représentée par
la série (17) est une fonction continue dans lintervalle 0<s<1 et peut
étre développée d'aprés le théoréme de Fourier suivant les sinus et cosinus
des multiples de 2zz. Pour plus de simplicité introduisons la fonction
exponentielle au lieu des fonctions trigonométriques et posons

(19) 1”(Z> — éao + (ale%"iz + a_y 6—2m’z) + .. + (ake%m'z + a_‘ke-m‘cm'z) + ceey

ou les coefficients a, sont & déterminer d’aprés la formule

1
(20) 293 =‘/VF(Z)8—2km:de; k=0, %1, £2,...)
0

Or la série (17) étant uniformément convergente dans Pintervalle 0 <z<1,
nous obtenons lintégrale (20) en intégrant terme a terme la série (17)
aprés l'avoir multipliée par e~ Supposons |k| > o; alors I'équation
(8) nous donne:

: —kwiz ‘n da¢
a/‘[sp”(z) - ﬂn,r(‘z)]e dz == ;;L_fm%
Cr
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1
I — 2km)
holomorphe en dehors de C,, devient infiniment petite d'un ordre su-
périeur a 1 pour ¢ = 0o.

L’intégrale s'annule pour |k|<r, puisque la fonction

Si [k|> r la valeur de lintégrale est

’ n

T @kmyt

. 1 . .
la fonction 5 ayant alors en dehors de C, le pole {= 2fni.
12

':7;17:_ 277;
Ainsi nous aurons

ail———ai?:...:ai,:O,

et, pour

k| >r,

1
(21) Ay = *‘ZJiUN(—{W-

n=0

I
T e

Il en résulte que la série (18) est convergente pour |z| <
plus nous pouvons énoncer la proposition suivante:
Si la série

(22) F(Z) == “0[¢()(5) - 770,:-(5)] + a, [9"’1(2’) - 7:1,1-(2")] + e
+ @, [e.(2) — =, ()] + ...

est uniformément convergente dans une région contenant l'intervalle véel 0 <z <1,
la série

W

I
1
(23) ’/(5> = Z fi“n(gxiz)m
n=0
sera convergente powr z==+ (r4 1) et par conséquent powr |z|{>r-+41. En
outre le développement de Fowrier pour F(z) dans Uintervalle o <z <1 sera

1

ao o z {y(n) e‘.!nzi: + Y (__ n) e 211;71’2}.

ner4+l

(24) F(z) =

!

La valeur de «, peut étre déterminée par l'intégrale (20), ou, ce
qui est plus commode, de la maniére suivante. La série de Fourier
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pour z = o donne la valeur IE(F(o) + F(1)). Or cette valeur d'apres

(22) est égal a -a, puisque les fonctions ¢,(2) ct 7,,(2) sont, & lex-

(S

ception de ¢,(2) = 2, nulles pour z =0 et 2= 1. Ainsi nous avons
pour a, V'équation

I I - |
(23) Lo, =to 4 E o) + g )l
Maintenant supposons inversement, que,
G(2) = X a,2"

étant une fonction entiére, la série (18) ait un rayon de counvergence
différent de zéro. Alors la série

= I
(26) ‘(/<Z) = "Z:O %E @, A(era)inrf-?i

converge pour |z|>1, I étant un nombre positif fini. Désignons par
r 4 1 le premier nombre entier positif supéricur a l. Je dis que la série

(27) () = T alp(s) — manl2)]

est uniformément convergente dans toute région finie du plan.
Pour le démontrer appliquons la formule (8), que nous transformons
d’abord pour simplifier I'écriture en substituant 2zi¢ 4 ¢ Ainsi nous avons

*e2rizl __ [n
(28) u(2) — 7, (2) = ] P iy O
Nous prenons comme contour de intégration un cercle dont le centre

est a lorigine et donmt le rayon est compris entre [ et r 4 1. Cela
posé, la somme des n premiers termes de la série (27) sera égale a

" /'6271'51;’_ I
S,(2) '-:J W~_’}".’/ﬂ(c)d:’

ga(2) designant la somme des » premiers terme de la série (26). Mais
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celle-ci étant uniformément convergente le long du contour d’intégration,
il est évident que pour n» = co §,(2) tend uniformément dans toute
région finie du plan des 2, vers l'intégrale

e —
/e—g;,g— g(&)dg.

v/

Ainsi nous obtenons la proposition suivante:

Supposons que,

(29) G(2)=a,+ a2+ ...+ a8 + ...
étant une fonction entiére, la série
R o b
(30) 9(z) = uy ;— + «a (i) + ...+, (B + ...

soit convergente powr |z > 1. Soit de plus r + 1 le prenier nombre entier
positif supériewr o L. Alors la série
(31) F(a) = afey(2) — m(2)] + algi(2) — 7, ()] + - -

+ “n[%(z) - ﬂn,"('g)] + ..

est uniformément convergente dans toute région finie du plan et représente par
conséquent ume fonction entiére satisfuisant & Uéquation F(z4-1) — F(2) = G(2).
En outre on a

62-1‘2"—'1
(32) F(z) = j 1 9(0)ds,

Vintégrale étant prise le long d'un cercle dont le centre est a Uorigine et
dont le rayon est compris entre 1 et r + 1.

Le développement en série de Fourier de la fonction I(z) est donné
par les équations (24) et (25).

Ajoutons encore quelques remarques qui se rattachent aux théorémes
démontrés. La dérivée F’(z) d'une fonction F(z) vérifiant I'équation
F(z 4+ 1) — F(2) = G(2) sera évidemment une solution de I'équation

(33) Fiz + 1) — F'(z) = G'(2).
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Ainsi nous pouvons résoudre la derniére équation de deux maniéres
différentes: soit directement en appliquant les résultats précédents, soit
indirectement en résolvant I'équation F(z + 1) — F(2) = G(#) et prenant
alors la dérivée de la solution trouvée. Je distinguerai les deux solutions
de l'équation (33) ainsi obtenues comme premiére et deuxiéme solution.
Elles ne peuvent différer que par une fonction entiére ayant la période 1.
Il gagit de déterminer celle-ci. Pour plus de simplicité je me place dans
le cas du dernier théoréme. Ainsi je suppose que la fonction F(z) soit
représentée par l'intégrale (32). Alors la deuxiéme solution de 1'équation

(33) sera
(34) F/s) = f e 2mity (¢)dC.

Pour avoir la premiére solution, que je nommerai F)(z), il faut former
la fonction g,(2) qui dépend de

G'(2) = né(n + Da,., 2"

de la méme maniére que g(2) dépend de G(z). Or on trouve

[

I
Z (n 4+ 1)a n+1(7n:z;)‘,,1—,,

d’out résulte
(35) 9,(2) = 27izg(2) — a,.
Par conséquent nous avons
(36) F\(2) f 62,,,;—-—1(271'&(9(() — a,)d¢,
puis, en comparant (34) et (36),
F(:) = F(6) + o, [ Sremtac+ [ i Qac

Iei la deuxiéme intégrale est une simple constante et la premiére s'ob-
tient par le théoréme de CaucHy. Il vient ainsi définitivement

+r
(37) F/(z) = F(2) + 6, 2 (& — 1) +f i’j;i-"“)
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Passons a une autre remarque. Soit ¢(z) une fonction quelconque
holomorphe pour |2| >1 et s'annulant pour z=o0c0. Désignons par »4 1
le premier nombre entier positif supérieur a [ ct formons la série

S

(38) z (0(77 )ere + g(— ")e_?nﬂz)- O<e <)

n=r41

Je dis que cette série est convergente ¢t représente une fonction entiére
de z. Kn effet, soit pour |[z] >1

Ca

_0(3):%9+%+ L e

Alors D'intégrale
G(z) —_—fe“’”'iz';'(]({) dz

prise le long du cercle |{| = I représente une fonction entiére de 2, dont
le développement suivant les puissances de 2z sera

I . [ .
G(z) = 27:/,[00 + e, (2miz) + ... + W(ZTHZ)" + .. .],
puisque Yintégrale considérée sc réduit au résidu de la fonction e*™g(¢)
par rapport au point {= co. Or en appliquant nos théorémes a cette
fonction G/(2) nous voyons que la série (38) est identique & une constante

pres au développement en série de Fourier de la fonction entiére
, & e?.’.izf__ 1 -
— 1(e) = — [ e a(9)e,
I'intégrale étant prise le long du cercle |{| = L.

Maintenant je vais appliquer les théorémes généraux a quelques
exemples, Soit d’abord

w0
G(2) = 2mie™ =Y (2miy* 2,

n=0 _—

ol nous supposons pour éviter des discussions particuliéres que la con-
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stante z, dailleurs arbitraire, ne soit pas un nombre entier. La série
g(#z) devient

-]

9(2) =zzf:1'

n=0

, . 1 .
Flle est convergente et égale a our les valeurs de z satisfaisant
g g —=z P

a la condition |z| > |x|.
Nous avons donec

(39 1) = oy CRE ) — )

7 étant le plus grand nombre entier contenu dans |z|. De plus la fonc-
tion F(z) est représentée par lintégrale

27y 1 dC
e — 1 L—u
prise le long du cercle |{| =1, ou ! désigne une quantité positive com-

price entre |x| et » 4 1. Le théoréme de Cavcmy nous donme Yex-
pression explicite de F(z), savoir

=1
(40) F(z2) = 2mi s — Rl + Zr 2k :
e?-mx k— 27

k=7

En égalant les deux expressions (39) et (40) de F(z), nous trouvons

PRISED k=tr

(41) ?m—x—i = *:;t Z e’m) k — Z (zmx) [¢n(2) — 7 (2)],

équation valable pour toute valeur finie de z et toute valeur de x satis-
faisant & linégalité |z| <r + 1.

Enfin, le développement en série de Fourier de F(2z) s'obtient d’aprés
les formules (24) et (25)

¥ — i | pemie —2mits
(2) i +k%§1 (€ I 1)~ T

Acta mathematicy. 20. Iwprimé le 2 février 1897. a8
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et 'on trouve ainsi I'équation connue

¢

+ (e-—2,'.il'z . I)x _I!_ k}’

0<<:<C])

2Tikz
(6 " — I)‘v — &

On en déduit aisément la suivante

e?rizr 1 ] I 1
- —_— ik - k= —o ..+
(43) 2“‘[62:1'1_1 zJ —Z(e I><_,c_ k+k>’ (k=0 :xceptéx)
dont nous ferons usage dans un instant, et qui présente 'avantage d’étre
applicable dans lintervalle o <2< 1. La série du second membre est
en outre absolument convergente.
Considérons un deuxiéme exemple. Prenons cette fois

. o
eI iz — 1 2zi)rtl
Gy = T =y

Nous trouvons

\ I I
g(z)zzn—f—lﬁ)

n=0

) e . z
série convergente pour |z| > 1 et qui a pour somme lg
z——

Donc il vient

-
n=0

(27L)rz+1 162.—.&:_ I :
(44) }: a1 () — mala)] = | Sl e

lintégrale étaut prise le long d'un cercle | =1, dont le rayon [ est
compris entre 1 et 2.
Le développement en séric de Fourier de I'(z) sera d’apres (24)

(45) F(z) =14, —z'lgn

2mins n —2zinz:
e la g
T8 n 41 ’

ou la constante a, se trouve au moyen de la formule (23)

a, = @

n=1
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Remarquons que la fonction

* 2riz P
(46) ¥ (2) = (@ — 1)

est une fonction entiére satisfaisant & 1'équation
q

Qs 1
T+ 1)— ¥(2) =—
Par conséquent la fonction F(z) ne peut différer de ¥'(2) que par une
fonction entiére ¢(z) ayant la période 1. Maintenant je vais déterminer
la fonction ¢(2) et réduire ainsi la fonction F(z) & des fonctions élé-
mentaires.

Dans ce but je reprends I'équation

e?ﬂ"il:__l c
F(2) =f g

La détermination du logarithme qui figure au second membre doit étre
choisie de fagon que le logarithme s'annule pour {= co. En excluant
par une coupure rectiligne les valeurs réelles o < ¢ < 1 nous pouvons

CE - a Vintérieur de la courbe d’intégration.
La différence des deux valeurs du logarithme aux deux bords de la
coupure sera alors 2.

Cela posé, nous remarquons d’abord que la fonction sous le signe
d’intégration a le pdle {= — 1. En prenant le résidu par rapport &
ce pole nous pouvons écrire d'aprés le théoréme de Cauvcmy

prolonger analyﬁquement Ig

e‘lrrizc —1

(47) Fle) = (1 —e)lgz + [ S g s de= (1 — e ™)lg2 47,

Iintégrale J s'étendant & un contour entourant la coupure = o0...1.
Pour pouvoir réduire ce contour aux deux bords de la coupure, il
faut transformer d’abord l'intégrale parce que la fonction qui multiplie
le logarithme devient infinie pour {= 1. C’est pourquoi nous écrivons

J e?m’zf —1 e?m'z — 1, l C d?
=) e 1 zmic 1) 8z—1%
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Cette transformation est légitime puisque 'Tintégrale f o lg e Id(
gévanounit, la fonction & intégrer étant infiniment petite du deuxiéme
ordre pour ¢ = co. Maintenant nous faisons tendre le chemin d’intégra-

tion vers les deux bords de la coupure {=o0...1I. Ainsi il vient

1

W Lo | elmz
E 2 - —_ dx
J f< me”‘“-[ x—1I )

0

ou encore

(48) F(z) = (1 —e?™)1g2 4 C(e™ — 1)
+ 27 _d_x_.__ [eﬂm'u — 1 — x(e‘hriz _ I)]
rze o ,

0

ou nous avons posé

f[e,j?j xi 1] dx = C.

. y F(z . . . .
Cela étant, nous décomposons ——(—)-[— en fractions simples en introduisant

e??.'iz

dans la formule

F(z) i . de €T — 1
e 2Tz —
g g ¢ g2+ C + 2m em'z__l[ezm'z_l v
0

le développement (comparez (43))
,[e?misr — | — I]
2711[——62,".2_I ] z(e2 [z__—-k +k )
De cette maniére nous trouvons

(49) ;gf,(—z_)*l—-:e"?mlgz +C+’;(;—_ﬁ+%).
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Avant d'introduire ici la fonction I(z), déterminons la constante C en

faisant z =é dans les équations (49) et (45). Il vient
1 /1 N/ —2 2\ o .
_5F<5) = —lg2 + O +;<‘217——x +2—k> — —3lg2 4+ C,

P = e =3 (= e = = 26}

ou nous avons fait usage de la formule de WarLuis. En réduisant nous

obtenons

2wz I 7L
(50) —f L ‘)d:v = lgar—-.

En remarquant maintenant que

- I 1 ra— ) . I'(z) , e‘~’m+1
z(z-—k+7c> Ta = —I"() = P()"T(H’"‘ —1’

k=1

nous trouvons enfin

7t I
o )= e 11
¢(2) désignant la fonction entiére périodique
(52) ()=l + (™ + 1) + (1 —e ) g 24 (7 — 1)(Ig 22 — I"(1).

Les formules que nous venons d’écrire restent vraies si nous remplacons
I'unité imaginaire ¢ par —¢. Par conséquent en séparant les parties
réelles et imaginaires en considérant z comme réel, nous trouvons des
résultats restant valables pour toutes les valeurs réelles et complexes de 2.

Cest ainsi que les équations (44), (51) et (52) nous donnent le
théoréme suivant:

Soit §(2) la fonction entiere définie par Uéquation

(53) §(z) = sin m%% + gcos 7z + (g 2z — I''(1)) sinzz.
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Nous aurons pour toute valeur finie réelle ou complexe de z les développements

28in 72 (2)

o

42 . I — cos2nz
=Ig2.(l-—coszhz +Z[—- ) lzn)+2 n+1(Z)+ n+1 :I’
(54) |
2 cos 7z (z)
. o« ‘ln+1 2811127'[2
=—r:+lg2.sm2m+2[ ‘2”+I¢2n()+ 2t ]
n=0

De T'équation (45) nous déduisons les développements en série de
Fourier valables dans l'intervalle réel o < z < 1:

2sin7e&(2) = lg cos 27z + Z lg (n — 1) COS 27N2,

(55)

n —

n+1

I . =
2cos 72 (2) = lga sin 27z + Z 10'< )sm 27TNZ.
n=2

En ajoutant les équations (55) aprés les avoir multipliées respectivement
par sinzz et coszz on trouve aisément la belle série de M. Lerch:'

(56) F(2) =ilg< = )sin (2n + 1)72,

n 4+ 1
laquelle multipliée par 2sinzz ct 2 coszz reproduit les équations (55).

Remarquons encore que I'équation que nous avons trouvé plus haut,

savoir
1

. dz ZELAE ) I I
S B r—— e?m'-’—l_x_:zzl z—k+7:’

I3
0

donne apreés quelques transformations faciles l'expression de la fonction

( )

8 . o . » ’ .
entiere sin rz —=—"1 gous la forme d'une intégrale définie:

Y Sur la différentiation dune classe de séries lrigonométriques, Annales scienti-
fiques de 1'Ecole Normale Supérieure, 3™° série, tome 12. (1895.)
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. dlg I'(z)
(57) 2 8 7s—=
sin 7z 1 : 2
= 2/"(1) sin 7z — Z' —zcosmz + - / (z sin 7z — wsinaz) tg —dx. !
0

On vérifie d’ailleurs aisément cette formule en partant de la relation

“" “

. «w

S xz x I . I I 2 .

; —_—=- _2 (— I)L+1<—-————~—~>Slnlﬂx,
sin w7 T T z+ k 2 —k i

- . & . ’ , . e s
laquelle multipliée par tg-dx et intégrée ensuite entre les limites o et

7, donne le résultat

s

sinez 2\, @ & 1 I
(38) f(sin Tz ;r) tgidx = Z (z I _—-7»> T

k=1
0

®

(=2—3)
i—k k)

k=1

qui ne différe que par sa forme de l'équation (57).
Comme troisiéme exemple jai consideré 1'équation

Fle 4 1)— F(s) = 2.7

z

qui est évidemment satisfaite pour

Mais les calculs étant un peu longs je me contente de transcire ici
quelques formules que jai obtenues et qui me paraissent dignes d’intérét.
Ce sont les suivantes:

. *le I’ 7? Tr—w .
(59) sin? 7z - f’;zf@——:—z———/ : lsm(zz.z;—x)dx.

Sinx
0

* Cette formule (légtrement modifide) a déji été indiquée par M. LERCH dans son
mémoire intitulé: Ruwné wvysledky v theorii funkee gamma. (Rozpravy Ceské Aka-
demie Cisare Frantiska Josefa, 28, Unora 18g6.)
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ou encore

Fodd sin® zz
2 22°

(59) sin® 7z f 7 — x) cotx.sin 2zxdzx.

! "P .
d lgzggz—) est une fonction

entiére; elles donnent de suite les séries enticres de 22— 1 et de z,
représentant cette fonction dans tout le plan. Ainsi 'équation (59) donne

Ces relations mettent en évidence que sin’zz

(60) sin? mz —S—~

(22— 1)¢ (22— ¥)2"—1 __
jzn—-l

ol nous avons posé pour abréger

C. = r'_..—__xx?""’d[
» sin
0

On déduit aussi trés aisément de l'équation (59) les coefficients de la
d’lg I'(z)

séric de Forrier représentant la fonction sin? 7z dans l'inter-

valle o < z < 1. Volel cette série

(61) sin’=x X dI"( )—7—;—}- Z((?Z—-I)IO‘ -—~~+(n+1)lg )sin 2n72,

n=1

ou il faut remplacer (n — 1) 1g%—

par zéro pour n = I,

Revenons maintenant au cas général. L’équation
F(z: 4+ 1) — F(z2) = G(z)
est contenue comme cas particulier dans I'équation
(62) F(z + 1) — aF(z) = G(z),
« désignant une constante donnée, ou dans I'équation plus générale encore

(63) a,Fz4+n)+aFe+n—1)+...+a_Flz+1)+a,F(z)=G(2),
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@y Gy ..., étant des constantes données. On peut réduire ces équa-
tions comme le fait M. GuicaArp, & léquation F(z + 1)—I(2) = G{(z).
Mais on peut aussi les traiter directement d'une maniére entiérement
analogue & celle que nous avons employée plus haut pour l'équation
Flz 4 1) — F(z) = G(2).

Pour plus de simplicité considérons seulement l'équation (62)
F(e + 1) —aF(2) = G(2),

ol nous supposerons ¢ différent de o et de 1.
En premier lieu nous cherchons les fonctions rationnelles entiéres
¢.(2) satisfaisant & 'équation

(64) ez 4+ 1) — ag,(2) = 2"

Remarquant que
et — get = e (e" — a),

¥
e~

nous voyons que ce sont les coefficients du développement de P

suivant les puissances croissantes de £, qui fournissent les fonctions ¢, (2)."

Ainsi nous avons

e:: hd Cu
(65) m:;%(Z)E’
et par conséquent
no & Al
(66) eule) = 12 [ o

Vintégrale étant prise autour du point ¢ = o (le contour d’intégration
ne contenant & son intérieur aucune des racines de l'équation e*— @ = 0).
Maintenant ‘considérons l'intégrale

In (7 e df
(67) ¢,,(Z) == "“J ;:—____(;:n+1

27

prise le long d'un chemin entourant outre le point {= 0 un certain

* Ce sont les fonctions -considérées par M. FIERMITE daus ses intéressantes re-

cherches sur les polyndmes de BERNOULLI. Voir: SoNIN et HERMITE, Sur les polynimes
de Bernoulli, Journal de Crelle, tome 116, p. 133.

Acla mathematiea. 20. Imprimé le 2 février 1897, 39
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nombre de racines de I'équation ¢*— a = o. L’équation (64) est encore
satisfaite si nmous remplagons ¢,(2) par ¢,(z). De plus ¢,(z) ne différe
de la fonction ¢,(2) que par un certain nombre de termes de la forme

i 1

(68) — else T (k entier),

" a (iga + 2km)rtl
qui sont les résidus provenant des racines de I'équation ¢"— a = o qui
se trouvent a l'intérieur du contour d’intégration. Ainsi nous avons

(69> ¢’"(Z> = ¢n(z) - 7‘-"(5)’

7,(#) désignant une somme de fonctions exponentielles de la forme (68).
Cela posé, je passc a la solution de l'équation

(70) F(z 4 1) — aF(s) = G(2),

ou je suppose que la fonction donnée
J PP q

3

(71) G(z) = nz a,z"

=0

est une fonction entiére. On démontre, comme nous I'avons fait plus
haut dans le cas @ = 1, qu'il est toujours possible de choisir les int¢-
grales ¢, (2) de facon que la série

(72) F(2) = Zangn() = Zalea() — m(2)]

converge uniformément dans toute région finie du plan et représente par
conséquent une fonction entiére satisfaisant a 1'équation (70).
Remarquons qu'en général il faut faire varier le chemin d'intégra-
tion .de l'intégrale ¢,(z) avec lindice n et c’est ainsi que le nombre des
termes exponentiels dont se compose w,(z) croit indéfiniment en méme
temps que lindice n. L'unique cas ou il suffit de prendre un chemin
d'intégration fixe, c’est i dire indépendant de n, est celui out le rayon

ac
du cercle de convergence de la série 2. | a,2* ne s'évanouit. pas.
n=0"—

Plagons-nous dans ce cas et supposons que la série

o0

(73) 9(2) =Y |na, =

n=0
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soit convergente pour |z|>[. Désignons de plus par C un cercle, dont
le centre est & lorigine, dont le rayon est supérieur & ! et qui n’a sur
sa périphérie aucune racine de I'équation ¢ — e = o.

Alors nous pourrons prendre lintégrale ¢,(z) le long du cercle C
et la fonction F(z) se présentera sous la forme

I et
(74) 1) =55 | w=a9(O&
[

Prenons pour exemple a = — 1 et G(z) = — 222 de sorte que

I'équation & résoudre devient
- 8in 7z

(75) Fle+ 1)+ F(s) = — :
- L. o . . I'(z)
Elle est évidemment satisfaite par la fonction entiére sin TG

Désignons avec M. Hermite les fonctions ¢,(2) correspondant & la
constante ¢ = — 1 par y,(z), de sorte que

(76) N ACLE

La fonction G/(z) étant égale &

]

sm % I)" +1 2041 Z
2 s =
|2n +1’

nous aurons

w

. it 1.{271-{-1 1
(77) 9(&) =X (— 0 A

n=0

Cette série est convergente pour |z|> 7 et pour ces valeurs de z sa
.'i

z 4

somme est égale a ——lg Ainsi nous aurons d’aprés (74)

gl

I e L4
(79) Fle) =~ | e rle e 5t

lintégrale étant prise le long du cercle |{] =1, ot I est compris entre
7 et 27,
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En transformant cette intégrale d’une maniére semblable a celle
que nous avons employée plus haut pour lintégrale (44), on reconnait
que la fonction F(z) est identique & la fonction &(z) définie par I'équa-
tion (53). Ainsi notre analyse nous donne comme solution de I'équation
(75) la fonction

. 1"(2) T - .
{79) I'(z) = sin 2o + Scosmz + (lg 22 — I7(1)) sin zz.
Le développement de cette fonction suivant les polyndmes y,(z) sera
d’apres (72)

z‘2n+l

Fla) =Y (= 0™ g ¢ )

2n e dz i 2n
Pan(2) = ‘;_L ] s F 1 Tt X (2) + 3;2"+1(— 1)"*! sin 7z
. [ il 2 sin 7z
2y — - n+1 S . .
(80) I("’) ;[( 1) IZn + 1 [‘.‘n(") + 29 + I]

Considérons encore I'équation
(81) F(iz41)—F(z2)= &(2),

la fonction domnée @(z) étant supposée méromorphe dans toute région
finie du plan. Je vais démontrer que l'équation admet toujours une so-
lution F(z) elle-méme méromorphe dans toute région finie du plan. Com-
mengons par le cas spécial ou il y a une droite verticale (c’est a dire
paralléle a l'axe des quantités purement imaginaires) telle que tous les
poles de ®&(z) soient a gauche de cette droite. Je dis que l'on peut
déterminer les fonctions entiéres rationnelles g¢,(z), 9,(2), ... de telle
fagon que la série

(82) Fi(2) ={g,(2) — @()} + (9,(2) — (e + 1)} + ...
+19.(2) — @z + n)) + ...

représente une fonction méromorphe dans toute région finie du plan.
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En effet, les parties réelles des poles de @(z) étant inférieures 4 un
certain nombre p, celles des poles de @(z + ) seront inférieures & p —n.
Soit % le plus petit nombre entier positif tel que p — k est négatif;
nous prendrons

9(2) =9,(2) = ... =g, (2) = 0.

Désignons maintenant par &, &4y, ... des quantités positives assujetties
a la seule condition que la série

€k+$k+1+5k+2+---

soit convergente. La fonction @(z 4+ ), o n >k, est holomorphe dans
un cercle dont le centre est a l'origine et dont le rayon est certainement
supérieur & » — p. Par conséquent nous aurons

Oz + ) = $,(2),

P.(¢) désignant une série enticre uniformément convergente pour les
valeurs de z satisfaisant 4 la condition |2} <n—p. Cela posé, nous
prendrons pour g,(z) un certain nombre de termes de la série $,(z) en
disposant du nombre de ces termes de facon que linégalité

(83) |0z + n) — g,(2)| < &,

ait lieu pour toute valeur de z, dont le module est inférieur & n — p.
Soit maintenant B une région finie quelconque du plan. Comme la quan-
tité % — p croit indéfiniment avec » il est évident qu'a partir d'un
certain indice #, soit & partir de n = r, 'inégalité (83) est satisfaite
pour toute valeur de z appartenant a la région R. Donc la série

19.0) — 0 + 1)} + {gra(e) = O+ 7+ D))+ ...
est absolument et uniformément convergente dans la région R, d’ou il
suit que la série (82) représente une fonction méromorphe dans toute
région finie du plan.
Maintenant la fonction F (z) satisfait évidemment 4 l'équation

F (4 1)—F, () = 0(2)—,(8)+ g+ 1) — 0, () s (o 1) — 3, ()} + -

c'est & dire 4 une équation de la forme

Fx('z + 1) _—Fl(z) = (D(Z) + G(Z)’
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G(z) désignant unec fonction entiére. Soit FE(z) une fonction entiére
qui vérifie I'équation
E(z 4+ 1)— E(2) = G(2).

Alors la fonction

F(z) = Fy(2) — E(2)

sera une solution méromorphe de l'équation (81).

Remarquons encore que nous pouvons représenter I'(z) par une série
de la méme forme que F (z), puisque K(z) peut étre développée (d'une
infinité dec maniéres) en une série toujours convergente procédant suivant des
fonctions entiéres rationnelles.  Ainsi dans le cas qui-nous occupe I'équa-
tion (81) admet une solution méromorphe représentée par une série de
la forme

(84) F(z) = 2 {gu(2) — O + n),

n=0_

les g,(2) étant des fonctions entiéres rationnelles.

Considérons maintenant le cas ou les poles de la fonction donnée
®(z) sont tous situés & droite d'ume certaine droite verticale. Nous
pouvons procéder d'une maniére analogue et démontrer ainsi qu'il existe
une solution méromorphe de I'équation (81) représentée par une série
de la forme

(85) F(z)= i {0z — n) — I (2)},

n=1

les %,(2) étant des fonctions entiéres rationnelles. D’ailleurs on ramene
ce cas au cas précédent en remarquant que la fonction — I'(1 — 2)
sera une solution de l'équation (81) si la fonction F(z) vérifie I'équation
F(z + 1) — F(2) = &(— 2).

Passons enfin au cas général. @(z) étant une fonction méromorphe
donnée quelconque nous prenons a volonté une droite verticale et distri-
buons les poéles de @(z) en deux groupes, contenant I'un tous les poles
situés a droite, 1'autre tous les poles situés a gauche de la droite verticale.
Les poles situés sur cette droite peuvent étre repartis a volonté dans I'un
ou lautre des groupes. D’aprés le théoréme de M. Mrrrac-LErrLER il est
toujours possible de décomposer @(z) en deux fonctions @ (z) et @, (2)

(86) (D(Z) = (Dx(z) + ¢2<'5)’
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de fagon que les poles de @, (2) et @,(z) coincident respectivement avec
les poles de @(z) appartenant au premier ou au deuxiéme groupe.
Maintenant déterminons les fonctions méromorphes

87) () =Z{0—n 0 FE)— o) — b+ n)

n=

telles que

(88) IP]<Z + I)——-F;(z) = (I)x(z)’ F‘?(Z + 1) — 1??(5) = (p‘z(Z)'

Alors la fonction

(89) Fa) = Fi(2) + Fy(2)

satisfera a I'équation (81). Ainsi notre théoréme se trouve complétement
démontré.

Remarquons encore que l'on peut construire d'une autre manicre
une solution iéromorphe de I'équation (81) dans le cas special ol il
existe une fonction entiére //(z) ayaut la période 1 et admettant tout
pole de @(z) d'ordre » comme zéro d'un ordre >n. En effet, dans ce
cas Il(z) @(z) sera une fonction entiére et, en désignant par ¥(z) une
fonction enticre satisfaisant & Yéquation ¥(z + 1) — ¥ (2) = [1(2) 0(2),

¥(z)

la fonction méromorphe F(z)= -~ sera une solution de I'équation

11(z)
F(z + 1)— F(2) = @(2).

Considérons maintenant le cas ol tous les poles de la fonction donnée
®(z) sont du premier ordre, les résidus des péles étant en outre des nombres
entiers positifs on négatifs. Alors la fonction F(z) définie par I'équation
(89) sera une fonction méromorphe de méme espéce que @(z). Or toute
fonction de cette espéce est la dérivée logarithmique d’'une fonction mé-
F'(z41 F'(z /40
F((z—{r-l))—lf’((z; = d)((z))’ 22
désignant une fonction méromorphe donnée quelconque, admet une so-
lution I'(z) elle-méme méromorphe.

L'intégration nous conduit & la proposition suivante:

romorphe et réciproquement. Donc 'équation

Si @(z2) est 'une fonction méromorphe quelconque, il existe toujours une
fonction méromorphe F(2) telle que

(90) %ﬂ = ¢(2).
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La solution la plus générale de cette équation sera évidemnent
I'(z)1(2), ou [I(z) désigne une fonction arbitraire admettant la période 1.

M. GuicHARD s'est_occupé de la méme équation (90) en supposant
que @(z) est une fonction enticre. Il a démontré que la condition né-
cessaire et suffisante pour qu'il existe une fonction entiére F'(2) vérifiant
Péquation (90) consiste en ce que les zéros de @(z) soient tous situés a
gauche d'une droite verticale (et non & »droite» comme cela est imprimé,
par erreur sans doute, dans le mémoire de M. GricHarDp).

Démontrons, pour finir, que l'équation

(91) () F(z + 1) + ¢,() F(2) = ¢(2),

¢(2), 0,(2), 0,(2) désignant des fonctions méromorphes données, admet
toujours une solution I'(z) elle-méme méromorphe.

En effet, d'aprés ce qui précede, nous pourrons déterminer la fone-
tion méromorphe I, (z) telle que

Filz+1) _ ¢l(2)
(92) TR T el

Alors I'équation a résoudre peut s'écrire ainsi:

. N 2)F (2
(93) Fo 4 DFG + 1) — Fy(a)Fiz) = — £E00.
Donc en désignant par F,(z) une fonction méromorphe vérifiant I'équation
i ()P (2
(94) Fy(z + 1) — F(2) = — £3589,

il est évident que la fonction

F,(z
(95) Fis) = o0

sera une solution méromorphe de l'équation (91).
Zurich, 14 juillet 1896.

Je profite de celte occasion pour ajouter & mon mémoire »I.ber die Anzahl der Classen biniirer
quadratischer Formen von negativer Determinante» (Tome 19 de ce journal) une citation que je dois
i I'obligeance de M. Fropextus. I'idée de déterminer les sommes de signes de LEGENDRE par les
résidus des coefficients dans le développement de fonctions élémentaires se trouve déja dans le grand
mémoire de CavcHy »Sur la théorie des nombres». (Mémoires de 'Académie royale des sciences
de TInstitut de France, 1240, tome 17.)




