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L/k MI~THODE DE NEUMAIqN ET LE PROBLEME DE DIRICHLET 

P A R  

H. POIN CAI~I~ 
~ P/kIl, I g .  

Introduction. 

w 1. S i m p l e  et double touche .  

Le problSme de DIRICtILET consiste h trouver une fonction V qui h. 
l'int6rieur d'un certain domaine reste finie et continue ainsi quc ses d6- 
riv6es, et satisfait de plus ~ l'dquation de LAPLACE 

d2V . d~V d~ 
A V =  d-U + ~ + d--T= o 

et qui sur la fronti6re de ee domaine prenne des valeurs donn6es k l'avance. 
Si le domaine s'6tend k l'infini, eette fonetion V devrn de plus s"~n- 

nuler ~, l'infini. 
Dans ce qui suivra je d~signerai sous le nora de fonetion harmonique 

route fonction finie et continue ainsi que ses d6riv~es, satisfaisant k l'6qua- 
tion de LAt'LACE et s'annulant k l'infini, de sorte que le probl~me de 
DIRICnL~T peut s'6noneer ainsi: 

Trouver une fonction harmonique dans un certain domalne prenant 
des vaieurs donn6es sur la fronti6re de ce domaine. 

Parmi les m6thodes qui donnent la solution de ee problSme, nous 
distinguerons celle de NEU~fANN qui est fondde sur les propri6t6s des 
doubles couches. 

Acta mathvmatica, 20. Imprim~ le 11 novcmbre 1895. 
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Consid6rons une surface S que je supposerai ferrule. Supposons 
d'abord une eertaine quantit,3 de matidre attirante r@andue sur eette 
surface; son potentiel au point z ,  y ,  z aura pour expression: 

off dw' est un 616ment de la surface S ayant pour centre de gravitd 
x', y', z'; oh l~' est la densit6 de la matidre attirante de tellc sorte qUe 
la quantit6 de matidre attirante eontenue dans l'616ment dto' soit 6gale 

#'d(o'; enfin r est la distance des points x ,  y , z  et x ' ,y ' ,  z'. 
C'est ce qu'on appelle le potentiel d 'une simple eouehe. 
Ce potentiel IV est harmonique dans tout l'espacc sauf sur la surface 

S; quand on franchit S ,  IV est continu, mais ses d6riv6es ne le sont pas. 
dW 

Je  reprdsenterai par ~ la d6rivde de IV estimde suivant la normale 

de sorte que 
d W  d W  _d~V d W  

a ,  fl et T 6tant los cosinus directcurs de la normale extdrieure ~ la surface S. 
Je dSsignerai par V l a  valeur du potentiel IV en un point int6rieur 

S mais trbs voisin de S e t  par V' sa valeur en un point ext6rieur h 
S e t  trSs voisin de S. La fonetion W 6tant continue, on aura sur S 

V = V ' .  

d IV 
De m~me nous distinguerons la valeur de ~ cn un point trbs voisin de 

( l V  t ~ t r x ,  y ,  z, et int6rieur k S; nous l 'appellerons 

d W 
Nous distinguerons d'autre part la valeur de ~ cn un point tr6s 

, , dV' 
voisin de x ,  y', z' et ext@ieur a S; nous i'appellerons ~ - .  On a alors" 

d V  dV '  
d~j-~ - -  dn "-I- 4~#"  

Tclles sont lcs propri(itds bien connues du potcntiel d'une simple touche. 
Soit maintenant:  

W = ft~'da' 
d '  
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da' cst l 'angle solide sous lequel l'616ment dto' est vu du point x ,  y ,  z, 
cet angle solide 6rant regard6 comme positif quand l'616ment deo' cst vu 
par le c5t6 interne. Quant ~ /L' c'est une certaine fonction de x', y', z' 
que l 'on appelle la densit6 de la double couche. 

On dit alors que W e s t  le potentiel d 'une double couche et cette 
expression es t  justifi6e parce qu'on pent le regarder comme le potentiel 
dfi K deux couches attirantes infiniment rapprochdes l 'une de l 'autre et 
telle qu'en deux points correapondants de ces deux couches ]ca densitds 
soient 6gales et de signe contraire e t  d'ailleurs trSs grandes. 

Noua conserverons aux notations V ,  V'  dV dV' le mSme scns que 
' dr~ ' d u  

plus haut et noua verrons alors que lc potentiel W jouit  des propridtds 
suivantes: 

I ~ W eat harmonique dans tout l'espace sauf sur la surface S. 
2 ~ On a sur la surface S: 

dV  dV' 
V = V'  + 4Zl.t, d,---~ ~" dn 

On volt qu'il y a un remarquable contraste entre les propri6tda de la 
simple couche et cellea de la double couche, dans un cas c'est W qui 

d W  
est continue, et dana l 'autre c'est d-~-" 

w 2. Mdthode  de N e u m a n n .  

Soit tP une fonetion donn~e en tons lea points de la surfitce S; soit 
2 un paramdtre auquel je me rdserve de donner diff6rentes valeurs. 

Propoaons-nous de trouver une double couche dont le potentiel W 
satisfasse k la condition suivante: 

(1) 

c'est cr que j 'appellerai le probldme de Neumann. 

Si dans l '6quation (z) on fait 2 = ~ I; elle se rdduit 

V = r  

A l'int~rieur de la surface S, le potentiel W e s t  une fonction harmo- 
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nique, et la limite de cette fonction, quand on st rapproche de la surface 
S est la fonction donnde ~. 

Faisons maintenant 2 -~  I, l'Squation (I) deviendra: 

V, ___ __ r 

A l'extdrieur de S, la fonction W e s t  harmonique et sa limite quand 
on se rapproche de la surface S est la fonction donnde - - ~ .  

Le probl6me de DIRICHLET, soit pour un domaine intdrieur it S, 
soit pour un domaine extdrieur ~ S n'est donc qu'un cas particulier du 
problSme de NEUMA~N. 

Cela pos5, on peut rSsoudre le problSme de :NEU~IA~ par des sdries 
procddant suivant les puissances croissantes de 2. Soit 

(2) 
et de mdme: 

Soit enfin: 

w =  wo + ~w, + ~:w2 + . . .  

V =  Vo + ,~ V~ + z2V: + . . . ,  

V ' =  V~ + >,V; + z~V'.., + . . . .  

V +  V' = ~U, V, + V; = :U,. 

En figalant duns l'~quation (I) les coefficients des puissances semblablcs 
de 2 il viendra: 

v ~ - -  v ; =  Vo + V o =  2Uo, (A) 
V : - -  V ; =  V, + V ; =  2 u,,  

cela montre que IV 0 est le potentiel d'une double eouche dont la densit~ 

est ~ "  que }V 1 est le potentiel d'une double couche dont la densit8 est 
2 5  ) 

U~ que W 2 est le potenticl d'une double couche dont la densitd est 

U, 
2z ' etc. 

On peut done calculer successivemcnt les diff~rents termes de la 
sdrie (2). II reste h savoir si cette s4rie est convergente. 
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J)ans le cas o~ la surface S est convexe, NEUMA~S a d6montr6 cette 
convergence, ou plutbt il a montr6 qu'on peut toujours trouver une con- 
stante C telle que la s6rie: 

(2') (Wo - -  c )  + ~ ( w 1  - -  c)  + z ( w ~  - c )  + . . .  

converge pour routes les valeurs de ~ tellcs que I ~ l <  I. 
Soit G~ la plus grande et H~ la plus petite valeur de U~; il est clair 

d'abord que: 

(3) G i > Gi+l > H / + I  > ~T/i. 

N~MAs~ montre de plus que: 

G , §  It,+, < ~ ( G , -  ~t,), 

a 6tant une constante plus petite q u e  I qui ne d6pend que de la con- 
figuration de la surface S. 

Ii est ais6 d'en conclure que l'on peut d6terminer la eonstante C de 
fa~on que la s6rie (2') converge. 

Lu m6thode de I~EUMAm~ est-elle encore applicable quand la surface 
S n'est pas convexe? 

On pourrait d'abord ~tre tent6 de rdpondre n6gativement. Les in6- 
galit6s (3) qui semblent jouer un r61e essentiel ne sont plus vraies en 
effet quand l~ surface cesse d'dtre convexe. 

Soit h~ + I le maximum du nombre des points d'intersection d'une 
droite quelconque avec la surface ferm6e S. Ce hombre h r, qui a une 
certaine importance, est 6gal ~, I dans le cas d'une surface convexe. Cela 
pos6, nous avons: 

Tt , 
U~+~ j -z-~ ; 

U~§ est 1~ va:leur de lu fonction W~+1 en un point x ,  y ,  z situd sur la 
surface S elle-mdme; (laquelle valeur, d'apr~s une propri6t6 bien connue 
de la double couche est moyenne arithm6tique entre les limites Vi+ ~ et 
V~+~ vers lesquelles tend Wi+l quand on se rapproche du point x , y , z ,  

soit par l'intdrieur, soit par l'ext4rieur). 
do)' est un 616ment de l~ surface S ~yant pour centre de gravit6 
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x', y', z'; U~' c'est la valeur de la fonction U~ au point x', y', z'; enfin da' 
est l 'angle solide sous lequel dw' est vu du point x ,  y ,  z. 

Soit M i 1,'~ plus grande valeur de ]~-I,  c'est k dire la plus grande 
des deux quantit5s I Gil et Iiiit; on aura ~videmment 

d ou :  

(4) [G,] < MoN~; ]H,] < MoN'; I El < ~oN'; 

M 0 dtant une constante; nous nous serviron8 des indgalitds (4) dans la 
suite; mais on volt tout  de suite qu'elles ne sauraient remplacer les ind- 
galitds (3) et on peut dtre portd k croire que la sdrie (2') ne converge plus. 

Contrairement K ces prdvisions, la mdthode de Neumann est encore 
applicable quand mdme la surface S n'est pas convexe. 

Etabl i r  ce point est le but du prdsent travail. 

C H A P I T R E  I. 

Les intdgrales  J,.. 

w 1. DJflnition des i'l~tdorales J,.. 

Considdrons l ' intdgrale: 

,] \ d .  a---Z + dy dy + dz ~-)"r'  

5tendue k t o u s l e s  ~ldments de volume dr du domaine intdrieur  k S. 
Consid5rons de mdme l ' int~gralc: 

f {dW,.dI~,~ dWidW~ dII~dWk\, 
J"~ ~ j \ , T ~  d,z + dy dll -[ ~,. dz jar, 

(~tendue h tous les 51dments de volume dr du domMne extdrieur k S. 
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I1 r6sulte de cette d6finition que 

~.~ = J~.~, J 5  = J;~ .  

D'autre part le th~o%me de GREEN nous apprend que: 

fv dv~ f ~ 
l'int4gration 4tant dtendue ~ tous les  616ments dto de la surface S. 
mdme: 

f 4 E d w - - _  f aV' ; dV~dw ~., = ~ V" h-~- ~ ~ N -gg- do) = - -  V; -g~- . 

Reprenons l'~quation 

qui est l'une des dquations (A) du paragraphe prdcddent. 
dv~ 

Multiplions la par -~ndto et intdgrons; il viendra: 

(') Jm.p + g~.p =J ,~ - , . , - - J ; , - , . p .  

On aura de m~me 

J,+,..,-~ + @+,.m-, = @.m-, - J'p.m-,, 

on en permutant les indices, ee qui est permis, 

d ~ o l l  " 

D'autre part: 

d'oh: 

Jm-l.p+l + J'  - -  J,, I p J'- m - - l . p + l  - -  -- . - -  m-- l .p  

' L . p  "-1-- JPm.p = J . , a - - l . p+ l  "JF J ~ - l . p - { - , .  

Jm-l.p+l + ]'m-,.p+~ = J,,-.~+,. --J'~-~.~+1 

J m - l . p  ~ J : ~ - l  p ~ -  ~ m - - 2 . p + l  ~ J~rn-~ 

ou en changcant m e n  (m + i) 

(3) J,,,.p - -  d:,,r = J,,-1.p+l 
Acta mathemalica. 20~ I m p r i m ~  le 13 novembre 1895. 
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La eomparaison des 6quations (2) et (3) nous donne: 

J m . p  = g-n , -1 .p+l  = Jm-- '2 .p+2 . . . . .  J -0 .m+p,  

j !  . t J : ,  = J r ,  = -~- = J 0 . m + p .  
.2  * - - ] . p +  1 m - - ~ - . p +  2 " " " 

On voit done que les int6grales J et o v ne d@endent que de la somme 
des deux indices m e t  p, ce qui nous permet de simplifier la notation 
en 6crivant: 

avee un seul indice. Avec cette nouvelle notation l '6quation (1)devient :  

(4) or~ + J ' ,  = J . , - , -  g ' -~ .  

w 2. Pt'opri~tds des intdffrales Jz. 

D'apr6s la d6finition de l ' int6grale J~.~, eette intdgrale dolt 6tre po- 
sitive quand les deux indices sont 6gaux puisque ltr quantit6 sous le signe 

f devient une somme de carrds. I1 en est de m6me pour l 'int6grale J~.~. 

On a donc: 
J~ .m>o,  J ' , ,  > o 

ou (avec la nouvelle notation s un seul indite) 

Les int6grales d'indice pair sont donc essentiellement positives; il peut 
n'en 6tre pns de m6me des intdgrales d'indice impair. 

Supposons que dans la s6rie d'6quations qui d6finissent les fonctions 
W0, W1, etc.; on change r en a r  + flUq_i, a et fl 6tant deux eonstantes 
quelconques; qu'arrivera-t-il? 

W 0 se ehangera en a~t o +flWq; V o en aV o +flVq; V'oenaV'o+flV'q; 
u0 en ~Co + 3 ~ ;  etc. et e,, g6n6r~l ~ cn ~W, + / ~ , + , .  

L'int6grale 

d~., = ]  ,id, ~ do, 
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se ehangera en 

c'est g dire en: 

(adVk 

Si l'indice i - 4 - k  est pair et 6gal h 2m, J~.~ se changera en: 

(I) r 2f- 20~flOr.,m+q .-~ ~J-~m+2q, 

de sorte que l'expression (i) devra 6tre positive. 
De m6me J ~  se changera en 

67 

(3) J~,n+~ < J~mJ2.~_~. 

De m@m l'expression (2) &ant toujours positive, ainsi que la somme de 
(1) et de (2) on aura-" 

~ t t J~,+~ < J2,,,Jo.m+~q, 

(J2,~+q -t- y;,~+q)2 < (j~,, q_ J;,,,)(J2,~+~ q- J;m+2q). 

En faisant g =- 2 et remarquant  que les J d'indice pair sont positifs, 
on trouve: 

J2.~+2 or~a+~ . J' J ~ + ~  
(4) J~---~- < J.---7~o ' ,~a+2 < . 2a+~ J~,~ J~+~ 

En faisant q = I, on trouve: 

[ Y'2mq-1 I J2m+2 I J '  j ,  
4o, I I 

Pour aller plus loin, partons de l'indgalit6: 

~j 

de sorte que l'expression (2) devra aussi ~tre positive. L'expression (I) 
dtant positive quels que soient a et fl, sera une forme quadratique d6finie 
positive en a e t  19. 

On aura done: 
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Les d e u x  6qua t ions  

nous  d o n n e n t :  

L ' in6gal i t6  

de v i e n t  a lors :  

H. Poincars 

G,,+, + J,' - -  J , . , . , -  J;,,,,, 2, 'n + 2  - -  

J2ra - -  g~,n = J2,n+l "~-- J2Pm+l 

2J2,,,+~----- (d=., + d ~ . , + . ) -  ( , L ~ . , -  J~.,+2). 

4J~.,+ I - -  < o 

(J,,. + J,.,+~)' + ( J Z  ' ' - -  J2,.~_) - -  4"/.2,,,J.2,,+~. 

- -  2 ( J , . ,  --[- 4 . , + . , ) ( J ~ . , -  Z,,,+,) < o. 

J~,,, > O~ J.,,,+ = > 0 

! ! 

J : . .  > J:,.+.~. 

�9 t 2  - -  p r 4'1.0~+1 4J,.,J.,.,+~ < o, 

2J; . ,+ ,  = - -  (J;,~ + J~m+,) + (J ,~ - -  4.,+,2) 

(J; , .  + J'~.,..o) ~ + (J~., - -  J:.,+2) ~ - -  4J'~.,J'~.,+, 

- -  2 (J ; . ,  -Jr- J ~ . , + : ) ( J : . , -  J : . ,+: )  < o ,  

2 (J~,~ + J~ , .+ , ) (~ . ,  - -  ~ , .+2)  > o,  
d 'oh  k for t io r i  

d'ofi: 

on en conc lu t :  

(6) 

De m ~ m e  on a: 

et  pu i sque  

O r :  

(J,. ,  -[- J.~.,+..)" - -  4J2.,J,.,+.. = ( J ~ . , -  J,~..+2) ~ :> o, 

( g , ~  , , ' - - J , . + . )  > o  

on a donc  k fo r t io r i :  

: (J~,,, + J2,,,+~j(g:., J:.,+2) > o, 
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(% 

Nous pouvons 
suivantes: 

(7) 
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d:,, > J2,~+~. 

donc r6sumer ees premiers r6sultats 

J, & J0 
S o < N < y < . . .  < ~, 

t t ' j ,  J~ J~ < - ~  <-w < < I, 
" - ' 7  �9 , �9 do J2 J4 

dans les formules 

J2-I-J'~ J 4 + J i  < < I 
j o + j ;  <s,+j------~, . . . .  

D'~ut~ v.~t I~ ~omp~.ison aes formulas (~), (6) et (6') no.s  ao.ne: 

(8) [d2,,+a I < J~,, {J '  , .~,,+~ I < J L .  

C H A P I T R E  I I .  

Etude du rapport J 

w 1. E n o n c ~  d u  p r o b l ~ m e .  

Soit W le potentiel d'une simple ou d'une double couche r@andue 
sur la-surface S; consid6rons les deux int~grales: 

d W  ~ \ . = ['(dw'- dw A + _ ~ _ ) ~  
J ,J \ dx" 47 dy.~ 

6tendue k l ' int6rieur de S; et 

6tendue k l 'ext6rieur de S. 
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L'int6grale J '  ne peut s 'annuler que si W e s t  constant ~ l 'ext6rieur 
de S; et comme I f  est nul h l'infini, cela ne peut arriver que si W e s t  
identiquelnent nul b~ l 'extSrieur de S. Dana le cas de la simple couehe, 
il faut pour cela que W s0it identiquement nul; car on a alors: 

V'-~_ gr~---o 

et par consfiquent I V =  o k l 'int6rieur de S. Dans le cas de la double 
touche, il faut pout' eela que la densit6 de la double eouche soit eon- 
stante, et W constant ~ l 'int6rieur de S. Dana l'un et l 'autre eas on aura: 

J = o .  

Ainsi d '  ne peut s'annuler sans que J s'annule. 
D'autre part l 'int6grale J ne peut s 'annuler que si W est constant 

5~ l ' intdrieur de S. Cela arrive dana le cas de la double touche ai la 
densit6 de cette double couche est constante ce qui entraine pour cons6- 
quences: 

W =  o ~ l 'ext6rieur de S 

et 
J ' = o .  

Cela arrive d'au~re part, clans le cas de la simple couche, si 1~ densit6 
de cette simple couche est proportionnelle ~ celle que prendrait une charge 
61ectrique en 6quilibre sur la surface S regard6e comme conductrice. On 
aura alors en g 6 n d r a l  

J'>o. 
J 

En r6sum6 le rapport )~ est essentiellement positif; dana le cas de la 

double eouche, il ne peut ni s'annuler, ni devenir infini; dans It cas de 
la simple touche, il peut s'annuler, maia il ne peut pas devenir infini. 

Soient maintenant 
?- 

. . . ,  

p potentiels qui seront tous dus, soit ~ une simple couche, soit "~ une 
double couche r@andue sur la surface S. 

Soit maintenant  

(~) W---- ~, W, + . ~ ,  W, + . . .  + ~ W ~ ,  

lea a 6tant des constantes arbitraires. 
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J e t  J '  seront alors des polynbmes entiers et homog6nes du second 
degr6 par rapport  aux ind6termin6es a, de telle fa~on que le rapport  
J 
j_ sera une fonction homog6ne de degr6 o de ces ind6termindes a. 

J e t  J '  sont des formes quadrat iques par rapport  aux a e t  ces 

formes sont d6finies positives. Quand done on fera varier  les a sans 
J 

changer WI,  W : , . . . ,  Wp, le rapport  y aura  un max imum R 1 et un 

min imum R~. 

Je suppose bien entendu qu'il n 'y a entre les W~ aucune relation 
lin6aire ~ coefficients constants. 

Alors m~me duns le cas de la simple couche, le max imum R 1 ne 
peut s'annuler. En effet pour que R 1 ffit nul,  il faudrait  que J rest'~t 

nul  quels que soient les a, c'est ~ dire que W1, W ~ , . . . ,  ~Vp demeur- 

assent constants b, l ' int6rieur de S. Mais aIors le rapport ~-~ se rSduisait 

une constante rant ~ l 'ext6rieur qu'~ l ' intdrieur de S et cela est im- 

possible puisqu'il ne dolt y avoir entre les W/ aucune relation lindaire. 

Cela pos6, le probl6me que nous nous proposons de rdsoudre est le 
suivant: 

Trouver duns le cas de lu double couche une limite sup6rieure et 
J 

une limite inf6rieure du rapport  3~. 

Trouver dans le cas de la simple couche une limite sup6rieure de 
ce rapport.  

Trouvcr dans les deux cas une limite sup6rieure de fl~ et une limite 
infdrieure de R 1. 

Est-il possible de trouver ces limites, les limites sup6rieures dtant 

bien entendu finies, et les limites inf~rieures positives et diffdrentes de o? 

Les aperqus qui precedent  peuvent  rendre la chose vraisemblable, 
mais non l 'dtablir r igoureusement.  La d6monstration rigoureuse sera 
l 'objet du pr6sent chapitre. 

w 2. Comparaison des cas de let s imple et de la double couche. 

Soient W 1 et W 2 deux potentiels dds le premier  ~ unc simple 
couche, le second b~ une double couche. 
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Je d~signerai par 
V,  V', J ,  J '  correspondant respectivement h [V~ et k H;~. 

,? 

J~ = -tin dw,  J ,  --=- - -  
,2 

, d r ,  d v; 

Je ddsignerai par K l ' intdgrale 

~tendue "t l ' int~rieur 
t~rieur de S. 

On aur~ done: 

f dV, : dV, dto ' K =  v~ ~ do~ = ~ T #  
t ~  

K'=--! v ,  ~--;;, a,o = - - j  , , . - ~  ~o, 

H. Poineard, 

7" ! ! I ~ ,  V~, Jx, J~ et par -V~, V2, J.~, J~ le.~ valeurs de 
On aura done: 

dr', Vi ~ doJ, 

, d V~ 
V~ ~ do~ , 

dy dy + ' dz ~-~ / d r  

de S e t  par K '  la mdme int~grale dtendue ~ l'ex- 

, (tV'~ d V, on en conelura que ~ et si l 'on observe que V~ = /:1, d,, = -d ; ,  ' 

K - - - - K ' .  

On connait l 'in~galit~ de LAGnA~GE: 

2 ? 2 ( a , b , -q- a ~ b.~ -Jr. . .  "-t- a, b,, ) 2 < ( a ~ + . . .  -]- a,,)(b, -I- . . .  q-- b,). 

1 I1 pout arriver que l 'on saehe que la fonetion W~ est harmonique ~ l ' intdrieur 

et ~ l ' extdr ieur  de Set tend uniformdment vers une m~me limite IT ~ V~ quand on se 

dr, dv~ 
rapproehe de $ ;  mais qu'on ne saehe pas si dr~ " d,~ ont des valeurs times et ddter- 

mindes. On ne peut alors affirmer que ~V~ soit effeetivement |e potentiel d'une simple 

eouche. Le thdor~me n'en est pas moins applicab]e. 
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On en d6duit l 'in6galit6 de ScI~WAaZ 

On pourrait en ddduire 6galement: 

2.... 

En 6tendant les int6grations h l ' int6rieur de S eela peut s'6crire: 

(i) K ~  < J , J , ,  

et en les 6tendant ~ l 'ext6rieur de S 

(2) 

Si nous supposons que l 'on a 
de S et par cons6quent: 

K '~ < d;J~.  

v,  = v , ,  on aura 

], =X.  = g  

d~o{1: 

L'in6galit6 (2) devient alors: 

(2') J' < : ;  - -  . 

Ji  J~ 

73 

W 1 = W 2 K l'int6rieur 

Si nous supposons que l'on a V~ = V~, on aura W 1 = W 2 ~ l 'cxt6rieur 
de 8 et par cons6quent 

J', = J': ---- K'  

d'oh: 
K 2 = K '~ = J ' ~  = J'2 2 - ~  J ' l J ' 2 .  

L'in6galit6 (i) devient alors 

J'l J~ 

Etant donn6e une double couche quelconque dont le potentiel est dgql g 
W~, on peut toujours trouver une s imple  conche dont le potentiel W~ 
soit 6gal h W 2 ~ l ' int6rieur de S (ou bien h i'extdriem" de S). 

Aeta mathemat~ea. 20. Imprim6 le 14 novembre 1895. 10 
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Etant donn6e une simple eouche dont le potentiel est Vv~, on peut 
trouver une double couche dont le potenfiel I ~  soit dgal k W~ ~ l'in- 
t6rieur de S. 

On ne peut pas en g6n6ral trouvcr une double couche dont le po- 
tentiel W: soit 6gal 5 Bq ~ l'ext6rieur de S; mais on peut en trouver 
une telle que l'on ait en tout point infiniment voisin de S mais ex- 
t6rieur ~ S: 

" ~  = W 1 7[-eonsto 

e'est k dire 
V; = V', + cons t .  

Apr6s avoir 6nonc6 ces propositions voyons dans quelle mesure elles 
peuvent ~tre regard6es comme d6montr6es. 

La premi6re pcut dtre rigoureusement d6montrde. L~ m6thode de 
SCHWARZ, la m6thode du balayage, et en g6n6ral les m6thodes autres que 
celle de NEUMAh'~', permettent de d6montrer le principe de DIRICHLET 
pour une surface quclconque, convexe ou non convexe. 

I1 existera donc une fonetion }V:~, havmonique k l'ext6rieur de S 
et se rgduisant k V~ sur la surface Z (ce qui s'6crit V; = V2). 

D6finissons alors W~ de la manibre suiwmte: 

~lq = ~ h l'intfricur de S, 

}~/1 = tI'3 k l'ext6ricur de S. 
On aura alors 

v , =  v,; v i = v ; = v . ;  d'o  5 = V i .  

W~ est done bien le potentiel d'une simple touche et se r6duit k W~ ~, 
l'int6rieur de S. 

On d6montrerait de m~me qu'on peut trouver une simple couche 
telle que W a = W~ k l'extdrieur de S. 

Passons au second probl6me, oh l'on se donne 1~] et oh on se pro- 
pose de d6terminer la double couche qui engendre W 2 de telle fagon 
que W 2 =  W~ k l'intdrieur de S o u  quc V'~= V~+ const. 

Les deux propositions relatives ~ ec probl@m ne peuvent ~tre re- 
gard6es comme d6montr6es que dans le cas oh la m6thode de N E u ~ x ~  
et applicable, c'est k dire, jusqu'~ nouvel ordre, pour les surfaces con- 
vexes seulement. 
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Soicnt M~ et m~ la limite sup6rieure et la limite inf6rieure du 
t f l  t rapport j~; soient M 1 et ~t  la limite sup6rieure ct la limite inf6rieure 

du rapport J '  

Supposons maintenant quc nous consid6rions p simples couches ayant 
respectivemcnt pour potentiets 

w l ,  

ct soit, comme dans le paragraphe prdcddent 

w~ = ~ w ~ +  ~ w ~  + . . .  + % w  1, 

les a 6tant des constantes ind~termin6es. 
J~ 

Le rapport ~ quand nous ferons varier les a sans toucher aux W~, 

aura un maximum R~ et un minimum R~. (J'observe en passav.t que 
R~ et R~ ne changeront pas quand on remplacera les W~ par p combi- 
naisons lin6aires quelconques des W~.) 

Nous pouvons maintenant faire varier la densit6 des p simples couches 
qui engendrent les potentiels W~; on volt alors que R~ aura une limite 
inf6rieure mp et R 2 une limite sup6rieure Mp. 

Consid6rons de m(~me p doubles couches ayant pour potentiels 

et soit: 

W~ = a~ W~ + ~, W ~ 

rapport jf~ quand on fera varier les a aura un maximum R'~ et un Le 

minimum R~. Si on fait cnsuite varier la densit6 des p doubles couches, 
R~ aura une lhnite inf6rieure m~ et R~ une limite sup@ieure M v. 

Les nombres my, Mp, m~, M~ d6pendcnt 6videmment du nombre p, 
et il est clair qu'ils ne d6pendent que de ce nombre p e t  de la surface S. 

On aura d'ailleurs: 

m 1 ~ O~ q~l < ?)~2 <~ '~1~ < " " " 

> . . . .  
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On volt aisdment que m~ = o .  Dans le eas de p - ~  I, o n a e n e f f e t  
s implement 

II~ = ~ W~. 

Pour  que R~ = R 2 atteigne sa limite inf6rieure, il suffit de donner g la 
simple touche qui engendre WI une densit6 proportionnelle g eelle que 

prendrait  l'~lec~ricit~ en ~quilibre sur la surface S suppos~e conduetrice. 

On a urait alors W1----eonst. ~ l ' interieur de S e t  par cons6quent 

et enfin 

J~ = o, Y; > o 

J5 

d'ofi 
'B1,1 - ~  O .  

On trouverait  des inSgalitSs analogues dans le cas de la double eouehe, 

savoir: 
m; < m; < m.; < . . . ,  

_~Ii > ;1I; > M~ > . . . .  

Mais avant d'aller plus loin une remarque cst n6cessaire au sujet de la 
d6finition des hombres @ ct M~. Supposons que W. 2 soit un potentiel 
engendr6 par une double touche de densit6 constante; W 2 sera constant 

l ' int6rieur de S e t  nul ~ l 'ext6rieur de S. On aura done 

de sorte que le rappor t  j~ se p%sente dans ce cas sous une forme in- 

d6termin~e. Soit mainten 'mt  de nouveau: 

~:E = ~ w ~  + ~,_, w ~  + . . .  + ~ w ~  

et supposons que W~ soit cngend% par une double touche de densi% 

eonstante. On aura alors tant  g l ' int6rieur qu'it l 'extdrieur de S 

d--x-~ ~ dy  dz ~ O, 
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ee qui prouve que ni les ddrivdes de ~ par rapport  k x ,  y ,  z, ni par 
eons6quent J2 et J~ ne peuvent ddpendre de a 1. 

II r6sulte de lk que les valeurs de P~'I et de R'2 correspondant aux 
p potentiels 

w~,  w ~ , . . . ,  w~ 

ne diff6rent pus des valeurs de R'~ ct de R'~ eorrespondant aux p ~ i 
potentiels 

w~, w i , . . . ,  w~. 

Soit encore 
w~ = a~w~ + ~,~w~ + . . .  + ~ w ~  

mais ne supposons plus que W~ soit engendr6 par une double couche de 
densit6 constante. D6signons d'autre part  par W~ un potentiel engendr6 
par une double couche de densit6 constante. 

Choisissons 
W~ ~ , W2 , . . .  , W~ 

de telle fagon que R'I atteigne sa limite inf6rieure m~; je dis qu'on peut 
touj0urs supposer 

w~ = w~. 

En effet s'il n'en 6tait pas ainsi, nous pourrions observer que le/~[ relatif 
aux p potentiels 

W~ 2 , W 2 , . . . , W p  

ne peut 5tre plus petit que le R'I relat if  aux p - -  I potentiels 

W~, . . . ,  W~ 

lequel est 6gal au R'I relatif a u x  p potentiels 

W~ ~ 2 , W ~ , . . . ,  W~. 

En remplasant  W~ par Wo on n'a donc pu augmenter /~,', qui est rest6 
6gal k sa limite inf6rieure m~. 

De m6me si nous choisissons les W~ de telle fagon que R'~ atteigne 
sa limite sup6rieure ~'V/~, nous pourrons toujours supposer que cc choix a 
6t6 fait de telle fafon que 

w~ = wL 
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car on pourrait  toujours remplaeer W~ par W~ sans que R~ cesse d'dtre 
(!gal ~ sa limite sup6rieure. 

Ce raisonnement suppose, il est vrai, qu'il n 'y a pas de relation li- 
ndaire entre 

tV~, Wl IV ~ 

mais s'il y e n  ~:Lvait une, on ,emplacerait  W~ par W~ par exemple et il 
ne saurait  alors y avoir de relation lin6aire entre 

w~,  w~,  w~ ,  w~ . . . .  , w~ 

puisqu'il  n'y en a pas par hypothgs,~ entre 

I1 rdsulte encore de 1~ que 

w ; ,  w ~ ,  , w ~ � 9  ] ) *  

Prenons d'abord p simples couches ayant  pour potentiels 

(3) W{, W ~ , . . . , W ~ '  

et p doubles couches ayant pour potentiels 

w~ ~ w~ , W ~ ,  . . . ,  (4) 

et soit 
wl  = ~,w{ + . . .  + ~pw~, 

w~ = ~,w~ + . . .  + ~,w~. 

J, J~ leurs maxima R~ et R'I et leurs minima Formons les rqpports , ,  ,, 
J~ J2 

R2 et R'2. 
Cela pos6, choisissons d'abord les W~ (]e telle far'on que /t" atteigne 

sa limite sup6rieure 3f~,; nous pourrons ahws supposer 

w~ = w~, 

ee qui montre qu'on aura 
W~ = const. 
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l'intSrieur de S. Nous pourrons ensuite trouver p simples couches 
dont les potentiels W~ aatiafassent a l'intdrieur de S k la condition 

w~ = w~. 

Cela noua montre en passant que la simple couche qui engendre W] a 
sa densit6 proportionnelle k celle de l'61ectricit6 en 5quilibre. 

I1 viendra alors: 
J~ J', 
~ <  s-; 

d ' o l l :  

o r  

d~ ol~l �9 

I R, <E; 

I (6) ~ ' < E  

Choisissons maintenant lea W~ de telle fagon que B 2 atteigne sa limite 
sup6rieure ~Lrp. On pourra au moins si S est convexe trouver p doubles 
couches telles qu'k l 'int6rieur de S on ait 

On aura encore" 

d'oh: 

Or 

w ~ =  w~. 

J, J ;  
sZ < 

i 

d oH: 
R 1 = Mp; R ~ > * ,  

I 
(7) Mp<-=.  ~bp 

Choisissona maintenant lea W~ de telle faqon que R' 1 atteigne sa limitc 
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m~; nous pourrons 

tdrieur de S 
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t rouver  p simples couche~ telles que l'on ait d l'ex- 

w: = w~. 

On aura  alors:  

d~o~l: 

o r  

d 'oli :  

./- J', g-i >~  

I 
R 2 > ~ - r ;  R, 

R ; - = m ; ,  . t t ,  < M~ 

I 
(8) ,,,; _>_ ~ .  

Si la surface S est eonvexe les relations (6), (7), (8), sont vraies ~ la fois 

et on en eonelut:  
I 

Si la surface S n'est pas convexe les relations (6) et (8) sont encore vraies, 
mais les relations (7) ne peuvent ~tre regard6es comme d~montr6es; on 

a alors 
I ~ ; 5 - ,  mp 

I , >  m p ~ .  

w 3. Cas de la sphOre. 

On peut tr~s facilement calculer toutes ces quantitds quand la surface 
S est une sphSre. Nous supposerons pour simplifier l 'dcriture que le rayon 
de cette sphSre a ~t~ pris pour l'unit~ de longueur,  le centre de la sphere 

pour origine et nous poserons: 

r ~ = x: + y~ + z". 
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Un polynbme sph@iq_ue d'ordre n 

81 

Hp = Xpr" 

est un polyn6me homog6ne d'ordre n en x , y ,  z ,  qui satisfait k l'6quation 
de LAvLACn et X v qui est une fonction homog6ne d'ordre o en x , y ,  z, 

s'appellera une fonction sph6rique d'ordre n. 
Parmi les fonctions sph6riques d'ordre n j'en ehoisirai 2n -4- ~ que 

j'appellerai fondamentales et que je d6signerai par 

X,, IV = n ~  + ~,, ,~ + ~ , . . . , ( ~ +  ~)~]. 

Toutes lea autres fonetions sph6riques d'ordre n e n  seront des combinaisons 
lin6aires. 

Je ehoisirai les fonetions fondamentales de telle fa(;on que 

f x~do, = ,, f x ,  x,a.,  = o (p~q). 

Les int~grales sont 6tendues k ta surface de la sph+re. 
Cela pos~, consid6rons une simple cOuche et choisissons-la de telle 

sorte qu'k l'intkrieur de S on air: 

W a = Zf lpXJ"  (n 6tant l'ordre de Xp). 

On aura alors h l'ext6rieur de S 

et par eons6quent: 
w~ = ~fl, x,.,.-('+') 

a v. = x~fl.x, , 
dV~ 
dn 

On en d6duit: 
~fli:, j ,  Z(n + ~)~. 

Cela nous montre d'abord que J~ est toujours plus petit que J; ;  et on 
volt tout de suite que: 

I 2 
m I--- o~ m 2 =m.~ = m  4 = ~ ,  m~ = me . . . .  ~ m 9 = ~  etc. 

et en g6n6ral: 
q'b 

m, = [o~ ~'  < p . <  (n + i)']. n + t  

dct~ maf;hamat~a. 20. Impr im6 le 18 novembre 1895. 11 



82 H. Poineard. 

D'autre  part  on a: 
i p ~  I .  

Pour  nous en rendre compte supposons que les /gp soient des fonctions 

lin6aires de q constantes arbitraires 

0~ 1 ~ (2:1 ~ �9 , �9 ~ 6(q 

J~ et J~ seront des polyn6mes du second degv6 par rapport  aux a. Le 
3, 

rapport  j~ consid6r6 comme fonction des a aura un max imum R~ et un 

minimum R 2. 
I1 est clair que /~  at teindra sa l imite  inf6rieure mq quand on fera 

Quant k R~, il peut approcher autant  qu'on veut de I. 

pour un entier k quelconque 

E , = o  (p_<z-); ~ . = o  ( 1 . > k + q ) ,  

flk+h = (~h" ( h = l , ' 2 , . . . , q )  

Le min imum R 2 est 6gal k 

9b 
[,,~ < k + I < (~ + ~)']; 

Soit en effet 

on peut  donc prendre k assez grand pour que ce min imum soit aussi 

voisin que 1'on veut  de I. 
Consid6rons maintenant  une double couche telle qu'k l ' int6rieur de 

S on air: 

v~ = 2'fl, x~,  a t ,  ,~7; , 

On aura: 

d 'oh:  k l 'extdrieur de S 



et 

On en d~duit:  

On en d6duit: 

La m6thode de Neumann et le probl~me de Dirichlet. 83 

u 

J2 =': Zn/9~ , ' X ?~" ~ J~ ~ n + I fl~" 

I nq-i 
P 

~;~--- I. 

Ceei entraine les in5galit~s suivantes les plus importantes ~. notre point 

de rue :  
2 >J~ j-~> *. 

w 4. S a r f a c e s  s i m p l e m e n t  c o n n e x e s .  

Nous ullons mMntenant  examiner le cas oh lu surface S est une 

surface simplement eonnexe quelconque sans point singulier. 

On peut alors t rouver  une transformation qui jouisse des propri6t~s 

suivantes: 

Soit 2Jl le point donn~ de coordonn~es x ,  y ,  z; soit 2~i' son trans- 
form~ de eoordonn6es x', ;,', z'. 

I ~ A tout  point 2tl de l'espace correspondra un point 21I' et un 

seul, et inversement. 

2 ~ Les eoordonn6es x', y', z' de M '  seront des fonetions continues 

de x ,  y ,  z; ees fonctions auront  des d~rivSes des deux premiers ordres 

et ees dSriv6es seront finies et continues. 
.p ~ t ,~ Inversement x ,  y ,  z seront des fonetions continues de x ,  .~, z' O �9 

et les dSrivSes des deux premiers ordres de ces fonctions seront 6gale- 

ment  finies et continues. 

4 ~ Quand le point 21// d6erira la surface S,  le point 21/' dficrira la 

sphgre S '  qui u pour fiquation 

x '~ -t- y'~ + z '~ = I. 
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5 ~ Lorsque x ,  y ,  z sont tr6s grands, x i i sont des fonetions ot'~ y ' ,  z" 

continues de x i i , , ces fonctions oat des d6riv6es des deux premiers 
z y z ;  

ordres, qui restent finies et continues, m~me quand une ou plusieurs des 

trois quantit6s i , i , i s'a.nnule. Enfin quand x ~ + y~ + z 2 croit ind6- 
y z 

finiment, i ~ t ainsi que les d6riv6es des deux premiers ordres de x' 

y ,  z' par rapport ~ x ,  y ,  z tendent uniform~ment vers o, except6 ~z-z' 

d:/ dz' qui tendent uniform6ment vers i. 
dy  ' dz  

En d'autrcs termes, si @~+ y ' +  z' est un infiniment grand du I ~ 
ordre, x', y', z' seront 6gaux h x,  y,  z aux infiniment petits pr6s du 2 d ordre. 

I1 est clair qu'on pourra toujours satisfaire k ces diff6rentes condi- 
tions et cola d'une infinit6 de mani&res; le choix de la transformation 
comportera encore un tr&s large degr6 d'arbitraire. 

Soit maintcnant .p simples couches r6pandues ~ la surfi~ce de S e t  
ayant rcspectivcment pour potentiels: 

W~,. . . ,  W~'. 

Soit 
w~ = ~ow~ + ~,wl + . . .  + ~w~ 

et formons le rapport J '  

~Tou$ a u r o n s  

; 
t 2  

l 'int6grale 6tant dtendue ~ l 'int6rieur de S e t  J~ 6tant egal k la m6me 
int6grale 6tendue k l'ext6rieur de S. 

M~ris les intdgralcs J~ (et J 0  qui sont ici exprimfes en fonctions de 
:c, y c t  z, pcuvent 6galement s 'exprimer en fonctions de x', y' et z'. 

Les d6rivdes ~ZJl~, alF, dW, sont en effet des fonctions lin6aires des 
d,c ~ d!! ~ dz  

d6riv6e~ dW, JW, d ~  dont les coefficients sont des fonctions donn6es 
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de x', y', z', puisque nous connaissons x ,  y ,  z en fonctions de x', y', z'. 
De m~me le jacobien de x ,  y ,  z par rapport  ~ x', y', z' sera une fonction 
connue de x', y', z'. 

Nous pouvons done ~crire: 

,11 = f Cdx'dv'dz', 

6tant un polyn6me homogSne du 2 0 degr6 par rapport  

dW, dW, 
dz '  ' dy" ' dz' 

dont les coefficients sont des fonctions donn~es de x', y', z'. 
L'int4gcale J1 dolt 4tre 4tendue ~ l 'int~rieur de la sphSre S'. Quant 

J~ ce serait ]a mdme intSgrale ~tendue ~ l 'extSrieur de S'. 
Le polyn6me du 2 a degr~ ~ est 5videmment une forme quadratique 

d~finie positive dont les coefficients sont des fonctions continues de x', y' et z'. 
Quand x ,  y ,  z (ou ce qui revient au m6me x', y', z') croissent indd- 

finiment, les coefficients de cette forme r tendent vers des limites finies 
et d~termin~es: les coefficients des termes rectangles tendent uniform~ment 
v e r s o  et ceux des termes carr~s tendent uniformSment vers I. Cela 
tient k ce que les d~rivdes des x par rapport  aux x' tendent vers o e t  vers I. 

Si nous ' regardons pour un instant x', y', z' comme des param~tres et 
dw1 dw, comme les coordonnSes d'un point dans l'espace, l 'Squation 
dx" ~ ds./' ' dz" 

repr~sente un cllipsoide. Les axes de cet cllipsoide sont des fonctions 
continues de x ' ,y ' ,  z'; pour aucune valeur finie de x', y', z' il ne peut 
arriver que l 'un des axes s'annule ou devienne infini; quand x ' , y ' ,  z' crois- 
sent ind~finiment, les trois axes tendent uniformSment vers i. 

Ii rSsulte de l~ que l'on peut assigner une limite sup~rieure et une 
]imite inf6rieure (ind~pendantes de x', y', z') ~ ces trois axes, ct par conse- 
quent que l 'on peut trouver dcux nombres p e t  #', tels que l'on ait  pour 

pour toutcs les valeurs de x', y', z', et quels que soient d ~  ,1W, (1W,. 
d~' ' dy' ' dz' 
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Soit maintenant W~ le potentiel d'une simple eouehe r6pandue k la surface 
de la sph&e S'. 

Ce potentiel W~ est une fonction de x', y', z', qui tant g l'ext6rieur 
qu'h l'intdrieur de S' satisfait k l'6quation 

dx, ~ -of- dy,----g-n t- dz,---7:-~ o. 

On peut 6videmment ehoisir la densit6 de eette simple eouehe de telle 
fa~on qu'k la surface de S' on ai~ 

G = w ,  

et en effet on salt r6soudre le probl6me de DIRIOtlI, ET en ee qui eoncerne 
la sph6re. 

Formons l'intdgrale 

\ d;~' / 

Cette int6grole 6tendue k l'int6rieur de S' s'appellera J~; 6tendue h, l'ex- 
t6rieur de S', elle s'appellera d~. 

Consid6rons 6gMement l'int6grale 

(2) \ / 

qu'on calculerait en supposant que W a est exprim6e en fonetion de a;, y ,  z, 
au lieu de l'&re en fonetion de x', y', z'. Cette int6grale est 6gale k 

(3) f 
oh r n'est autre chose que �9 oh je suppose que W~ air 6t6 remplae6 par W a. 

L'int6grale (2) 6tendue h, l'int6rieur de S (ou ee qui revient "m mSme 
l'int6grale (3) 6tendue h, l'int6rieur de S') s'appellera K:~; 6tendue ~ l'ex- 
t6rieur de S, elle s'appellera K~. 

De m6me j'appellerai K1 et K'~ l'int6grale 

\ -d f f - }  dx '  dy' dz' 

6tendue soit g l'int6rieur de S', soit ~, l 'ext&ieur de S'. 
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Comme on a 

et qu'on n'a pas: 

d'W, 
a r t ,  = o 

d'W~ 
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comme W 1 = W 3 g la surface de S on aura 

ou 
JI<K~; 

on trouverait  de m~me 
J'~ < K'~. 

D'autre part  W~ satisfait g l '6quation 

d'W~ 
X d ,-----~-~--~ 0 

tandis que W~ ne satisfait pas g 

~ d ,  ~ - -  o. 

Comme d'autre part W 1 = W 3 g la surface de S', on aura 

\Tig-/ 
on 

r < K~. 

De m~me 
J ;  < K~. 

D'autre part lcs in6galit6s (I) nous donnent:  

#'K1 > J1 > ,uK1, 

,u'K'~ > J i  > ,uK~, 

~t' J8 > K3 >/~Js ,  

#' J ;  > K;  >/_tJ;.  
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La eomparaison de ees in6galit6s n o u s  donne: 

J ,  > > 

J,<g  < 

! J~ >/tK'~ > PJs, 

J ; <  K;  < t t ' J ;  

d'ofl enfin 
/1 Js Jl ~ f f  Js 

Supposons maintenant que l'on fasse verier les a sans toucher aux .p  po- 
tentiels W~, W~, , W 1 �9 �9 . p .  

J~ 
Alors le rapport ~ a un certain maximum que nous avons appel6 

R 1 et un certain minimum que nous avons appel~. R 2. De m~me le 
J~ 

rapport j~ aura un certain maximum r~ et un minimum r r 

Si une quantit6 est toujours plus grande qu'une autre, le maximum 
de la prcmiSre sere plus grand clue le maximum de la seconde et le mi- 
niinum de la premiere plus grand que le minimum de la seconde. On 
aura done: 

/t ' r l  /l 1 

r~ < R~ < ~ r 2. 

Faisons verier maintenant ]es potentiels W~, R1 aura une limite inf6rieure 
m v et R 2 une limite sup6rieure _~ .  J'appellerai de m~me ~n~ et M~ la 
limite inf~rieure de rl et la limite sup6rieure de r~. En appliquant le 
m~me principe, j 'arriverai aux in6galit6s: 

/ f  * 

Mais nous savons calculer les nombres m~ et M~ pour la sphere. Nous 
avons trouv6 dans le num6ro pr~c6dent: 
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On a donc: 

n - I -  I 

M 
~ 

P 

[o~ .~ < p =< (~, + ~)~] 

- = - - n  <,u' n 
[ z n +  I < m p  [ , n +  I '  

~< i .<~. 
l 1 /~ 

Soient maintenant p doubles couches ayant pour potentiels 

w ~ , . . . ,  W~ 
et posons: 

w~ = ~,w~ + . . .  + ~w~ 

J~ 
et formons le rapport -~; ce rapport, quand on fera varlet lea ~, aura un 

J, 
maximum R~ et un min imum/~ .  R~, quand on fera varier les potentiels, 
aura une limite infdrieure m~ et R~ aura une limite sup6rieure M~. 

Nous avons trouv6 k la fin du w 2: 

, m , > ~ .  

I1 r~sulte de lk 
M p < ~ ' 1 ~  + I , /l  

' - - - ,  m p > = .  
fz n t~ 

Or on a toujours comme je l'ai expliqu6 

, J2 , 

d'oh finalement 

z J; z 

Aota mat~mat~a.  20, Imprim~ !e 25 novembre 1895. 12 
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w 5. Couches de m a s s e  nu l le .  

Supposons que W 1 soit un potentiel dO k une simple couche dont 

Y' je dis que nous aurons: la masse totale est nulle, et formons le rapport j~; 

J1 ~ ~1~. 

Soit en effet W 0 un potentiel dfi b~ une simple couehe dont la densit6 
soit proportionnelle k celle que prendrait  l'61ectricit6 en dquilibre sur la 
surface S suppos6e conductrice. On aura par consdquent 

W 0 = const. ~ l ' intdrieur de S; J0 ~ o. 

Soit maintenant 
W = ~0Wo + ~,W,, 

a o e t a  1 6rant deux ind~termin~es et formons les int~grales J e t  J '  re- 
latives au potentiel W, int~grales qui ont pour expressions 

f x 
Consid6rons ~galement l 'int~grale 

f ~ dW, dW, dr 
d~, dz 

que nous appellerons K quand elle sera dtendue ~ l ' int~rieur de ,5' et K '  
quand clle sera 6tendue k l 'ext~rieur de S. 

On aura: 
J------ a~Jo + ~-aoalK "~ a~Jl, 

J t ~ P 

f dV, K '  K =  Vo - f  4 d ~ ' = - -  V 'o do,. 

Los deux intdgrales K et K '  sont dtendues ~ t o u s l e s  61dments do, de la 
surface S; sur cette surface 

Vo ----- Vo = cons t .  
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La masse totale de la simple couehe 6tant nulle on aura 
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On en d6duit 

d'ofi 

f d V~ dco f'd V', 

g.~-- g ' ~  o 

J =~J, ,  J '  , , ~ , ~ - - -  = ~1 gl, ~oJo + 

j r  ~ 2 P 2 t aoJo "b at Jr 

Le maximum /~ de J sera done 6gal k J '  j~ et comme la limite inf6rieure 

de /~ est m2, on aura: 
J, 
Y-~> % "  C . Q . F . D .  

Pour d6montrer ce r6sulta~ on est oblig6 de s'appuyer sur l'existence 
de lu fonction W0, c'est "~ dire sur la possibilit6 de r6soudre le probl~me 
de la distribution 61ectrique, c'est /~ dire en d6finitive sur le principe de 
DIRICHLET, suppos6 d6montr6 par des m6thodes ind6pendantes de celle 
de NEUMA~. 

Nous pouvons cependant sans nous appuyer sur ce principe trouver 
J1 une limite inf~rieure du rapport ~ .  

Reprenons la transformation du w 3; nous aurons 

,7, = f cPdx'dy'dz' 

l'int6grale 6tant 6tendue /~ l'int6rieur de la sphere S. D6signons main- 
tenant par K~ et K; ,  l'int6grale 

6tendue soit g l'int6rieur de 8', soit k l'ext6rieur de S'. Nous aurons 
encore: 

~'Z, > ~, > ~g, ,  

l-t'K; > J'l > l-tK~ �9 



92 It. Poineard. 

Rempla~ons W~ par une fonction quelconque Wa, soit ~3 ee que devient 
par cette substitution. 

Consid6rons les int6grales 

/~_. (ewd'dx' f cO flx'@'dz' \ dz" / dy'dz', 

que nous appellerons J3 et K s quand on les dtend ~ l'intdrieur de S', 
J~ et K'~ quand on les &end ~ l'ext6rieur de S'. 

Nous aurons encore: 

~'J~ > K, > M~, 

K J~ > K; > M~. 

Je vais maintenant choisir W3; ce sera le potentiel d'une simple couche 
de masse totale nulle r6pandue ~ la surface de la sph6re S' ;  ~ la surface 
de cette sph6re, ce potentiel devra satisfaire ~ la condition 

w , =  w, + c. 
C ~tant une constante. 

Comme on salt resoudre, K l'aide des fonctions sph6riques, le pro- 
bl6me de Dn~ICHLET pour la sph6re, on pourra d&erminer la fonction W 3 
de fagon s satisfaire s ces conditions. 

Je vais chercher ~ d6montrer que 

Posons 

I1 viendra: 

J ~ < K s ,  J3 < KI" 

w,=w1+_n. 

(,) , , dI~ dW, dr + ~ dr. K.~-- Jl  ~ 2j dz dz ,j 

Les intdgrales sont dtendues k l'extdrieur de S. 
La fonction W 1 6rant harmonique K l'ext6rieur de S, le th6or6me de 

GaEEn nous donne: 

(~) f s .  aR aw, a~= f ~ aw, 
dz dx - - , I  ~ d w ;  
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/g dtant constant g la surface de S, le second membre de (2)se rdduit k 

ou g o puisque la masse totale de la couche qui engendre W 1 est nulle. 
On a donc: 

K8 ~ J1 ---- \rim / > o.  

C. Q. F. D. 

D'autre part il vient: 

K ,  - -  J.~ = - -  2 d~ '  d~ '  

les intdgrales dtant dtendues g l'int6rieur de S'. On trouve ensuite: 

f ~  d~'ay'a~' = o, 
dR d W~ 
dd dd 

puisque /~ se r~duit i~ une eonstante g la surface de S' et que la simple 
eouche qui engendre W 3 a sa masse totale nulle. La ddmonstration est 
d'ailleurs la m~me que plus haut. 

On en conclut: 

c. Q. F. D. 

D'ailleurs d'apr~s le w x, relatif g la sph&e, comme la masse totale 
qui engendre W~ est nulle on a: 

d'oh enfin: 

Js  I 
J ~ > 2  

J; < K'3 < ,u'J~ < 2#'J3 < 2#'K~ < ~ J1. 

On volt donc sans avoir g s'appuyer sur la principe de DIaICHLET q u e  
J1 
- -  a une limite inf~rieure /~ qul n'est pas nulle. Mais nous ne saurions J; & 
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sans le recours de ce principe d6montrer que cettc limite est pr~cisement 
6gale k m2, ce qui d'ailleurs n'est pas utile pour notre objet. 

w 6. .i~sum~. 

Nous pouvons assigner une limite sup6rieure et une limite inf6rieure 
au rapport 

J ,  
y:'  

J1 et J'~ 6tant les deux int6grales relatives au potentiel d'une simple 
couche r6pandue sur la surface S. 

La limite inf6rieure est m~----o; ]a limite sup6rieure est finie. 
Si nous assujcttissons la simple couche ~ ]a condition que sa masse 

J, 
totale soit nulle, nous pouvons assigner au rapport j-] une limite inf~rieure 

qui n'est pas nulle. 
Nous pouvons 6galement assigner unc limite sup6rieure c tune  limite 

inf6rieure au rapport 
J2 
j-~, 

J~ et J~ 6tant les deux int6grales relatives au potentiel d'une double 
couche r~pandue sur la surface S. 

La limite sup6rieure est ~ et est finie; la limite infdrieure n'est 

pas nulle. 
J2 Pour 6tablir les th6or~mes relatifs au rapport j~, nous avons dfi 

nous appuyer (cf. w 2, in fine) sur le principe de DmlCHLET, d'apr~s 
lequel le problSme de DIRICIILET comporte toujours une solution. Pour 
cela il nous faut supposer que ce principe a 6t6 d6montr6, ind~pendamment 
de la mdthode de Neumann par d'autres m6thodes qui permettent comme 
on le  salt de le d6montrer rigoureusement dans toute sa g6n6ralit6, par 
les m6thodes alternantes de M. ScI~wanz, ou par la m6thode du balayage 
de POINCARI~. 

dl 
Au contraire pour 6tablir les th6or~mes relatifs au rapport -~, il 

Jt 
n'est pas n6eessaire de supposer connu le principc de DIRICHI.S.T. 
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Tous ces th6or~mes ne sont d'ailleurs d6montr6s que pour les sur- 
faces simplement connexes; .reals la d6monstration d6velopp6e dans le pa- 
ragraphe pr6c6dent permettrait d~s qu'on les aurait d6montr6s pour une 
surface particuli6re de les 6tendre ~ toutes les surfaces qui ont les m6mes 
eonnexions. 

Si on les d6montrait pour le tore, ils seraient vrais pour routes les 
surfaces ferm6es triplement connexes. 

I1 est ais6 de les d6montrer pour un domaine compris entre deux 
sphSres concentriques; il suffit pour cela de faire encore usage des fonc- 
tions sph~riques ce qui conduit ~ une analyse analogue i~ celle du w 3. 

Ils sont donc vrais pour tout domaine limit6 par deux surfaces 
simplement connexes. 

J'ajouterai que la nature rn6me de la question fait pr6sumer qu'ils 
sont vrais dans tous les cas. 

Notre d6monstration suppose 6galement que la surface S a partout 
un plan tangent et des rayons de courbure finis: sans quoi la trans- 
formation du d6but du w 4 ne pourrait pas se faire. I1 serait sans doute 
possible de se d6barrasser de cette restriction; je ne l'ai pas essay6. 

C H A P I T R E  I I I .  

JT~m+~ 
Le rapport 

Reprenons les int6grales Jm et J "  d6finies au chapitre I. De l'ana- 
lyse du chapitre II on peut conclure qu'il existe un hombre # ,  positif 
et plus grand que I, ne d6pendant que de la confguration de la surface 
S et jouissant de la propri6t6 suivante: on a pour un indice pair 2m:  

(i) < zJ; ; 

Voyons quelles sont les cons6quences de ces in6galit6s. 
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Supposons que comme au w 2 du chapitre I nous changions 
a(l) Af-~Uq-1, J:m et  J~m se changeront en 

Les inSgalitds (I) subsisteront ce qui donne en supposant q = I :  

(2) a:(J:, ,--flJ;m) -b 2a/?(4m+~- ,uZ',,+~) -[- fl2(J2,,+~--/.tJ'~,,+: ) > O, 

a~(J;,~--/iJ, z.,) + 2al~(J;.,+l--/tJ.,:+, ) At-fl2(J;m+2--ftJ~=+: ) > 0 

OU en ehangeant fl en ~ f l  

(3) ~ : ( J ; = - / ~ ~  ~fl(J;=+~--t,J:=+~) + fl~(J;=+~--/~J.,~+~) > o. 

Additionnons (z) et (3), il viendra: 

6t~(I--[~t)(J2m "-[- J'2m) "3 I- 2~tfl(I -Jr=/.t)(J2m+x-- J;m+l) 

+ fl:(, --f l)(J . : :+:  -~ J;:+.o) > o. 

Comme eette in6galit6 
que l'on ait: 

Mais: 

4~ en 

doit avoir lieu quels que soient a et fl, il faut  

(, + ~):(a:,,,+,-- J;:+,): < (, --+,):(J:: + J;:)(J::+: + J;:+,). 

Nous pouvons donc conclure de lk qu'il existe un nombre A tel que 

Si nous posons: 

J : , . + J ; : <  \ t + / ~ !  

J2m A- J ~  \I +/1+] 

il vient donc puisque J~:+2 + J'~:+2 et J2 : -4 - J ; :  sont essentiellement positifs: 
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nous voyons que /5 sera plus petit que i puisque p e s t  positif; on aura: 

J2,,, + J~,,, < A L2~ 

J2,~ < AL2"; 
e t a  fortiori:  

I1 r&ulte de lk que les s6ries 

J'~,, < A L  ~' . 

(4) 
J0 + ~'J, + ~% + . . . ,  

' +~J2 + + . . .  d o +  ~ '  ~ ' J~ 

convergent toutes les lois que: 

]2L] < I 

et en particulier pour 

Des in6galitds (I) on peut  encore d~duire: 

- -  ~ < ~ 1  

Or 

on en d6duit: 

et 

D'ailleurs: 

d'ofl: 

et de m~me 

= L .  

J~,,~ - -  J L ,  = 3".~m+: + d '  fSm+ l 

&~+l + J~+~ I <  L 
I 

I J::+: q- J;:+~ I <  A L  ::+'. 

J2:+1 - -  J;:,+l -~- J:~+= "q- J;,~+: < AL:'n+: 

I + L L2.,+1 < AL~,~+I 14:+1[ < 2 

]J~,,+l] < A L~''+I" 

Avta mathematCe.a. 20. Impr im6 le 29 novembre 1895. 18 
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C H A P I T R E  IV. 

6tendue g l'int6rieur de S. 
limite sup6rieure du rapport 

L'intdgrale f (v-- C)'d.,. 
w 1. Enone~ du probl~me. 

Soit W une fonction harmonique g l'int&ieur de S, se rdduisant g 
V g la surface de S. Soit J l'int6grale 

On pourrait se proposer de trouver une 

f v~&o 
j , 

l'int6grale du num6rateur 5tant 6tendue aux 616ments deo de la surface S. 
Sous cette forme le probl~me ne comporterait pas de solution; car 

si W se r6duit g une constante diff6rente de o, J s'annule et l'int6grale 

du num6rateur ne s'annule pas. 
Mais il n'en est plus de mdme si on impose g V une condition, 

savoir de satisfaire s la relation 

f Vdeo --- o. 

Dans ce cas, notre rapport aura, comme nous allons le voir, une limite 

sup6rieure. 
On peut encore 6noncer le probl~me d'une autre mani&e. Con- 

sid6rons l'int6grale 
K =  f ( v - -  C)'doJ 

oh C est une constante arbitraire. :Nous choislrons cette constante de telle 

fagon que K soit minimum, ce qui entraine la condition: 

f(v- c)d  = o .  
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Le probl6me consiste k chercher une limite sup~rieure du rapport du 
minimum de K k l'int6grale J.  

Soit de mdme W une fonction harmonique ~ l'ext6rieur de S, se 
rdduisant ~ V' b~ la surface de S; soit J '  l'int6grale 

6tendue ~ l'extdrieur de S. 
Consid6rons maintenant l'int6grale 

K' = f ( v ' - - C ) ' d . , ,  

C 6rant une constante d6termin6e de telle sorte que 

f (v' - c)d,,, = o, 

c'est ~ d i re  de telle sorte que K'  soit minimum. 
K' 

On peut se proposer de d6terminer une limite sup6rieure du rapport T "  

w 2. Cas de la sphere.  

Supposons que S soit une sph6re de rayon I ayant pour centre 
l'origine, et reprenons les notations du w 3, chapitre II. 

Soit alors W une fonction harmonique ~ l'int6rieur de S; nous pour- 
rons 6crire: 

et K la surface de S: 

On en ddduit: 

v = ~ x ~ .  

J =  2:n/~. 

Introduisons une constante C qui doit dtre d6termin6e de telle sorte que: 

f ( v -  c)d., = o;  

cela revient ~ supposer 
c = A x .  
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d'ofi: 

et 

ce que j '6crirai 

H. Poincard. 

v - - c = f l ,  x, + & x ,  + . . .  

f ( v - -  C)'d., = fi'~ + p; + . . . ,  

f ( v - -  C ) ' d ~  = ~fl~, 

en convenant que sous le signe 2: l 'indice p doit prendre les valeurs 

x , 2 ,  . . . ,  ad inf. et ne pas prendre la valeur o. 

De mdme dans la formule 

s = z.p~ 

on peut  supposer que l 'indiee p prend les valeurs x, 2 , . . . ,  et ne prend 

pas la valeur  o; car pour p = o, le coefficient est aussi dgal k o et 

le terme correspondant disparait. 

I1 vient alors: 

f ( v  -- C)' dm 2'fl~ < I. 

Soit maintenant  W une fonction harmonique k l 'ext6rieur de S; nous 
�9 ~ 

pourrons ecmre: 
w = & , x , r  - ("+'  

et k la surface de S 

On en d6duit 

v ' = z f l ,  x,.  

a ' =  z(n + ,)fl~. 

Introduisons une eonstante C qui doit satisfaire {~ 

f ( v ' - -  c)d,, = o. 

Cela revient k supposer 

On aura alors: 

c=poxo. 

f ( v , -C) 'do ,  = y, + f, + . . .  
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f v"d , ,  = ~ + y~ + ~ + . . .  

f (v' - -  C)'d,, < f V"do  < a'. 
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w 3. Surfaces simplemen$ connexes. 

l~eprenons la transformation du w 4, chapitre II. 
Soit W une fonction harmonique ~ l'int6rieur de S, ct soit: 

I<1 = f ( v - -  C,)'do, 

la constante CI 6tant choisie de telle sorte que K 1 soit minimum, c'est 
dire que 

f ( v -  c~)do = o. 

Soit do'  l'616ment de S'  qui correspond k r616ment do de S; soit: 

doJ 
deo---' ~ r 

~b sera une fonction des coordonn6es du centre de gravit6 de l'616ment 
do); cette fonction essentiellement positive aura un maximum h et un 
minimum h'. 

Nous aurons ensuite: 

l'int~grale 6tant 6tendue ~ l'int6rieur de S, ou ce qui revient au m~me: 

+, = f  ~dx'dy'd~', 
l ' int6grale 6rant 6tendue k l'int6rieur de 1~ sphere S'. 

On aura d'ailleurs comme au w 4, chapitre II: 

ces in6galit6s restant vraies quand on remplace W par une fonction 
quelconque. 
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Soit ensuite W~ une fonction de x', y', z' d6finie par les conditions 

suivantes: 
Elle sera harmonique k l ' int&ieur de la sphere S',  et ~ la surface 

de cette sph6re on aura: 
W ~ = W =  V. 

On saura d6terminer cette fonction puisqu'on salt r6soudre le probl6me 
de DImCH~C.T en ce qui concerne la sph6re. 

On aura alors en vertu des in6galitds (I): 

J, > / / ~ .  Vd+ /(~w~'d*'dv'd/" 

Mais la fonction W 3 4tant harmonique, on aura 

(~) 

d'ofi si je d~signe par J3 l 'int~grale du second membre de (2): 

J1 > # 4 "  

Soit maintenant  C a une constante choisie de telle sorte que: 

et soit 

f (w~ - -  C~)d.,' = o  

K~ = f (w, - -  cO~d.,' = f ( v - -  c~)'d.,, 

il viendra en vertu du paragraphe precedent:  

K3 < J  3. 
D'autre part:  

f ( v - c ~ ) : d . ,  = f ( v -  c~)~r < h f ( v - - c~ )~d . ,  ' 

et comme C I a ~t6 choisi de telle sorte que K I soit minimum:  

K1 = f (v-- c,)'d~ < f (v-- c~)'u.,, 
d'oh finalement: 

K, <hK.. 
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On d~duit de l~: 
K, h j-~ <~-~. 

Nous obtenons done une limite sup~rieure du rapport jK~). 

Soit maintenang W une fonction harmonique ~ l'ext~rieur de S eg 
st r~duisant ~ V' ~ la surface de S. 

Soit C 1 une constante telle que 

et soit: 

Soit: 

f(v'-- C~)doJ = o 

K ; - - - f ( v ' - - C ~ ) 2 d o J .  

(%)'=,-i+d,,=,,=o,, 
0 

les intlgrales i tant  itendues la premilre i l 'extlrieur de S, la seconde 
l'ext~rieur de S'. 

Soit maintenant W 3 une fonction de x', y', z' harmonique ~ l'ext~rieur 
de S' et se r~duisant ~ W =  V' ~ la surface de cette sphSre. 

Consid~rons l'int~grale 

t J  

~tendue ~ l'ext~rieur de S'  et l'int~grale: 

Z'3 = f ( w  3 - -  C3) ~ din' -----f(v' - -  C3)' cloY, 

C 3 ~tant choisi de fa~on que 

f ( v ' -  c,)d,,,' = o. 

On aura encore pour les mSmes raisons que plus haut 

! 

, , J1 
K3 < J3 <-7,  

K; = f ( v ' -  c'.)'~ < f (v'-c.)'d,,, < hK;, 
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d'ofi finalement: 

H. Poincard. 

Ki h 
Z < / 7  �9 

w ~. Application au probl~me de Neumann.  

Repreuons les notations de r introduction et du chapitre I, soit: 

W = W o + ~ W , + ~ +  . . . .  

Soit une constante C telle que 

f ( v . -  c)do = o, 

on aura en vertu du paragraphe precedent: 

f (v~ - -  C)'d~, < h  - j . , .  

Soit de mdme C' une eonstante tel]e que: 

f(v'~--C')do-----o, 
on aura encore 

f ( v :  - v ') 'do < ~ J; . .  /L 

Si nous consid~rons le principe de DIRICHLET comme pr6alablement d~- 
montr5 et si nous admettons par consequent les r6sultats du w z, cha- 
pitre III, nous pourrons dcrire: 

J ' ( V .  - -  C)2dw < --~hA .L~m; f (  1,a L:~. V" - -  C') ' do  < -~- 

Soit maintenant Cm une constante telle que: 

Comme 

f (u= - -  O~)do = o. 

U ~ + V ' ~ ,  
2 
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o n  aura: 

O + C '  

Posons alors: 

I1 vient: 

4~2,. =f(< - c)'d,,, + f (v'. -- c')'d,, + ~ f (r. -- c)(r': -- C')do,. 

Or en vertu de l'in6galit6 de SCHWAaZ: 

h~A 2 
[ f ( v .  - -  c ) ( v " -  C)do,] < f ( v . - -  C)'a,,,f(v'.- CO'd,,, < / ,  

On a done finalement 
hA L~,~" 
,u 

i4rt~, 

C H A P I T R E  V. 

Convergence de la sdrie d e  Neumann. 

w 1. D~mwns t ra t ion .  

Admettons que le principe de DIRICHLET ait 6t6 pr~alablement 
6tabli par des ra6thodes ind~pendantes de celle de IffEUMA~rN. 

I1 r6sulte alors du chapitre pr6c~dent que l'int6grale 

est plus petite que 
B L  ~m, 

B 6tant un nombre positif que j'ai d6sign6 par -=hA dans le chapitre pr& 

c6dent mais que je repr6sente maintenant par une seule lettre. 
A a a  mathematic .  20. Imprim$ le 29 novembre 1895. 14 
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Je  me propose maintenant de trouver une limite sup~rieure de I Wm l 
et par cons6quent du terme g6n6ral de la se!rie de Nr:UMA~. 

Nous adopterons les notations suivantes, que nous avons d6j~ employ6es 

dans l 'introduction. 
Soit dto' un 616ment de la surface S ayant pour centre de gravit6 

un point M' dont les coordonndes Sont x', y', z'; soit d #  l 'angle solide 
sous lequel dw' cst vu du point M dont les coordonndes sont x ,  y ,  z. 

Wm sera la valcur de la fonction W., au point x ,  y ,  z qui pourra 
6tre ext6rieur ou int6rieur k la surface S. Lorsque le point x ,  y ,  z 
viendra sur la surface S, la valeur de la fonction Wm en ce point x, 
y ,  z s'appellcra U.,, tandis que je d6signcrai par U :  la valeur de cette 
fonction au point x', y', z' qui est toujours sur la surface. 

On aura alors: 
f U'.,da" 

Wm+l = ]  ~ �9 

D'autre part  on aura: 
~' d a" 
- ~ - ~  2 ,  I o n  Or 

selon que le point x ,  y ,  z sera int6rieur k S, sur la surface S elle-m~me, 
ou enfin ext6rieur k S. 

Si donc le point x , y ,  z e s t  ext~rieur h S, on aura: 

Wm+~ - -  :C~ ____/(u,'. --Z~Cm)da' 
S'il est sur S on aura: 

u~ C,,.)dd 
2~r 

Si enfin il est ext6rieur ~ S,  on aura: 

= f ( u k  - -  C.)d~' 
Kn+l J 2~ 

Dans tous les cas l'in6galit6 de ScnwAaz nous donnera: 

U'., ~ _  C,,, da" d w '  ' "J ' f "  / d a "  \ ' , ( , )  < (u : ,  - c.,) , t . ,  d . , .  
J \ / 
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Le second membre de cette in6galit6 es t l e  produit de deux int6grales; 
la premi6re de ces int6grales n'est autre chose que 9m; 6tudions la seconde. 

O n  a :  
dd cos 
dr 7" t 9 

r 6tant le distance des points x', y', z' et x , y ,  z, et 9~ l'angle que fait 
la droite qui joint ces deux points avec la normale k l'616ment do'. 

On aura donc: 

~ ) ' d t O '  f l4rr . r  , �9 

Si le point x ,  y ,  z n'est pas sur la surface S, r ne s'annulera pas et 
l'int6grale du second membre sera finie; je l'appelle D. 

On aura donc: 

[j am dr "U'm- < (BL ' ' )  D. 
27~ 

Si le point x ,  y ,  z est int6rieur g S on aura donc: 

]Wm+~- 2 U ~ ] <  L'~/BD. 

Si le point x ,  y ,  z e s t  ext6rieur k S, on aura: 

[ W,,,+l ] < Z m ~/BD. 

Dans les deux eas D est un nombre positif fini qui d6pend de la po- 
sition du point x ,  y ,  z, mais qui croit ind6finiment quand ce point x, 
y ,  z se rapproche ind6finiment de la surface S. 

Quand le point x , y ,  z est sur la surface S, nous ne savons rien encore. 
Cela suffit pour nous montrer que la s6rie de NEU~'tA,XN converge 

tant k l'int6ricur de S qu'g l'extdrieur de S. Pour un point ext6rieur 
la s6rie 

w o 1 + . . .  

converge pour ]),[=< I puisque le terme g6n6ral 

' "  m + l  
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est plus petit en valeur absolue que le terme correspondant 

~,~+1 .L m ~/BD 

d'une progression g6om6trique dont la raison L2 est plus petite que I 
en valeur absolue. 

Pour un point int6rieur la s~rie que nous venons de consid6rer ne 
convergerait plus, mais la s6rie: 

~% + ~(~ -- ,Co) + ~'(w,- ,c,) +... 

serait convergente. 
C'est un r6sultat analogue ~ celui qu'avait obtenu NEUMANN dans le 

cas des surfaces convexes, car il avait envisag6 la s6rie: 

(~5 -- c) + ;(E -- c) + ~'(vr -- c) + ..., 

C 6rant une constante. 
Ces r6sultats toutefois ne sauraient nous suffire. En effet nous n'avons 

d6montr6 ni la convergence pour les points de la surface S elle-m~me, 
ni l'uniformit6 de la convergence. Nous ne saurions donc conclure que 

l a  somme de la s6ric satisfait bien aux conditions du probl6me de DIRICHLET. 
II est done n6cessaire d'6tudier le cas oh le point x , y ,  z vient sur 

la surface S. Le raisonneinent qui prdcdde se trouve en d6faut; car 
l'int6grale 

\ ~ / d ~ o '  

ne reste pas finie. I1 n'en serait pas de m6me dans lc plan; cette int6- 
grale rcsterait finie, pourvu que la courbe qui joue le r61e de la surface 
S a i t  son rayon de courbure fini. 

Mais dans l'espace une d6monstration sp~ciale est n6cessaire. 
On ~ alors 

(2) d~" ' d 

l'int6grale 6rant 6tendue ~ lu surface S tout enti~re. 
Soit X un cylindre de revolution de rayon p ayant pour axe la 

normale ~ S dont le pied est le point M qui a pour coordonn6es x, y, z. 
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D~composons l'int6grale du second membre de (2) en deux parties; la 
premiere partie que j'appellerai H sera dtendue k la portion de la surface 
S qui est ext~rieure k ,Y; la seconde partie que j'appellerai H'  sera ~tendue 

1~ portion de la surface S qui est int6rieure k ~. On aura donc: 

Ua+  - -  = H + H ' .  

On aura en vertu de l'in6galit6 de SCHWAI~z 

(3) < ' d , , ' .  

Les int~grales du second membre de (3) sont les m~mes que celles du 
second membre de (I); mais elles doivent dtre 6tendues seulement ~ la 
portion de S ext6rieure k ~:. Elles sont done plus petites que les int6. 
grales correspondantes du second membre de (I). 

La premiere de ces int6grales est plus petite que ~2,~ et par con- 
s6quent que B L  ~''. 

La seeonde est finie; mais elle d6pend de p e t  croit ind6finiment 
quand p tend ve r so .  

]1 s'agit d'en trouver une limite sup6rieure. 
Nous supposerons qu'en tous les points de la surface S il y a un 

plan tangent et que les deux courbures principales sont finies. 
On pourra alors trouver un nombre R tel qu'on puisse construire 

une sph6re de rayon /~ qui en un point quelconque de S soit tangente 
cette surface et soit tout enti6re h l'int6rieur de cette surface. 

Soient maintenant M e t  M'  deux points quelconques de la surface S, 
/ t r leur distance, O l'angle du plan tangent en M avec le plan tangent en M .  

Si comme nous le supposons, les courbures principales sont partout 
finies, on pourra assigner une limite sup6rieure au rapport" 

8 

Soit: 
0 
- < E ;  
r 

E est une constante ind~pendante de la position des points M e t  M' et 
dSpendant seulement de ]a forme de la surface S. 
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Si nous posons: 

routes les lois que 

nous aurons: 

Po ---- 

r < p  o 

0 < - .  
4 

Cela va nous permettre de trouver une limite sup6rieure de l'int6grale 

f(a.), 
Cette int4grale doit ~tre 4tendue :a la portion de S qui est ext4rieure k 
~, e'est k dire i~ la portion de S d6finie par l'in4galit4 

a > p .  

Je ddsigne par a la projection de la droite MM'--= r sur le plan tangent 
au point M. 

Mais il faut encore la d6eomposer en deux parties, la premi6re partie 
sera 6tendue k la portion de S d6finie par 

r >P0 

et la seconde partie k la portion de S ddfinie par 

p o > r > a > p .  

La premi4re partie sera plus petite que 

~" &o' 1" &o' S 2 

S &ant l'aire totale de la surface S. 
Pour 4valuer la seeonde partie employons un syst4me partieulier de 

eoordonn4es. 
Au point _M dont les eoordonndes sont x ,  y ,  z, menons le plan 

tangent g S. Projetons sur ee plan le point M' ,  centre de gravit6 de 
doe'; soit m' eette projection. Rapportons ee point m' dans le plan tangent 
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k un syst6me de eoordonn6es polaires a et /~ en prenant pour p61e le 
point 21/. 

Alors a eat le rayon veeteur m'M; c'est le projection de r de sorte que: 

~ t < r .  

La projection de l'616nmnt do)' sur le plan tangent aura pour aire 

de sorte que nous aurona 

 dadfl , 

do)'  ~ adadfl  
cos 0 

et puisque dana cette portion de S o6 r < Po on a: 

0 < 45 ~ 
on aura: 

do '  <  /?d dfl. 

Menona maintenant  une sph6re de rayon R, tangente ~ S e n  M '  et 
tout  enti6re int6rieure ~ S. 

La droite M M '  coupe cette sph6re en P e t  comme la sph6re eat 
int~rieure k S on a 

M P  < MM'.  

D'autre part  

d o u :  

M M  s ~ ~ 

I do' [ cos ~ ! 

M P  = 2Ricoa~i  

I 

La seconde partie de notre int6grale 

1 dd \ ' .  , 
t,  -r-Zg ) 

sera done plus petite que 

f  /2adadfl 

I1 faut int6grer par rapport k fl depuis o jusqu '~  2;r, par rapport s a 
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depuis p jusqu'k une valeur qui correspond k la condition r =  P0 et qui 
est par cons6quent plus petite que P0 puisque ,, est plus petit que r. 
L'int6grale sera donc certainement plus petite que 

~/2 l o g ~  
8~-i~ ' 

Je ddduis de lk l'infgalit6: 

It' < BL~'{ 8' 42 l o ~ ]  
~-~,, t'o 8rrR' ~ p / 

J'6crirai cela sous la forme: 

H <  Z,m ~/V - Q logp, 

P e t  Q 6tant des nombres qui ne d6pendent, ni de m, ni de p, mais 
seulement de P0 et de la forme de la surface 8. 

Etudions maintenant 

Nous avons trouv6 k la fin de l'introduetion 

IU,~I<MoN:. 
Comme on a 

f ( u,.  - C,.)do,' = o 

et que Cm est pour ainsi dire la valeur moyenne de U~, on aura aussi 

IC,,,I<MoN" 
et par eons6quent: 

il vient donc: 

]H' I < 2MoN j 4--Z~/2~d,,dfl < ~M.N"] ~ �9 

]l faut int6grer par rapport k fl de o k 2;r,, par rapport k a de o k p, 
ce qui donne: 

IH'!<MoN'~v'2~. 
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I1 en r6sulte 
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l u , , , + , - <  I < L~/v_Q~ow, + MoN'~/~. 

Cette in~galit6 doit avoir lieu quel que soit p; prenons 

il vient: 

(4) 

p =  

_x L.Mo~/i I U,~+,--C,a[ < L m 1 ' +  m Q l o g z - +  --~-. 

Le second membre de l'in6galit6 (4) n'est pas le terme g6n~ral d'une 
progression g6om6trique dScroissante de raison L ,  car le hombre m figure 
encore dans le radical 

P + mQ log L '  

mais c'est le terme g6n6raI d'une s~rie eonvergente. 
Si mdme L 1 eat un hombre quelconque plus petit que I, mais plus 

grand que L,  on peut toujours trouver un nombre A 1 tel que le second 
membre de (4) soit plus petit que 

A1L'~ 

d ' o { l :  

La s~rie 

(5) UO J-- ([71 - -  ~ )  + (U2 - -  CI)  J-  " ' "  J-- ( < , + l  - -  O~n) J-- " ' "  

est donc absolument convergente; et de plus, comme les hombres L,  
M 0 , / ) ,  Q, N ,  R qui figurent dans l'int6grale (4) ne d6pendent pas de 
la position du point ~3/ sur la surface S, la convergence est uniforme. 

w 2. Uniformit~ de la convergence. 

Ii r6sulte du paragraphe pr6cddent que la sdrie 

Uo + (u~--Co) + (g~ -- c,) + ... 
Aaa mathe/matiext. 20. Imprim~ le 30 novembrr 1895. 15 
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est absolnment et uniform&neat convergente; i[ est ais6 de voir qu'il en 
est de mdme de la s6rie: 

(,) (< - - c )  + (u, - - c )  + ( ~ - - c )  + . . .  

off C est une eonstante eonvenablement choisie. 
Nous avons trouv6 en effet: 

t < + ,  - c,.I < ~ ,L' ; .  

En tenant eompte de Ix relation 

f ( < , + , -  co,+,)~' = o 

qui exprime que C,,+~ est la valeur moyenne de b~+~, on en ddduit: 

Ic,,+,--c,.I < .A, Z,~'. 

La sdrie 
Co + (c, --c0) + ( c ~ -  c,) + . . .  

est donc absolument convergente; j'appelle sa somme C; le reste de la s6rie 

( < + , -  c',.) + ( c m + ~ -  c,.+,) + . . . .  c - - c ~  

est plus petit que 
.4, L"~' 

! -- L 1 

et par eons6quent 

f < + ~ -  cl < [ <,+,--cml + I t - -  c~i < A,L;'(, + - -  

Cela d6montre la convergence de la sdrie (i). 
De l'in6galit6 pr6c~dente je d6duis 

I 

ce que je puis dcrire 
[ b . , , - - C I < B ~ L r ,  

B~ dtant un nombre positif. 
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Envisageons maintenant les 6galit6s 

f da' w~+, = (u~ - -  c )  ~ , .  
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, d,: 
w , . §  2c  = ( u . , - -  c)~, 

qui sont vraies, la premiere quand le point x , y ,  z e s t  ext6rieur ~ S, 
]a seconde quand il est int6rieur h S. 

On en d6duit 
I W.,+,I < B,(.AT _.,u I)L[ '  

pour un point ext6rieur eL 

} W,,,+,- 2C} < B,(N + I)L~' 

pour un point int6rieur. 
N est toujours le nombre d6fini ~ la fin de 1'introduction. 
I1 r6sulte de 1~ que lu s6rie 

est convergente dans tout l'espace ext6rieur '~ S et que dans tout ce do- 
maine la convergence est absolue et uniform, e. 

De m6me la s6rie: 
z ( w m - -  ~c) 

est convergente dans tout l'espace int6rieur ~ S eL dans tout ce domaine 
la convergence est absolue et uniforme. 

Soit donc d'abord un point extSrieur ~ S et posons: 

W = ~ o + W , + . . . w , , +  . . . .  

La s6rie du second membre 6tant convergente d6finit une fonction de 
x,  y ,  z que j'appelle W; il me reste ~ montrer que cette fonction satis- 
fair aux conditions du probl~me de DIRIC~ILET. 

D'abord elle u des d6riv6es de tous les ordres. 
Nous avons en effet 

f da' ~,,+,= (~m--c)2-- 7, 
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ce que je puis ficrire: 
- c)Fd ', 

~" 6rant une fonction de x ,  y ,  z ,  x', y', z' qui ne cesse d'etre holomorphe 
que quand leg points x ,  y ,  z et x', y', z' se confondent. 

Soit alors DW une d6riv6e d'ordre quelconque de W prise par rapport 

x ,  y ,  z. I1 viendra en diffdrentiant sous le signe f :  

c)mvd.,'. 

Dans tout domaine qui est tout entier ext6rieur s S, on pourra assigner 
k I DFI une limite supSrieure que j'appeilerai H; d'ofi l'on d6duit: 

[ DW,,,+, [ < B~.L'~.H. 

Nous en d~duirons que Ia s6rie 

DB o + DII:~ + D I ~  + . . .  

est uniform6ment convergente, non pas dans tout l'espaee ext6rieur k S,  
mais dans tout domaine tout entier extfirieur k S. 

Elle a done pour somme DW. 
On aura par exemple: 

et eomme 

on aura aussi: 

o + zXT  + AW, + . . .  

A W ~ - ~ O  

A W =  O. 

II reste k d6montrer que W tend uniform6ment vers C - - � 9  quand le 
point x ,  y ,  z se rapproche ind6finiment de S. 

Construisons une s~rie de surfaces s'enveloppant mutuellement et en- 
veloppant S; soient $1, $2, ..., S, ,  ... ces surfaces et supposons que quand 
n croit ind6finiment ]'~ plus courte distance de S et de S, tende ve r so .  

Ces surfaces $1, $ 2 , . . .  , S,, peuvent d'ailleurs 6tre queleonques. 
Je dis que je puis prendre n assez grand pour que [ IV+ r  I soit 

plus petit qu'une quantit6 donnde e toutes les fois que le point x , y , z  
est compris entre S, et S. 
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C'est lk ce que j 'entends quand je dis que W tend uniform~ment vers 
C - - 4 ) .  

Nous pouvons 6crire: 

w = ( w  o + w, + ~% + . . .  + ~v.) + (w,,,_, + w.,+, + .. .).  

La s6rie 6tant uniform6ment eonvergente, nous pouvons d'abord prendre 
m assez grand pour que 

[ ~v,,+, + w,,+~ + ' " [  < i '  

assez grand en m~me temps pour que 

C 

[v~- -c ]  <- 3. 

Le hombre m est d6sormais fix6; nous prendrons maintenant  n assez grand 

pour que, toutes les fois que x ,  y ,  z est entre S e t  S,,, la diff6rence de 

w 0 +  w ~ + w ~ + . . . + w , ,  

et de sa limite: 

Vo+ v i +  v ' ~ + . . . +  v- 

soit plus petite que 3. 
3 

Or 
v 0 + v ; + . . . + v ' =  u ~ - - r  

I1 est donc 

diff6rence de 
clair que si routes ces conditions sont remplies k la fois, la 

W et de C - - 4 )  sera plus pe t i t e  que z. 

c. q. F. D. 

Consid6rons maintenant  un point int6rieur k S et posons: 

W =  (W o - -  2C) - -  (W~ - -  2C) + (W~ - -  2C') - - . . . .  

Nous avons vu que la s6rie qui figure dans le second membre de cette 

6quation est convergente. 

On d6montrerait  comme plus haut  que W a des d6riv6es de tous 

les ordres. 
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On trouverai t  de m6me: 

A w =  ~ ( w o  - -  : c ) - -  •  - -  _-c) + A ( )  L - : c ) - - . . .  

et on en ddduirait  
A W ~  O. 

La somme des m-it- I premiers termes de la s6rie (oh je suppose par 

exemple m impair) 

( w  o - -  ~ c ) -  ()~1 - -  : c )  + ())~. - -  _ ~ c ) - - . . . - -  (~5o - -  : c )  

tend vers 

( V o - - V  1 + V',2--~,} "J'-. . .--Vm) 

quand le point x ,  y ,  z se rapproehe ind6finiment de la surface S. 

Je supposerai m impair  pour fixer les id6es; on a alors: 

et eette expression tend vers ~ lJ - -C quand m eroit ind6finiment. 

Le reste de la d6monstration se poursuivrait  comme dana ]e cas du 
point extdrieur et on verrait que IV tend uniform6ment vers 0 0 -  C. 

La fonetion W +  C nous fournit  alors la solution du probl6me de 

DIRICHLET. 
On remarquera  que quand m c r o i t  ind6finiment, U,, tend uniform6- 

ment  vers C. 

C H A P I T R E  VI.  

Les fonc t ions  f o n d a m e n t a l e s .  

w 1. D~flni t ion des fonctio)as fondamenta les .  

Jusqu'ici j 'ai chereh6 it dtre parfai tement rigoureux. Je crois utile 

maintenant  de rat tacher ce qui p%c6de k d'autres consid6rations et pour 
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cela de p6n6trer dans un domaine que j'ai real explor6 et oh je devrai 
me contenter de simples aperqus. 

S0it Vr le potentiel d'une simple couche, formons lcs int6grales J 
et J '  d6finies plus haut qui ont l'une et l 'autre pour expression 

et qui doivent ~tre 6tendues la premi6re s l'intdrieur de S, la seconde 
l'ext6rieur de S. 

J 
Le rapport ~ 6tant essentiellement positif, aura un minimum; ce 

minimum sera d 'ai l leurs  nul et il cst clair qu'il sera atteint quand la 
densit6 de la simple couche sera proportionnelle b~ celle de l'61ectricit6 
en dquilibre sur S. 

J 
La valeur correspondante de W sera q~0; comme le rapport 7 ne 

change pas quand on multiplie W par un facteur constanL r ne sera 
d6fini qu'b, un facteur constant pr6s. 

Je profiterai de ce facteur constant arbitraire pour que J '  soit 6gal 
b~ I et la valeur correspondante de J qui est 6gale ~ o, je l'appellerai 20- 

d 4)o A la surface de S, r est une constante; quant h la d6riv6e - ~ , ,  

elte est discontinue quand on traverse S. Nous devons doric distinguer 
d r la valeur ~ qui correspond h l'int6rieur de S e t  qui est d'ailleurs nulle 

et la valeur ~ qui correspond ~ l'ext6rieur de S. 

Soit maintenant W le potentiel d'une autre simple couche., On aura 
par le th6orSme de GREE~ 

W to = ~o ~ alto. 

s s 

J'impose ~ W la restriction 

alto = 0 ~ - d t o  = o .  
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J 
Alors J ne peut plus s 'annuler et f admet un nouveau minimum qui 

n'est pas nul et que j 'appelle 21 . J 'appelle r la valeur de W corres- 
pondan te .  

Pour voir dang quelles conditions ce minimum peut  ~tre atteint il faut  
appliquer le calcul des variations qui donne: 

du - -  -~n;  

r n'6tant d6fini qu'k un facteur constant pr6s, je puis ehoisir ee facteur 
de telle fagon que 

J ' ~ - -  I,  J ~ ) ' l "  

Pour aller plus loin, imposons k W une nouvelle restriction, k savoir: 

J 
Le rapport  f aura un nouveau minimum plus grand que 21 et que 

j 'appelle 2~. 
Ce minimum sera atteint pour 

Le calcul des variations nous apprend que r est le potentiel d'une 
simple couche tel que 

d r )'2 d r 
d~ - -  -tin " 

D'autre part  on peut supposer 

J '  ~ I ,  J ~ )t~ 
et ainsi de suite. 

Cet apergu nous porte k penser qu'il existe une s6rie de fonctions 
que j 'appelle fondamentales,  

~o,  #~, ~ 2 , " .  

et une s6rie de nombres positifs: 

2o, )'I , 28, "'" 
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jouissant des propri&& suivantes: 
I ~ O n  a :  

o = 2  o < 2 1  <;2~ < . . . .  

2 ~ 
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Les fonetions ~i sont des potentiels de simples couches et l 'on a: 

dd)i dr 

= (P' dn do) = o 

3 ~ . On aura" 

et par consdquent 

4 ~ . On aura: 

dr --~ I ; \ ~ ~/-~ } dr  = o, 

les int~grales &ant &endues ~ l 'extdrieur de S; et en effet d'apr~s le 
thdor~me de GREE~, la seconde de ces int6grales n'est autre chose que 

5 ~ On aura:  

\-&;/ 

les int~grales dtant &endues ~ l 'intdrieur de S. 

~-  0 7 

Soit maintenant  F l e  potentiel d'une simple couche satisfaisant ~ la 
condition 

dn 

Je dis que 2 est un nombre r~el positif qui 

21 , 2~, . . . .  
Acta taat~maf,~ca. 20. Imprim8 le 4, d~cembre 1895. 

figure dans la sfirie 20, 

16 
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Si en effet il existe une autre simple couche dont lc potentiel r 
satisfasse ~ la condition 

de de 

le thdor6me de G~EEN nous donnera: 

;" 

et 

OU-" 

0~ 

f de ; dr ~o; 
,2 

~'f @' f "  ~ de' 

=~ - f , l = -  - / + I = ~  -o. 

d'oh enfin 

Nous en concluons que l'int6grale 

\dz 
est nulle, soit qu'on l'dtende ~ l'extdrieur de S, soit qu'on l'dtende k l'in- 
t6rieur de S. 

Je dis qu'il en rdsulte que ), est rdel; si en effet 2 dtait imaginaire, 
nous pourrions supposer r  r ), e t / t  imaginaires conjugu6s et l'intdgrale 

devrait 8tre positive tandis que nous venons de voir qu'elle est nulle. 
Si maintcnant nous d6signons par j et j '  les valeurs de l'int6gralc: 
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&endue soit ~ l'int6rieur de S, soit g l'ext6rieur de S, on aura 
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ce qui montre que ) tne  peut 6tre n6gatif. 
Si 2 est positif il devra ou bien figurer dans la s6ric 

)to , )t t , )t~, . . .  

ou bicn dtre compris entre deux termes de la s6rie; ou bien 6tre plus 
grand que tous les )ti si les )ti ne peuvent pas croltre ind6finiment. 

Nous devons exclure la seconde de ces hypoth6ses. 
Si on avait en effet 

on aurait: 

f dr = o 

J 
et le rapport • serait 6gal g )t quand on y ferait W = F  et k )ti+l quand 

on y ferait W--r il serait donc plus grand dans le second casque  
dans le premier; or cela est impossible puisque la fonction (P~§ est par 
d6finition de toutcs celles qui satisfont aux conditions (a) ceile qui rend 
ce rapport minimum. 

Nous verrons plus loin les raisons qui me portent g penser que la 
troisi6me hypoth6se dolt dtre 6galemen~ rejet6e. 

Soit donc 

De deux choses l'une; ou bien un seul des nombres de la s6rie )t0,)tl,... 
sera 6gal g ~ de telle sorte que: 

le signe d'in6galit6 excluant l'6galit6; alors ~ sera 6gal ~ ~ K un facteur 
constant pr6s. 

Ou bien on aura par exemple: 
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Dans ce cas ~ sera une combinaison lin~aire de 

~i, ~ i §  r 

I1 est inutile d'insister sur le peu de rigueur du raisonnement qui prdcdde 
bien qu'on en ait souvent employ6 d'analogues en physique math6matique. 

Je dois pourtant indiquer ce que sont les fonctions fondamentales 
dans les cas les plus simples. 

Si la surface S est une sph6re, la fonction fondamentale sera dgale 

~, l'intSrieur de S et 
Xr-( .  + i) 

~, l'cxtSrieur, X ~tant une fonction sph~rique d'ordre n. 
Si l~ surface S est un ellipsoide, l e s  fonctions fondamentales ne 

sont autre chose que les fonctions de LAML 
Si on appelle p , / x ,  ~ les coordonn~es elliptiques d'un point et si 

f ( p )  et f~(p) sont deux fonctions de p, dites fonctions de LAM~, il existe 
une simple couche dont le potentiel r est ~gal ~ l'int~rieur de S au produit 

et ~ l'extSrieur au produit 

f l (P) f (~) f (~) .  

Si alors nous dSsignons par f '  et f; les d~riv~es de f et fl; sip-----P0 
est l'Squation de l'ellipsoide S ,  on aura: 

d ~ f'(Po) d ~' 
du f l(Po) dn ' 

ce qui montre que ~ est bien une fonction fondamentale. 

w 2. D d v e l o l a p e m e n t s  en  s~r ie .  

Soit F une fonction quelconque des coordonn~es d'un point sur S; 
diverses analogies peuvent porter ~ penser que F peut se dSvelopper en 
s~rie proc5dant suivant les fonctions fondamentales. 
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On aurait alors: 
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F =  A o ~o + A, Ol + A2 O, + ' " ,  

les A ' '  etant des coefficients constants. 
Si on admct la possibilit6 du d6veloppement, le calcul des coefficients 

A est facile. 

Pour calculer Ai, multiplions par dO;dw et int6grons, il viendra en 
d~ 

vertu des propri~t6s des fonctions fondamentales: 

f d~ do) = Ai  ~i deo = ~ A i .  

Une lois que l'on connaltrait les fonctions 
de r6soudre le probl6me de DIRICHLET. 

Soit W la somme de la s6rie 

fondamentales, il serait ais5 

A0(P o -{-AI(P 1 - ~ - . . .  

ealculde pour des points x , y ,  z non situds sur la surface S. La fonction 
W seruit le potentiel d'une simple couehe et W se r6duirait g la fonetion 
donn6e E sur la surface S. 

Formons maintenant les int6grales J et J ' .  

En tenant compte des relations: 

on trouve: 

J A~),o + "2 = A,~,, + A~,= + . . . .  

On trouverait de m6me: 

d'oh 

J '  = .ag + A~ + . . .  

5 M,;,o + A~i, + A'd, + . . .  
d' A o + A ~ + . . .  
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Le potentiel d'une simple couche est repr6sent6 par la mOne s6rie 

A o r  + A I r  ~ + . . .  

k l 'int6rieur et k l 'ext6rieur de S. 
I1 n'en est ptls de m6me du potentieI d'une double couche. Soit 

W le potentiel d'une double couche et supposons que l'on ait k l'in- 
t6rieur de S: 

W = A  o~po +AltP~ + " "  

et k l 'ext6rieur de S: 

il viendra: 

Comme 

W =  B 0 r  + B, tP~ + . . .  

d V .A ~ d r d ~ ,  
~-7 = ~ + A1 ~ + " " " ' 

,z V'  _ Bo ,~ r d r d,~ ~ + B~ ~ + . . . .  

(Irt Ai r 

je puis derire: 

_ = d r ,Z r 
d Y  ~ Ao2o _ _  ~ A1) ,  J 
d n  d u  d n  

et coinme le potentiel d'une double couche est caract6ris6 par la condition: 

d V  d V '  

d n  dn  

il viendra: 

On aura en particulier 

puisque ~0 est nul. 
On conclut de lk: 

Bi  ---- - -  Ai,~i.  

B 0 ~ o 

. '2"'2 �9 . A1) , l  + . . . ,  d'  B~ + B~ + . = Aozo + ~ 

j 2 .~ Ao;to W A~)t~ W . . .  
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j ZA~ 
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Dana le cas de la simple couche, nous avons trouv~ la formule 

j A0~io + A~., + . . .  

J'  A~ + A~ ~- . . .  

~OUS en  conc luons  
J 
y < l i m 2 ~  (pour p =  co). 

En d'autres termes on ne peut avoir quel que soit p 

J 
j-w > ip. 

Si donc les d4veloppements en s~ries qui pr~cbdent sont l~gitimes, il ne 
peut pas, ainsi que je l'ai dit plus haut, exister de simple couche dont 
le potentiel r satisfasse ~ la condition: 

~-- - - -  dn  ' 

2 dtant un hombre plus grand que tous les  2p. 

w  

Soit 'k trouver 
la condition: 

A p p l i c a t i o n  au  p rob l~me  de l ~ e u m a n n .  

une double couche dont le potentiel W satisfasse 

v - -  v ' =  ,~(v + v') + 2r 

D~veloppons @ en s~rie proc~dant suivant les fonctions fondamentales et soit: 

Supposons de m~me que W soit d~velopp~ en une s~rie de ,n~me forme, 
de telle sorte que l'on~aura ~ l'int4rieur de S: 
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et R l ' ex t6r ieur  de S: 
W = - -  2A,~. r 

La condi t ion  (I) dev ien t  alors:  

ZA, r + )~) = ,~2A,r  - -  ~) + 2,~'C,q,, 

d 'oh  en ident i f ian t :  

2~ i 

On a donc  k l ' in t6r ieur  de S: 

2 ~  

(x + ),,) - -  2(I - -  ~1,) 

x-" 
W---- 

et  ~ l ' ex td r i eu r  de S: 

2 C~ 2i 4)i X--" 
g 

/.2, ( I + )~) - -  2 (, - -  ,~,) 

Mais: 

(I + ),d - -  2(I - -  )-i) --  , + ) , ~  t- 2(,  + ~)-----~ + . . .  + 
(x - -  k)m 

(1 + k)"+ 1 + . . . .  

C o m m e  on a d ' au t re  p a r t  

w =  w0 + ~w, + . . . ,  

on devra  avoir  k l ' in t~r ieur  de S: 

et  ~ l ' ex t6r ieur  de S: 

2c, q), ( , - 
V ----- ~ i  +2~ \x +) ,d  I m 

2~i)'i r  ( I -- ~,i~ m 

JVm = - -  Z I ~- ~i \ I ~- )g'/ " 

I1 est ais6 

pi t re  I nous avons appeldes J,~.p; on t rouve :  

e t  

de d6dui re  de lb~ les va leurs  des i n t 6 g m l e s  que  dans  le ella- 

J~"P ---- ~ \ I + ),d :~" \ x + ),J 

J " P = ~ \ I  + h /  , + , /  
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Toutes les propridtds de ces int(~grales, rigouretjsement 6tab]ies plus haut, 
sont des consequences imm6diates de ces formules qui ne sont mal- 
heureusement elles-m6mes qu'hypoth6tiques. 

On volt d'abord que Jm.p et J ' .p ne ddpendent que de la somme 
m - b  p, ce qui permet d'appliquer la notation ~ un seul indice. 

Les formules qui lient J,,,, J:,, J,,_l,J'~_~, les in6galitds auxquelles 
satisfont ces int6grales se ddduisent aussi imm6diatement des formules. 

On voit par exemple pourquoi J2~ est toujours positif, tandis que 
nous ne savons rien du signe de J~,~+l. 

Si tous les  
i - -  

i + ~i/ 

6taient positifs, c'est ~ dire si tous les  ~ 6talent plus petits que I, nous 
pourrions affirmer que J.2z+l e s t  toujours positis C'est ce 'qui arrive 
pour la sph6re, mais on ne saurait affirmer qu'il en soit toujours ainsi. 

Les in6galitds: 
J~<g, 

r6sultent (igalement des formules. Quant ,~ la limite de ~a+~ 

infini, c'est la plus grande des quantitds 

pour m 

lesquelles quantit6s sont essentiellement plus petites que I. 
En rattachant ainsi h des consid6rations qui ne reposent que sur de 

fragiles aperqus, des cons6quences que je suis parvenu par une autre 
vole ~ d6montrer rigoureusement, j 'ai voulu simplement faire comprendre 
quelle a dt6 la marche de ma pens6e et comment j'ai 6t~ conduit au 
r~sultat. 

Mais on peut se poser le probl6me d'une autre mani6re; peut-on 
s'appuyer sur les diff~rentes propositions 6tablies au d6but de ce travail 
pour d6montrer l'existence des fonctions fondamentales. 

Je n'ai pu encore y r6ussir, mais il est 6vident qu'on peut tenter 
de le faire par des proc~d6s analogues ~ eelui que j'ai employ6 dans 

Acta math~mat~ea. 20. /mpr im6  1o 6 d~eembre 1895. 17 
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mon m6moire sur les 6quations de la physique math6matique ins6r6 aux 
Rendiconti de1 Circolo matematico di Palermo (x894). 

Considdrons le d~veloppement 

w = H o + . ) , ) t ;  + . . . .  

D'apr6s ce que nous avons vu, cc d6veloppement converge ~ l'intdrieur 
d'un cercle de centre o e t  de rayon plus grand que x. II d6finit ~ l'in- 
t6rieur de cc cercle un 616,nent de fonction ~(),), et on peut d6finir cette 
fonction ~(,~) en dehors de ce cerele par le procdd~ de la continuation 
analytique. 

Etudions cette fonction ~,(2). 
Je dis d'abord qu'elle doit ~tre uniforme; si en effet elle ne l'dtait pas, 

il existerait pour une m6me valcur de 2, deux potentiels l~  et I~  qui 
satisferaient b~ la lois ~ la condition (l) de sorte qu'on aurait: 

v, - -  v ;  = ~ ( v ,  + )'i) + 2 ~ ,  

v ~ -  r ' :  = ~(v~ + v ; )  + 2 (0. 

De plus cela devrait avoir lieu pour toutes les valeurs de X comprises 
l'intdrieur d'un certain domaine; cela aurait donc lieu pour des valeurs 
imaginaires de ~ et pas seulcment pour des valeurs r6elles. 

Si je pose 

o n  a u r a  

v - - v ' = ~ ( v + r ' )  ou v ' = v ' - - : "  

ct comme W es~ le potentiel d'une double couche: 

dV' dV 
d~ dn 

Soit maintenant ~ une fonction qui soit 6gale h W ~ l'int~rieur de S e t  k: 

W I + , t  

k l'extdrieur; on aura 



ee qui 
ensuite: 
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montre que ~ eat le potentiel d 'une simple couche. 

d~' i + ). d 9, 
d n  I - -  ), d n  
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I1 vient 

ee qui montre que f e s t  une fonction fondamentale;  mais eomme nous 

l 'avons vu cela ne peut avoir lieu que si le mult ipl ieateur  i + ), i --  ,~ eat r6el. 

Cette circonstance ne peut done pas se produire pour des valeurs imagi- 
naires de ~. 

C. Q. F. D. 

Diverses analogies me portent ~ penser que la fonetion 9 (2) ne peut  
avoir de points singuliers que sur l 'axe des quantit6s r6elles; mais on 
peut supposer que ces points singuliera sont des pbles ou bien des points 
singuliers essentiels, ou bien qu'ils forment des lignes singuli~res. 

Nous allons voir comment  ces diverses hypotheses se rattachent 
celles que l'on peut faire au sujet des quantit6s que nous avons appel6es 
m~ et M~ au ehapitre II. 

Supposons d'abord que lea quantit6s ,t~ forment une seule s6rie telle que: 

o- - -20  < ~ l  < 2 ~ < " ' ,  

l i m t p = A  pour p =  co. 

C'est lk l 'hypoth6se la plus simple et eelle que d'apr6s certaines analogies 
nous avons adopt6e jusqu'iei. 

Reprenons alora la formule 

J A0'~o + A~,),, + . . .  
Y = A~io ~ + A r~ + . . .  

relative ~ une double couche" J 'observe d'abord que ~0 
formule peut " " s e c r l r e :  

j A ~  + . . . 
J '  A~,t~ + . . .  

6tant nul  cette 

Si nous posons (Cf. chapitre II, w I et 2) 

(5) = w 1 + % + . . .  + % w ,  
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les W~ 6tant des potentiels de doubles couches donn6es et les a des coeffi- 
cients arbitraires, nous pourrons disposer des a de faqon k faire disparaitre 
les coefficients 

A o, A 1, . . . ,  Ap_~, 

de sorte que nous aurons: 

? 
J A p - I  ),p-i + �9 �9 �9 
j '  2 . 2  

Ap_~/ .p_~  + . � 9  

d'oh: 

J i 

d' : ) . r -1  

On a donc: 

I 
M'p = ). , ,_.  

Pour calculer mp supposons que d'ms ]a formule (2 )on  d6termine les 
t~ de facon qu'it l'intdrieur de S 

il vient: 

d 'Ol!"  

t tq = r  w.~ = q)~+. , . . .  , w, ,  = ~ + ~ ,  

d 
j '  

2 2 a~),q§ + a~q+,  + . . .  + ap~q+, 
2 ,'2 2 -2 2 2 

a~Zq+ t  + a~/,q+~ -4- �9 . .  + ap~tq+v 

I 
I ~ 

/~l =/,q~-I 

I 
Donc R'I est toujours plus grand quc ~] ct on peut prendre q assez grand 

i 
pour qu'il diff6re aussi peu qu'on le veut de ~. 

On a done: 
I 

rn; = ~ .  

Mais on peut encore faire d'autres hypoth6ses; on peut supposer que les 
),i au lieu de former une seule s6rie en forment deux ou trois. 
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Ceux de la I ~r~ s6rie satisfont aux conditions 

O=2o <~, < 2 2 < . . . ,  
l i m ~ p =  A pour p =  oo. 

Ceux de la 2 ~ s6rie satisfont aux conditions 

o = ),'~ > ,~; > . . . ,  

l i m 2 ~ =  A' pour p =  c~. 

On a d'ailleurs: 
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A < A ' .  
= 

Si A < A' on peut supposer encore q u ' i l  existe une troisi6me s6rie de 
quantit6s analogues aux ~ et qui sont toutes comprises entre A et A'. 

Dans ce cas on a: 

I I 
P I 

- -  . ~ ~ p  ~ = 7 ,  �9 

Si d'une mani6re quelconque, par exemple en perfectionnant les proc6d6s 
du chapitre II, on parvenait  h, d6montrer que 

P l i m i n g =  Mp pour p =  oo 

on pourrait pas les proc6d6s de mort m6moire des Rendiconti cit6 plus 
haut, d6montrer les r6sultats suivants: 

La fonetion f (2)  n'a que des p61es et un seul point singulier essentiel 
qui est rejet6 k l'infini si l 'on suppose 

lira m~ = lira M~ = I. 

Si l 'on consid6re un de ces p61es, le r6sidu correspondant regard6 comme 
fonction de x ,  y et z est une fonction fondamentale. 
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C H A P I T R E  VII.  

La m f i t h o d e  de  Robin .  

w 1. La  mdthode de l~obi~ et le$ fonvt ions  fondamenta les .  

s162 ROBIN a r6cemment imagin6 une m6thode qui permet de rdsoudre 
le probl6me de la distribution dlectrique, et qui semble d'abord, comme 
celle de NEUMAX~', n'Stre applicable qu'aux surfaces convexes. 

I1 peut 8tre intdressant de voir comment cette m6thode se rattache 
aux consid6rations pr6cSdentes. 

Admettons d'abord l'existence des fonctions fondamentales et la possi- 
bilit6 des ddveloppements en s6ries dont il a 6t5 question dans le chapitre 
pr6c6dent. 

Soit W le potenticl d'une simple couche satisfaisant ~ la condition 
suivante 

2 ( ~ .  

Si nous cherchons h dSvelopper W suivant les puissances de ),, de sorte que 

(2) 

il viendra : 

H : =  ~v o + ;,wi + >,:flq + . . .  

(~vo dV'o 
dn dn 

dE dVi dVo dV,; 
dn dn --~ dr~ "-[- ~ ' 

ce qui montre que W 0 est le potentiel d'une simple couehe de densit6 

--~P W 1 le potentiel d'une simple couche de densit5 
2 :  ) 

, (, vo dv;  
4 :  \ dn T dn / 

~tc, 
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Supposons main tenan t  que r soit d6veloppable  en sdrie sous la forme:  

J r  ~r 
r = Co , ~ -  + Q ,;~,~ + . . . .  

Soit e n s u r e  

W----- Aor  o + A1r  , + . . .  

d 'oh: 

dr" %-. .  de', dV . de ;  

de sorte que 1~ relat ion (I) devient :  

(~ O~l : 

On a done: 

et par  cons6quent:  

OU: 

.--,  dr - - L A ,  ~-( ,  + ),,)= ),V.a,'z~; ( , ~  -), ,)  + ~ c ,  '~'~:,~,, 

. A  i ~ - -  2 ~ i  

(~ + &) + ),(~ - -  ),i) 

w 2 l 

L., (i + &) + ). (E - -  &) 

c, ~, (~, - ,  y,, 
W , , , ~ - - - 2  Z I  + &  \ & +  I /  

(-,)~'+' w,~ = ~ ,  + ,~, ,,, + ~,/ 

Quand m croit inddfiniment,  tous les facteurs 

I - -  ; , ~  
I - -  ~.] 

tendent  vers o k l 'exception du facteur  

I + io/ 

qui  reste 6gal k i. On a donc pou r  m ~ cxv 

l im ( - -  x) "+1W,. ---- 2C o ~o" 
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On volt done que s i m  est tr6s grand  if;,, diff6re tr6s peu du potentiel  

d 'une simple couche dont  la densit6 est propor t ionnel le  k celle de l'61ec- 

tricit6 en dquil ibre sur la surface S. 

C'est 1~, le principe de la mdthode de RonIN. 

Rapprochons-le du  pr incipe de la m6thode  de NEUM.~XS. 

Pour  le potentiel  d 'une double  couche satisfaisant k la condition: 

v - -  v ' =  ) , (v+ v') + 2r 

nous avons t rouv6 "k l ' int~rieur de S: 

20~ ~0~ 
W Z.., (x + ,td --  2(t ~ ;q) 

d'ofi: 

, + ).~ ( 5 - - ~ - ~ /  " 

A l 'ext~rieur de S ,  C~ doit  dtre remplac6 par  --Ci),~. 

On a done pour  m = cxv k l ' in tdr ieur  de S 

lira W., = 2C o q)o = const. 

et k l 'extdr ieur  de S 

lira W,. ------ - -  2 Co~ o ~o = o. 

De ces deux  formules,  il serait ais6 de d6duire t o u s l e s  th6or6mes de 

~NTEUMANN. 
Revenons k la mdthode de RosIN. Si nous supposons que la fonc- 

tion �9 donnde qui figure dans la relation (I)soit telle que C o =o, c'est 

'~ dire telle que 

f (bdto ~ o, 

on a pour  m infini: 

lira W,~ = o. 

On volt  de plus  que la sdrie 

w 0 + ~,w, + ~ w ,  + . . .  

converge pour  
J ) . [ ~  I. 
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Or pour ~ = i la relation (I) devient: 
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Pour 2 = -  I, elle devient: 

dV' 
d n  

d V  
~ S t  dn 

On voit done que la m6thode de ROBIN permet de trouver une fonction 
harmonique soit ~ l'ext6rieur de S,  soit b~ l'int6rieur de S,  6tan�9 donn6e 

d g  
la valeur de la d6riv6e ~ en tous les  points de S. 

w 2. Z a  m6thode de .Robin et le prob l~me de 1Veumann. 

Ce qui pr6c6de nous fait d6jk pr6voir que la m6thode de ROBIN est 
applicable k routes les surfaces simplement connexes. Mais l'apergu du 
num6ro pr6c6dent n'a aucun caract6re de rigueur. Rapprochons done 
d'une autre mani6re la m6thode de ROBI~ et celle de NEUMANI~'. 

Soit w le potentiel 

dv 
(I) du 

Je pose d'ailleurs 

d'une simple couche satisfaisant k la condition 

,z,,'= ,~{~ av') 
d,~ \d,~ + ~ + 2~. 

w = Wo -t- 2wl + 2~w, + . . .  

Soit maintenant W le potentiel d'une double couche satisfaisant ~. 

(5) v - -  v ' =  ~(v + v') + 2~ 

et d6veloppable sous la forme 

W =  Wo + ~W, + . . .  

Je suppose que la fonction ~ soit donn6e, nous calculerons W o , W ~ , . . .  
par r6eurrence k l'aide des formules: 

dvo dv'o 
dn dn ' 

dr, dv~ ,iv~ dv'o 

�9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 ~ �9 �9 . �9 

.t~ta mathemat@a. 20. Imprim6 le 17 d~mbre 1895. 18 
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Nous savons que la m6thode de blEUMAI~I, applicable k routes les surfaces 
simplement connexes, nous permet de trouver une double couche don~ le 

potentiel W satisfasse g la condition 

V = foncfion donn6e. 

Nous pourrons donc choisir W 0 de cette fa~on que 

~r  O ~ V O 

d'oh 
W o ----w 0 (k l'int6rieur de S) 

et 
d.Vo ~_ dv__~o. 
dn dn 

On calculera ensuite par r6currence W1, W'~, etc. k l'aide des formules: 

v,  - -  v~ ~ Vo + v ; ,  

�9 * o �9 * �9 * . . * * . 

Posons 
dVo dv'o 

2Uo = ~-~ + ~-~, 2Vo-- Vo+ V;, 

et soient u0, U0 les valeurs de ut et U 1 au point x',y',  z'; soit r la 
distance des points x , y ,  z, x', y', z'; conservons aux notations da/ et dd 
le m6me sens que plus haut; soient ~', fl', T' les cosinus directeurs de d~o'; 
soit enfin, pour une fonction quelconque f de x', y', z': 

il viendra: 

df dd~ df df 

f u'odo/ ['U'odd 
(3) w, = d  ~ ; w, = d  

Tenons compte maintenant des relations: 

f 

JfO ---~ ~0 ~ ~)0~ 

ai 
U'odd r 

"~" 27r dn' " 

dV~ dr. dvo 
d~" = ~ = d--4 
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d'o~ l'on d~duit: 

a r'o dv'o , , 
2% = d~ + Ud ' 2 Ut = vo + Vo. 

Si done nous posons ~ l'ext~rieur de 8 -~ 

W o + % - - - - - T  

et si T' est la valeur de T au point x ' ,  y ' ,  z ' ,  on aura ~ la surface de S: 

dT" 
T ' ~ - -  2U~;  dn' = 2U;. 

Or le th4or~me de GREEN n o u s  donne quand le point ~,y, z est int~rieur k S: 

f dT' deo' 'deo' r 

On aura done k l'int~rieur de S 

W1 ~ ~ W  t �9 

On trouverait de mdme par r4currenee k l'int4rieur de S: 

w ,  = w , ,  w~ = - -  w~ , . . . .  

Mais nous savons clue la s4rie: 

(Wo - -  2c) + (w, - 2c) + . . .  + ( w . - -  ~c) + . . .  

converge absolument et uniform~ment si la constante G est convenable- 
ment choisie. 

I1 en sera donc de m~me k l'int~rieur de S de la s~rie 

(Wo - -  2c)  + (wl - 2c,) + . . .  + ( w , -  2c') + . . . .  

Si 
f~doJ = o ,  

]a constante C est nulle. 
Nous d~signerons l'int~grale 

clW~ dwp ., 
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par J,,.v ou par j~,.p suivant qu'elle sera &endue k l ' int6rieur ou k l'ex- 
t6rieur de S. 

On verrait  comme au chapitre I que ces int6grales ne d6pendent 
que de la somme des indices m et p ,  ce qui nous permettra de remplacer 
la notation j~..p, j~.~ par la notation ~ un seul indice j ,+~ ,  j '+v .  

Nous trouverions ensuite 

] .  + j "  = - - j ; ,_ , .  

De plus J2~,, ] ~  sont positifs et on peut  assigner une limite sup6rieure 
et inf~rieure au rapport:  

.-3"-- t 

pourvu que f gdo, = o et que par consgquent la simple couche qui engendre 

wm ait sa masse totale nulle (Cf. chapitre II, w 5). 
On tirera donc de lk les m~mes conclusions qu'en ce qui concerne 

la m&hode de NEUMAN• et on aura:  

B 6rant un nombre donn& 

Nous avons d'ail leurs:  

J2,,, + J'2= < B L  2'', (L < i) 

j~., = J~., < A L  TM 

ct comme nous pouvons assigner une limite sup6rieure M au rapport  

~ 
32~ 
7 - - - 9  

f f 2 q |  

nous aurons 
"s ) ~  < A M L  TM. 

Nous savons que si les constantes C ,  D et L x (Lx < I) sont con- 
venablement choisies on aura: 

} w . -  2c} <  )Lr. 

On a donc k l ' int6rieur de S 

I w ~ , -  2C] < DL~.  
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S~ 

f ~dto -= o, 

la constante C est nulle et on aura b~ l'intdricur de S: 

On aura donc sur S 

[w,,, I < DL'~. 
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et comme ]wa[ ne peut atteindre son maximum que sur S, on aura K 
rext6rieur de S 

Iw .l < PLy'. 

Done la s6rie 
% + 2wl + . . .  

converge absolument et uniform6ment pour 121< I. Za m~thode de Robin 
est doric comme celle de _~eumann applicable d routes les surfaces simple- 
ment connexes. 

lr  

Nous savons que la m~thode dite du balayage permet de ddmontrer 
le principe de DIRICHLET dans le cas g6ndral. 

Mais si cette m6thode est tr6s-bonne comme proc6d6 de ddmonstration, 
elle est inf6rieure comme procddd de calcul k celle de NEUMAN~. Celle-ci 
malheureusement n'dtait jusqu'ici applicable qu'aux surfaces convexes. 

En m'appuyant sur le principe de DnUCnLET supposal ddmontr~ par 
la mdthode de balayage, j 'ai montr6 que la m6thode de NEU~ANN (de 
mgme que celle de ROBIN) conduit ~ la solution du probl6me de DI- 
R~CHLET aux conditions suivantes: 

I ~ Si la surface S est simplement connexe. 
2 ~ Si cette surface a partout un plan tangent et deux rayons de 

courbure principaux d6termin6s. 

3 ~ Si la fonetion donn6e 4~ a des d6rivdes de tous les ordres. 
Toutes ces restrictions sont probablement inutiles et tout porte 

penser que le th6or~me est vrai dans t ous l e s  cas. Mais je ne l'ai dd- 
montr6 qu'avee ces restrictions, 
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AprSs avoir 6tabli ces r6sultats d'une fa(;on rigoureuse, j 'ai cru devoir 
dans les deux derniers chapitres, donner une id6e des aper(~us qui m'avaient 
d'abord conduit ~ les deviner. J 'ai pens6 que, malgr6 leur peu de rigueur, 
ils pouvaient 6tre utiles comme proc6dds d'investigation, puisque je m'en 
6tais d6j~ servi une fois avec succ6s. 


