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LA METHODE DE NEUMANN ET LE PROBLEME DE DIRICHLET

PAR

H. POINCARE

4 PARIS.

Introduction.

§ 1. Simple et double couche.

Le probléme de DIricHLET consiste & trouver une fonction ¥ qui a
I'intérieur d'un certain domaine reste finie et continue ainsi que ses dé-
rivées, et satisfait de plus a 'équation de LaPrLAcE

a’v . d*v 4V
AV=ltgrta=

et qui sur la frontiére de ce domainc prenne des valeurs données a I'avance.

Si le domaine s'étend a linfini, cette fonction ¥V devra de plus g'an-
nuler a linfini.

Dans ce qui suivra je désigneral sous le nom de fonction harmonique
toute fonction finie et continue ainsi que ses dérivées, satisfaisant a I’équa-
tion de LaAprLAcE et sannulant & linfini, de sorte que le probleme de
DiricHLET peut s'énoncer ainsi:

Trouver une fonction harmonique dans un certain domaine prenant
des valeurs données sur la frontiére de ce domaine.

Parmi les méthodes qui donnent la solution de ce probléme, nous
distinguerons celle de NrumanNy qui est fondée sur les propriétés des
doubles couches.
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Considérons une surface S que je supposerai fermée. Supposons
d'abord une certaine quantité de matiére attirante répandue sur cettc
surface; son potentiel au point z,y, # aura pour expression:

—_— /',u'(l(u'
W= j -

ou dw' est un élément de la surface S ayant pour centre de gravité
x'yy,2; ou p est la densité de la matiere attirante de telle sorte que
la quantité de matiére attirante contenue dans I'élément dw’ soit égale
& p'dw’; enfin r est la distance des points z,¥y,2 et o, ¥, 2.

Cest ce qu'on appelle le potentiel d’une simple couche.

Ce potentiel W est harmonique dans tout I'espace sauf sur la surface
S; quand on franchit S, W est continu, mais ses dérivées ne le sont pas.

>

. . dw s e, .
Je représenterai par o— la dérivée de W estimée suivant la normale
an

de sorte que
dWw dWwW daw dWw
il ol ol el

a, B et y étant les cosinus directeurs de la normale extérieure a la surface S.

Je désignerai par V la valear du potentiel W en un point intérieur
a S mais trés voisin de S et par V’ sa valeur en un point extérieur a
S et tres voisin de S. La fonction W étant continue, on aura sur S

V=",

R - aw . . ..
De méme nous distinguerons la valeur de S~ cn un point tres voisin de

e \ dV
', ', 2, et intérieur a S; nous l'appellerons
! ’ p dn

. , aw . \
Nous distinguerons d'autre part la valeur de S, €0 un point trés

’

T ’ ’ ’ L s T dV
voisin de ', ¥, #/ et extéricur a S; nous 1'appellerons ot On a alors:

dv. 4V’ ,
e = r—tn— + 47y

Telles sont les propriétés bien connues du potentiel d'une simple couche.

Soit maintenant:
W = f pda';
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da’ est langle solide sous lequel 1'élément do’ est vu du point z, ¥, 2,
cet angle solide étant regardé comme positif quand I'élément do’ est vu
par le coté interne. Quant & g’ c’est une certaine fonction de #, y', 2
que T'on appelle la densité de la double couche.

On dit alors que W est le potentiel d'une double couche et cette
expression est justifiée parce qu’on peut le regarder comme le potentiel
dft & deux couches attirantes infiniment rapprochées 'une de l'autre et
telle quen deux points correspondants de ces deux couches les densités
soient égales et de signe contraire et d’ailleurs trés grandes.

. av dav’ .
Nous conserverons aux notations V, V7, PR le méme sens que
n

plus haut et nous verrons alors que le potentiel W jouit des propriétés
suivantes:

1° W est harmonique dans tout l'espace sauf sur la surface S.

2° On a sur la surface S:
av_av’

V=V'+47w" dn ~ dn

On voit qu'il y a un remarquable contraste entre les propriétés de la
simple couche et celles de la double couche, dans un cas cest W qui

est continue, et dans l'autre c’est (dl—n—

§ 2. Méthode de Neumann.

Soit @ une fonction donnée en tous les points de la surface S; soit
A un paramétre auquel je me réserve de donner différentes valeurs.

Proposons-nous de trouver une double couche dont le potentiel W
satisfasse & la condition suivante:

(1) V—V' =3V +7V)+ 20;
c’est ce que jappellerai le probléme de Neumann.
Si dans U'équation (1) on fait A = — 15 elle se réduit a
V= 0.

A Dintérieur de la surface §, le potentiel W est une fonction harmo-
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nique, et la limite de cette fonction, quand on se rapproche de la surface
S est la fonction donnée @.

Faisons maintenant A = 1, 'équation (1) deviendra:
V' = — 0.

A TVextérieur de 8, la fonction W est harmonique et sa limite quand
on se rapproche de la surface S est la fonction donnée — @.

Le probléeme de Diricurer, soit pour un domaine intérieur a §,
goit pour un domaine extérieur & § n'est donc qu'un cas particulier du
probléme de NEUMANN.

Cela posé, on peut résoudre le probléme de NEUMANN par des séries
procédant suivant les puissances croissantes de A. Soit

(2) W=W,+ W, + 2 W, + ...
et de méme:
V=V+r i+ 4V, + ...,
V=V, AV,+AV,+ ....
Soit enfin:

V4V =20, V.4 V,=20.

En égalant dans Yéquation (1) les coéfficients des puissances semblables

de 2 il viendra:
I70“" Vl') = 2@7

Vi—Vi=V,+ ¥V, =20,
Vo— V=V + V] =20,

(4)

cela montre que W, est le potentiel d'unc double couche dont la densité
est % ; que W, est le potentiel d'unc double couche dont la densité est

0

o5 que W, est le potenticl d’une double couche dont la densité est

—, ete.

On peut donc calculer successivement les différents termes de la
série (2). Il reste a savoir si cette série est convergente.



La méthode de Neumann et le probléme de Dirichlet. 63

Dans le cas ow la surface S est convexe, NEUMANN a démontré cette
convergence, ou plutét il a montré qu'on peut toujours trouver une con-
stante C telle que la série:

(2) (W, — C) + AW, — C) + (W, — C) + ..

converge pour toutes les valeurs de 2 telles que |A| < 1.

Soit G; la plus grande et H; la plus petite valeur de Uj; il est clair
d’abord que:

(3) G;> Gy > Hy > H,.
NeuMANN montre de plus que:
Gip — Hipy < a(Gi— H)),

a étant une constante plus petite que.1 qui ne dépend que de la con-
figuration de la surface §.

Il est aisé d’en conclure que l'on peut déterminer la constante C de
facon que la série (2) converge.

La méthode de NEUMANN est-elle encore applicable quand la surface
S n'est pas convexe?

On pourrait d’abord étre tenté de répondre négativement. Les iné-
galités (3) qui semblent jouer un réle essentiel ne sont plus vraies en
effet quand la surface cesse d'étre convexe.

Soit N 4 1 le maximum du nombre des points d’intersection d’une
droite quelconque avec la surface fermée S. Ce nombre N, qui a une
certaine importance, est égal a 1 dans le cas d’'une surface convexe. Cela

posé, nous avons:
Uido .
U’H-1 = 27 b4

U;,, est la valeur de la fonction W,,, en un point z,y, 2z situé sur la
surface S elle-méme; (laquelle valeur, d’aprés une propriété bien connue
de la double couche est moyenne arithmétique entre les limites V,, et
Vi., vers lesquelles tend W, quand on se rapproche du point z,y,z2,
goit par lintérieur, soit par l'extérieur).

dw’ est un élément de la surface S ayant pour centre de gravité
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@,y 75 U cest la valeur de la fonction U, au point ', ¢, &'; enfin do’
est 'angle solide sous lequel do’ est vu du point z,¥, 2

Soit M; la plus grande valeur de | U;{, c'est & dire la plus grande
des deux quantités |G| et |I;|; on aura évidemment

o< 3,152 < o
d’ou:
(4) |G| < M,N';  |H|< MN; |U|<MN;

M, étant une constante; nous nous servirons des inégalités (4) dans la
suite; mais on voit tout de suite qu’elles nc sauraient remplacer les iné-
galités (3) et on peut étre porté a croire que la série (2) ne converge plus.
Contrairement & ces prévisions, la méthode de Newmann est encore
applicable quand méme la surface S w'est pas converxe.
Etablir ce point est le but du présent travail.

CHAPITRE L

Les intégrales J,.
§ 1. Définition des intégrales J,.

Considérons l'intéerale:
le]

deW, AW AWy | dW;dW,
it ‘f G dr T ay 4y T an @ )‘ZT

étendue a4 tous les éléments de volume dr du domaine intérieur a S.
Considérons de méme lintégrale:

. AW, dW, d AW;dW,  dW;dW;
i f tla, e dy dy + _ﬁ?— —ca_)dr’

étendue 4 tous les éléments de volume dr du domaine extérieur a S.
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Il résulte de cette définition que
Ji.k = Jm’ J;./c = er.r

D’autre part le théoréme de GRrEEN nous apprend que:

dV;c V;
Sk —f dw fV . dw

Uintégration étant étendue & tous les éléments dw de la surface S. De

méme:
dn

Reprenons I'équation
Vm__Ifm_V—l—*- m——l

qui est 1'une des équations (A) du paragraphe précédent.
Multiplions la par Vs g et intégrons; il viendra:
dn
(I) Jm.p + J:np = Jm——lp J;n——l p*
On aura de méme
p-}-l m~—1 + +1 m—1 — Jp.m——l - ;I).m—l7

ou en permutant les indices, ce qui est permis,

7
, Jm—-—l p+1 + Jm —lp+t = Ym_1p — Jm—!‘p
d'ou:
’
(2) + mp = Jm—l.p+1 + J —l.p41-*
D’autre part:
L4 4
Jm~1.p+1 + Jm——].p+1 = Yp_ep+1 T Yp—2.p+1
d’ou:
7’ [4
Jm—~1.p T Ypa1p = Jm-—?.p+1 - ']m-2.p+1

ou en changeant m en (m + 1)

L4 7
(3) Jm.p - Jm,p = Jm—l.p-H - Jm-»l.p+1'

Acta mathematica. 20, Tmprimé le 13 novembre 1895. 9
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La comparaison des équations (2) et (3) nous donne:

Jm.p = Jm—l.p+1 = Jm—?.p+2 = oe.. = QTo.m+pa
7 7 ’ - 7
Jm.p = m—1.p+1 = Jm—?,p-«)—? o = 0.m+4p°

On voit donc que les intégrales J et J' ne dépendent que de la somme
des deux indices m et p, ce qui nous permet de simplifier la notation
en écrivant:

J,

mp -

J,

m+4p

avec un seul indice. Avec cette nouvelle notation I'équation (1) devient:

(4> Jm + J;: = Jm——l - J:n-—l‘

§ 2. Propriétés des intégrales J,.

D’aprés la définition de Vintégrale J,,, cette intégrale doit étre po-
sitive quand les deux indices sont égaux puisque la guantité sous le signe
f devient une somme de carrés. Il en est de méme pour Uintégrale J;,.

On a donc:
Jm.m > O’ J:nm > O

ou (avec la nouvelle notation & un seul indice)
']-Qm >0, J‘.:m > 0.

Les intégrales d'indice pair sont donc essentiellement positives; il peut
n'en étre pas de méme des intégrales d'indice impair.

Supposons que dans la série d’équations qui définissent les fonctions
W,, W, ete.; on change & en a@ -+ BU, |, « et f étant deux constantes
quelconques; qu’arrivera-t-il?

W, se changera en aW +BW,; V, en oV + 8V Vien aVi4 gV,;
U, en aU  + BU,; cte. et en général W, en aW, + W, .

L’intégrale
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se changera en

. av. av,
[ 6T+ 7 (a5 + B,
c’est & dire en:
@’ i + 208000, F B irirag-

Si lindice ¢ + & est pair et égal a 2m, J,, se changera en:

2 2
(1) a'Jom + 20850, + ﬂ) 2m4-2g 9
de sorte que l'expression (1) devra étre positive.
De méme J;, se changera en
(2) an;m + 2aﬁJém+q + 1@2 ;m-{-?q

de sorte que lexpression (2) devra aussi étre positive. IL'expression (1)
étant positive quels que soient o et §, sera une forme quadratique définie
positive en a et f§.

On aura done:

(3) Jgrn+q < J2mJ2m+2q'

De méme l'expression (2) étant toujours positive, ainsi que la somme de
(1) et de (2) on aura:

J;?n+q < J;m J‘I’m+2q,‘
(J2m+q + J;m-i-q)? < (sz + J;m>(J2m+2q + J;m-(»?q)'

En faisant ¢ = 2 et remarquant que les J d’indice pair sont positifs,
on trouve:

(4) Jomya Jomya ; J"zn’sw < *.]%m+4 )
J2m J2m+‘2 J?m J2m+2

En faisant ¢ = 1, on trouve:

( ) J2m+l‘ Jomra | IJ;m+1\ J;m—*—? .
5 Tom " [Jamir] Tom  TTomer |

Pour aller plus loin, partons de l'inégalité:

a’Jym + Q“ﬂszH + ﬂiJQnH-Q > 0.
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Les deux équations

J2m+2 + J:"m+2 = J2m4—1 - J;erl’

J2m - J;m = J2m+1 + Jf.’rm+1

nous donnent:
2Jon1 = (Jam + Jamps) — (Jim — Jonsa):

L’'inégalité

4 5ms1 = 4S2mTomir < O
devient alors:

(Som + Jonie) + (Jom — Tomy) — 4SSy i
— 2(Jam + Somp2)(tm — Jonsa) < 0.

Or:
(sz + J2m+‘2)2 i 4']2mJ2m+2 = (‘]:Zm - J2m+‘2)? > 0,

(J;m - J;m-i—‘.’)? >0
on a donc a fortiori:

2(J2m + J2m+2)(']‘;m - J;m+?) > O)

et puisque
J2m > 07 J2711+‘2 > O

on en conclut:
(6) J;m > J‘;m+?'

De méme on a:

4 gmir — 4 5 bia < O,
ZJ;m-H = - (J;'n + J;m«i—?) + (‘ZZm - J‘.’m+2)

(J;m + J;711+2)2 + (JZm - J2m+2)2 - 4‘J‘:’mJil’m+2
- 2<J‘:’m + J2’m+?)(J2m - J?m-i—’l) < O,

d’ou a fortiori

2({];”! + J‘;m-f-‘))(J-?m - '-I2m+2) > 0,
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d’ou enfin:

(6’) JZm > J2m+2'

Nous pouvons done résumer ces premiers résultats dans les formules
suivantes:

LTt
A A A ’

Jy _Ju s
(7) "'g<j;<z< <1,

J2+J2 J4+J;
Jo+Jy I+,

<. . < 1.

D'autre part la comparaison des formules (5), (6) et (6") nous donne:

(8) IJQm-H l < 2m* ‘J.m+l ] < J?m'

CHAPITRE II.

Etude du rapport }

§ 1. Enoncé du probléeme.

Soit W le potentiel d'une simple ou d'une double couche répandue
sur la-surface S; considérons les deux intégrales:

aw? aw?
—f dw’ + dy? + dz? >dr

étendue a Vintérieur de S; et

(lW’ dw*
_f dy + T )dz'

étendue & l'extérieur de S.
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L’intégrale J' ne peut s'annuler que si W est constant a 'extérieur
de §; et comme W est nul a linfini, cela ne peut arriver que si W est
identiquement nul 4 Vextérieur de S. Dans le cas de la simple couche,
il faut pour cela que W soit identiquement nul; car on a alors:

V=V =0

et par conséquent TV = o & lintérieur de §. Dans le cas de la double
couche, il faut pour cela que la densité de la double couche soit con-
stante, et W constant a l'intérieur de S. Dans 'un et l'autre cas on aura:

J = o.

Ainsi J’ ne peut sannuler sans que J s'annule.
D’autre part l'intégrale J ne peut s'annuler que si W est constant

& lintérieur de §. Cela arrive dans le cas de la double couche si la
densité de cette double couche est constante ce qui entraine pour consé-
quences:

W = o a lextérieur de S
et

J = o.

Cela arrive d’autre part, dans le cas de la simple couche, si la densité
de cette simple couche est proportionnelle a celle que prendrait une charge
électrique en équilibre sur la surface § regardée comme conductrice. On
aura alors en général’

J' > o.

J . .-
7 est essentiellement positif; dans le cas de la
double couche, il ne peut ni s'annuler, ni devenir infini; dans le cas de
la simple couche, il peut s’annuler, mais il ne peut pas devenir infini.

Soient maintenant

En résumé le rapport

W, W,,...., W,

17

p potentiels qui seront tous dus, soit a

double couche répandue sur la surface S.
Soit maintenant

(1) We=a W +o,W, + ...+ aW,

p T p?

une simple couche, soit a une

les a étant des constantes arbitraires.
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J et J’ seront alors des polynémes entiers et homogeénes du second
degré par rapport aux indéterminées «, de telle fagon que le rapport

7 sera une fonction homogéne de degré o de ces indéterminées a.
J et J' sont des formes quadratiques par rapport aux a et ces
formes sont définies positives. Quand donc on fera varier les a sans

changer W,, W,,..., W,, le rapport :; aura un maximum R et un
minimum R,.

Je suppose bien entendu qu’il n'y a entre les W, aucune relation
linéaire & coéfficients constants.

Alors méme dans le cas de la simple couche, le maximum R, ne
peut sannuler. En effet pour que R, fat nul, il faudrait que J restit

nul quels que soient les «, c’est & dire que W,, W,, ..., W, demeur-

1 . , . W ’ . .
assent constants a l'intérieur de §. Mais alors le rapport W se réduisait
1

a une constante tant & l'extérieur qu’'a lintérieur de S et cela est im-
possible puisqu’il ne doit y avoir entre les W; aucune relation linéaire.
Cela posé, le probléme que nous nous proposons de résoudre est le
suivant:
Trouver dans le cas de la double couche une limite supérieure et

.. . . J
une limite inférieure du rapport 7

Trouver dans le cas de la simple couche une limite supérieure de
ce rapport.

Trouver dans les deux cas une limite supérieure de R, et une limite
inférieure de R,.

Est-il possible de trouver ces limites, les limites supérieures étant
bien entendu finies, et les limites inférieures positives et différentes de o?

Les apercus qui précédent peuvent rendre la chose vraisemblable,
mais non létablir rigoureusement. La démonstration rigoureuse sera
l'objet du présent chapitre.

§ 2. Comparaison des cas de la simple et de la double couche.

Soient W, et W, deux potentiels dus le premier a unc simple
couche, le second 4 une double couche.
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Je désignerai par V,, Vi, J,,J| et par V,, V,, J,,J; les valeurs de
V, V', J,J" correspondant respectivement & W, et & W,. On aura done:

g =—j |4 db‘dw,

Tl = — fV;‘lVde,

av,
dan dn

Vl = V;,

Je désignerai par K lintégrale

((JZW1 adw, aw, d¥y, + aw, dw, )d‘[
de dz dy dy dz dz

étendue 4 l'intérieur de S et par K’ la méme intégrale étendue a l'ex-
térieur de S.

On aura donc:

K= f v, e do = /‘Igdldw,
{'V/d-pw (U:—"fjf’ﬂdw
2 dn

av, . dl@
dn ~ dn’

K

Il

L3

et si l'on observe que Vi = VT,

1 on en conclura que'

K= —K'

On connait l'inégalité de LAGRANGE:

(a,0, + a,b, + ...+ a,b) <(ai+ ... + a4+ ...+ b).

' Il peut arriver que 1'on sache que la fonction ¥, est harmonique A lintérieur

ot & lextérieur de S et tend uniformément vers une méme limite ¥V, = V7 quand on se
av, dv,

rapproche de S; mais qu'on ne sache pas si ——- .

dn dn

minées. On ne peut alors affirmer que W, soit effectivement le potentiel d’une simple
couche. Le théortme n’en est pas moins applicable.

ont des valeurs finies et déter-
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On en déduit V'inégalité de Scawarz

[ [egdz|'< [z fpar.

On pourrait en déduire également:

[fz aw, dr:zd‘] fl dﬂ fz dW

En étendant les intégrations & lintérieur de S cela peut gécrire:

(1) K < J,J,,
et en les étendant & l'extérieur de §
(2) K < JJ;.
Si nous supposons que Yon a V, = V,, on aura W, = W, & lintérieur
de S et par conséquent:
J, =J,=K

d'o:
K=K =J1=J;=JJ

1¥2°

L’inégalité (2) devient alors:
Js
(2) 7 <T

Si nous supposons que l'on a V;= Vi, on aura W, = W, & lextérieur
de § et par conséquent
J,=J, =K'
d’ou:
K*=K?=J32=J=J.J,

L'inégalité (1) devient alors
(1)

Etant donnée une double couche quelconque dont le potentiel est égal a
W,, on peut toujours trouver une simple couche dont le potentiel W,
soit égal a W, a Vintérieur de S (ou bien a lextérieur de 98).

Acta mathematica. 20. Imprimé le 14 novembre 1895, 10
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Etant donnée une simple couche dont le potentiel est W), on peut
trouver une double couche dont le potenticl W, soit égal & W, a lin-
térieur de §.

On ne peut pas en général trouver une double couche dont le po-
tentiel W, soit égal a W, a l'extérieur de S; mais on peut en trouver
une telle que lon ait en tout point infiniment voisin de S mais ex-
térieur a S:

W, = W, 4 const.

2
c'est a dire
Vi =V, 4 const.

Apres avoir énoncé ces propositions voyons dans quelle mesure elles
peuvent étre regardées comme démontrées.

La premiére peut étre rigoureusement démontrée. La méthode de
ScawaRrz, la méthode du balayage, et en général les méthodes autres que
celle de NErUMANN, permettent de démontrer le principe de DiricHLET
pour une surface quelconque, convexe ou non convexe.

Il existera donc une fonction W,, harmonique a l'extérieur de S
et se réduisant a V, sur la surface S (ce qui s'écrit V; = V,).

2
Définissons alors W, de la maniére suivante:

W, = W, a lintérieur de §,

W, = W,

. , & lextéricur de S.

On aura alors

V, = V,;

1 27

Vi=Vy=7V,; dou V,=VFj.
W, est donc bien le potentiel d'une simple couche et se réduit a W, a
I'intérieur de 8.

On démontrerait de méme qu'on peut trouver une simple couche
telle que W, = W, a lextérieur de S.

Passons au second probléme, ot I'on se donne W, et ou on se pro-
pose de déterminer la double couche qui engendre W, de telle fagon
que W, = W, a lintérieur de § ou que V; = V|4 const.

Les deux propositions relatives a ce probléme ne peuvent étre re-
gardées comme démontrées que dans le cas ou la méthode de NEumANN
et applicable, c'est & dire, jusqu'a nouvel ordre, pour les surfaces con-

vexes seulement.
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Soient M, et m; la limite supériecure et la limite inférieure du

rapport =: solent M et m] la limite supérieure et la limite inférieure
J ) 1 1
1

J,
du rapport 7
2
Supposons maintenant que nous considérions p simples couches ayant

respectivement pour potentiels

71 71 1
wi, Wy,..., W

r
et soit, comme dans le paragraphe précédent
W= Wi+ a,Wy+ ...+ a,W,,

les a étant des constantes indéterminées.
21
/i
aura un maximum R, et un minimum R,. (Jobserve en passant que
R, et R, ne changeront pas quand on remplacera les W; par p combi-
naisons linéaires quelconques des W1.)

Nous pouvons maintenant faire varier la densité des p simples couches
qui engendrent les potentiels W}; on voit alors que R, aura une limite
inférieure m, ¢t R, une limite supérieure M.

Considérons de méme p doubles couches ayant pour potentiels

Le rapport =} quand nous ferons varier les a sans toucher aux W},

2 2 2
Wi, ooo, W

P
et soit:

Wy=a Wi+ a, Wi+ ...+ a,W,.
75
J
minimum R;. Si on fait ensuite varier la densité des p doubles couchcs,
R} aura une limite inférieure m; et R, une limite supérieure M.
Les nombres m,, M,, m,, M, dépendent évidemment du nombre p,
et 1l est clair qu'ils ne dépendent que de ce nombre p et de la surface S.

On aura dlailleurs:

Le rapport quand on fera varier les @ aura un maximum R] et un

® o~

m;, = O, m, < m, <m; <...,

M, >M,>M >....
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On voit aisément que m, =o. Dans le cas de p =1, on a cn effet

simplement
W, = a, W;.

Pour que R, = R, atteigne sa limite inférieure, il suffit de donmer a la
simple couche qui engendre W} une densité proportionnelle a celle que
prendrait I'électricité en équilibre sur la surface § supposée conductrice.

On aurait alors W] = const. a lintérieur de § et par conséquent

J. = o0, Ji>o

et enfin

d’ou

On trouverait des inégalités analogues dans le cas de la double couche,
a savoir:
’ ’ ’
my <y < my < ...,

Mi>M>M)>. ...

Mais avant d’aller plus loin une remarque est nécessaire au sujet de la
définition des nombres m, et M,. Supposons que W, soit un potentiel
engendré par une double couche de densité constante; W, sera constant
a lintérieur de § et nul & l'extérieur de S. On aura donc

Jy=Jy=o0

de sorte que le rapport 7 ose présente dans ce cas sous une forme in-
2

déterminée. Soit maintenant de nouveau:
Wy=a, W+ a, W, 4+ ... 4+ q, w:

et supposons que W; soit cengendré par une double couche de densité
constante. On aura alors tant a lintérieur qu’a lextérieur de §

AW? R aw;:  awi
de dy T odz

=O’
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ce qui prouve que ni les dérivées de W, par rapport a x,y, z, ni par
conséquent J, et J, ne peuvent dépendre de a.
Il résulte de la que les valeurs de R; et de R, correspondant aux
p potentiels
Wi, Wi, ..., W]

y4

ne différent pas des valeurs de R) et de R, correspondant aux p — 1
potentiels
Wi, Wi,..., W,

p*

Soit encore
W, =, Wi+ o, Wi+ ... + a, W,

mais ne supposons plus que W3 soit engendré par une double couche de
densité constante. Désignons d’autre part par W; un potentiel engendré
par une double couche de densité constante.
Choisissons
W?,Wg,...,W“’

?

de telle fagon que R| atteigne sa limite inférieure m,; je dis qu'on peut
toujours supposer
Wi = W;.

En effet s'il n’en était pas ainsi, nous pourrions observer que le RB; relatif
% 1
aux p potentiels
2 2 2
Wi, Wey .oy B

p

ne peut étre plus petit que le R; relatif aux p — 1 potentiels

Wi, W

P

lequel est égal au R| relatif aux p potentiels

Wi, WE, ..., W

r

En remplagcant W] par W; on n’a donc pu augmenter R; qui est resté
égal a sa limite inférieure mn,.

De méme si nous choisissons les W; de telle fagon que R, atteigne
sa limite supérieure J,, nous pourrons toujours supposer que ce choix a

été fait de telle facon que
W% == W%;
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car on pourrait toujours remplacer W} par W; sans que R; cesse d'étre
égal a sa limite supérieure.
Ce raisonnement suppose, il est vrai, qulil n'y a pas de relation Ii-
néaire entre
W W, W

mais sl y en avait une, on remplacerait W, par W par exemple et il
ne saurait alors y avoir de relation linéaire entre

Wi Wi Wy, Wi, ..., W,
puisqu’il n'y en a pas par hypothése entre
Wi W, ..., W
Il résulte encore de la que

J
i, <j?;< M,

Prenons d’abord p simples couches ayant pour potentiels
(3) Wi Wy, . .., W,

et p doubles couches ayant pour potentiels

(4) Wi, W, W
et soit
Wi=a W+ ...+ oW,
W, =a, Wi+ ...+ a,W
J, . , .
Formons les rapports T leurs maxima R, et R; et leurs minima
1 2

R, et R;.
Cela posé, choisissons d’abord les W} de telle facon que R, atteigne

’

sa limite supéricure M ; nous pourrons alors supposer
2 2
Wi = Wi,

ce qui montre qu'on aura
W3 = const.
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a lintérieur de §. Nous pourrons ensuite trouver p simples couches
dont les potentiels W] satisfassent & l'intériewr de S & la condition

W= W

Cela nous montre en passant que la simple couche qui engendre W] a

sa densité proportionnelle a celle de 1'électricité en équilibre.
I1 viendra alors:

J, _J,
757,
d’on:
I
.Rl <E;
or
R, = z’” m, < Rl
d'ou:
I
(6) My é”*'

M,

Choisissons maintenant les W; de telle facon que R, atteigne sa limite
supérieure M,. On pourra au moins si S est convewe trouver p doubles
couches telles qu'a lintérieur de S on ait

W= W
On aura encore:
I, _Js
T, <7,
d’ou:
1
B, < B
Or
‘ R =M; R >m
d’ou:
M, < -
(7) » < m.

P

Choisissons maintenant les W} de telle fagon que R| atteigne sa limite
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m,; nous pourrons trouver p simples couches telles que l'on ait & lex-
térieur de S
1 2
W" == Wi'
On aura alors:
A
T 7T,
d’ou:
1
R 579
2> 5
or
r
R, = My, R2 < M,
d’ou:
(8) m, >
r=M,

Si la surface S est convexe les relations (6), (7), (8), sont vraies a la fois
et on en conclut:
1
Mp = =
My
Si la surface S n’est pas convexe les relations (6) et (8) sont encore vraies,
mais les relations (7) ne peuvent étre regardées comme démontrées; on

a alors

§ 3. Cas de la sphere.

On peut trés facilement calculer toutes ces quantités quand la surface
S est une sphére, Nous supposerons pour simplifier I'écriture que le rayon
de cette sphére a été pris pour l'unité de longueur, le centre de la sphere
pour origine et nous poserons:

P =g’ 4y’ + %
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Un polynéme sphérique d’ordre =
1I, = Xp’l’"

est un polynéme homogéne d'ordre = en z,y, 2, qui satisfait a I'équation
de Laprace et X, qui est une fonction homogeéne d'ordre o ¢n z,y, 7,
s'appellera une fonction sphérique d'ordre #.

Parmi les fonctions sphériques d'ordre # j'en choisirai 2n + 1 que
j'appelleral fondamentales et que je désignerai par

X, p=n*4+1,0*+2,...,(n+ 1)’]

Toutes les autres fonctions sphériques d’ordre # en seront des combinaisons
linéaires,
Je choisirai les fonctions fondamentales de telle fagon que

[Xdo =1,  [X,Xdo=0 (pZ9)

Les intégrales sont étendues a la surface de la sphére.
Cela posé, considérons une simple couche et choisissons-la de telle
sorte qua lintérieur de § on ait:

W, = 28,X,r" (n étant l'ordre de X,).
On aura alors & Vextérieur de S

W, = Zﬂpo’r'("H)
et par conséquent:

dav, dv,
' = Ing,X,, y el 2+ 1)5,X,.

dn

Vi=V,= 233X,
On en déduit:
T, =g Ji=2n+ D
Cela nous montre d’abord que J, est toujours plus petit que Ji; et on

voit tout de suite que:

m

1

1 2
=O’ ')n?=7n3=')n4=5’ 7n5=mc=,,.=m,9:=§etc,

et en général:
nz,,:ni . [ n<p<(n+ %]

Acta mathemalies. 20. Imprimé le 18 novembre 1895. 11
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D’autre part on a:
M, = 1.
Pour nous en rendre compte supposons que les f3, soient des fonctions
linéaires de g constantes arbitraires

Oy Ogy vy Oy
J, et J; seront des polyndmes du second degré par rapport aux a. Le
J 1l . .
rapport 2 considéré comme fonction des a aura un maximum E, et un
1
minimum R,.
Il est clair que R, atteindra sa limite inférieure m, quand on fera
bh=o, f=09, ..., =0, B=0 (p>9)

Quant & R,, il peut approcher autant qu'on veut de 1. Soit en effet
pour un entier k& quelconque

fp=o0 (p<k; =0 (p>k+9)
ﬂk+h = 0. (h=1,2,...,9)
Le minimum R, est égal a

7
n 4 1I

P <k+ 1< (n+ 1)°;

on peut donc prendre % assez grand pour que ce minimum soit aussi
voisin que l'on veut de 1.

Considérons maintenant une double couche telle qu’a I'intéricur de
S on ait:

W, = 28, X"
On aura:
B av, dV, ,
V2 = zﬂp}‘p’ Aan.  dm Znﬁpo

d’ou: a lextérieur de S

7 )
e T oa—(n+1)
W, = Z T 1,9),1&},1
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el

T

V; = —Z mﬂpxp'

On en déduit:

SN
!
S

r ’"’2 2
Jz_‘zn+ Iﬂp'

On en déduit:

, T n41 g 2
Mp,_mp_ - fou #* <p<(n+4 1),
m]','-: I.

Ceci entraine les inégalités suivantes les plus importantes & notre point
de vue:

J, .
2>T;> .

§ 4. Surfaces simplement connexes.

Nous allons maintenant examiner le cas ou la surface S est une
surface simplement connexe quelconque sans point singulier.

On peut alors trouver une transformation qui jouisse des propriétés
suivantes:

Soit M le point donné de coordonnées z,y, z; soit M’ son trans-
formé de coordonnées ', i, 2.

1°. A tout point M de Vespace correspondra un point M’ et un
seul, et inversement.

2°.  Les coordonnées 2, ¥y, 27 de M’ seront des fonctions continues
de z,y,2; ces fonctions auront des dérivées des deux premiers ordres
et ces dérivées seront finies et continues.

3°.  Inversement x,y,2 seront des fonctions continues de &', ¢, &'
et les dérivées des deux premiers ordres de ces fonctions seront égale-
ment finies et continues.

4°. Quand le point M décrira la surface S, le point M’ décrira la
sphére S’ qui a pour équation

xr? +y12 +312: 1.



84 H. Poincaré.

I 1 1 .
Lorsque z,y,2 sont trés grands, il sont des fonctions

]

5.

. I I 1 . e s .
continues de Zh s, ces fonctions ont des dérivées des deux premiers
z

b

=

ordres, qui restent finies et continues, méme quand une ou plusieurs des

. " 1 1 I sl ’

trois quantités 5130 s'annule. Enfin quand 2* 4 y*® + 2° croit indé-
7 &

. S T S f e .
finiment, — , >, - ainsi que les dérivées des deux premiers ordres de ',

a 'y %

’ ’ \ . ’ y d:c'
Y, 2 par rapport a x,y,z tendent wuniformément vers o, excepteé an
dy  di
dy ’ dz 4

En d’autres termes, si \z* + y* + z* est un infiniment grand du 1*
ordre, x', ¥, 2 seront égaux & z,y, 2 aux infiniment petits prés du 2* ordre.
Il est clair qu'on pourra toujours satisfaire a ces différentes condi-
J
tions et ccla d’une infinité de maniéres; le choix de la transformation
comportera encore un trés large degré d'arbitraire.
Soit maintenant p simples couches répandues a la surface de S et

ul tendent uniformément vers 1.

ayant respectivement pour potentiels:

W, W

Soit
Wi=aW,+ oW, +...4 apW;,
et formons le rapport I
PI J;

Nous aurons
J, =fz <id%—l> drdydz,

lintégrale étant étendue a lintérieur de § et J| étant egal a la méme
intégrale étendue a lextérieur de S.

Mais les intégrales J; (ct J;) qui sont ici exprimées en fonctions de

¥,y ct z, peuvent également s'exprimer en fonctions de ', ' et 2.
c ., AW dW, dW,
Les dérivées —-, —2L | !
da dy dz

aw, dw, 4w,

dérivées PR kv dont les coéfficients sont des fonctions données

sont en effet des fonctions linéaires des
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de z',y, 4, puisque nous connaissons %, y,z en fonctions de z’, ¥, 2.
De méme le jacobien de %, y, # par rapport a 2/, ', 2 sera une fonction
connue de z', ¥, 2.

Nous pouvons donc écrire:

) :;f@dx'dg’dz",

¢ étant un polynéme homogéne du 2% degré par rapport a

AW, aw, 4w,
de' 7 dy ’ de

dont les coéfficients sont des fonctions données de z', ¥/, 2.

L'intégrale J, doit étre étendue 4 lintérieur de la sphére S Quant
a J{ ce serait la méme intégrale étendue a l'extérieur de §'.

Le polynéme du 2% degré @ est évidemment une forme quadratique
définie positive dont les coéfficients sont des fonctions continues de ', y' et 2".

Quand z,y, 2z (ou ce qui revient au méme «, y’, #') croissent indé-
finiment, les coéfficients de cette forme @ tendent vers des limites finies
et déterminées: les coéfficients des termes rectangles tendent uniformément
vers o et ceux des termes carrés tendent uniformément vers 1. Cela
tient & ce que les dérivées des x par rapport aux ' tendent vers o et vers 1.

Si nous’regardons pour un instant 2, y, & comme des paramétres et
aw, JdwW, dWw,
de’ ’ dy ’ di

comme les coordonnées d’un point dans 'espace, 1'équation
Q=1

représente un ellipsoide. Les axes de cet ellipsoide sont des fonctions
continues de «/,y’, 2’; pour aucune valeur finie de 2/, %', 2’ il ne peut
arriver que l'un des axes s'annule ou devienne infini; quand z', ¥/, £ crois-
sent indéfiniment, les trois axes tendent uniformément vers 1.

Il résulte de la que l'on peut assigner une limite supérieure et une
limite inférieure (indépendantes de 2', y', 2) & ces troils axes, et par conse-
quent que l'on peut trouver deux nombres p et y, tels que 'on ait pour

. AW, aw, dW,
, et quels que soient —~*, Tk

da
, AW,\* AW\ *

’

pour toutes les valeurs de o', 7/, 2 7
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Soit maintenant W, le potenticl d'une simple couche répandue & la surface
de la sphere §.

Ce potentie]l W, est une fonction de v/, y', 2/, qui tant 4 l'extérieur
qua lintérieur de § satisfait & I'équation

SW, | AW, | 4w,
do'? + dy'’? + . °
On peut évidemment choisir la densité de cette simple couche de telle
fagon qu'a la surface de S on ait

W, = W,

3 1
et en effet on sait résoudre le probléme de DiricHLET en ce qui concerne
la sphére.
Formons D'intéerale

dWN?, , .. .,
‘/Z<d;v'>d't dy’ dz'.

Cette intégrale étendue & lintérieur de S s'appellera J,; étendue a Iex-
terieur de S, elle sappellera Jj.
Considérons également l'intégrale

(2) fz <d’;:3)2dxdydz

qu'on calculerait en supposant que W, est exprimée en fonction de z, y, 2,
au lieu de l'étre en fonction de ', y, 2. Cette intégrale cst égale a

(3) [0, dwdy dz

ot §, n'est autre chose que @ ou je suppose que W, ait été remplacé par W,.

1
L'intégrale (2) étendue & Vintérieur de S (ou ce qui revient au méme
Vintégrale (3) étenduc & lintérieur de S7) sappellera K; étendue & ex-
terieur de S, elle s'appellera K.
De méme jappellerai K, et K| lintégrale

b adWN*, .,
] Z (717) dx' dy' dz

étendue soit a l'intérieur de &', soit a l'extérieur de S’
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Comme on a

AWI =2 d;z:‘ = 0

et qu'on n’a pas:

eW, _
de®
comme W, = W, a la surface de S on aura
AW\ * dW,\?
fz (%) dndyd <f§_j (%2 dadyd:

ou

J, < K;
on trouverait de méme

J < K.

D’autre part W, satisfait a 1’équation
W,
de’*

tandis que W, ne satisfait pas &

a*W,
dz'?

= O.

Comme d’autre part W, = W, a la surface de §’, on aura
dWs ? ’ ’ ’ de ? 2 A ’
fz(—d;) dw’ dy' ds <fz<dx,)dxdydz

J, < K,.

ou

De méme
J. < K.

D’autre part les inégalités (1) nous donnent:
pK, > J,>uk,,
KK, > Ji> pK;,
o Iy > K, > pds,
pwdy> Ky > pdy.
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La comparaison de ces inégalités nous donne:

J, > pK, > pd,,

1
J, < K, <pd,
T > pK) > uli,
T < Ky < pJ;

d'ol1 enfin

w

=

J,

IR,
N~

@~
.

N

w ~!

<5<

7

M

-

r

Supposons maintenant que l'on fasse varier les a sans toucher aux.p po-
tentiels W;, W,, ..., Wi.

J . . ,
Alors le rapport — a un certain maximum que nous avons appelé
Y1
R

J . . .
rapport 73 aura un certaln maximum 7, et un minimum 7,.
3

, et un certain minimum que nous avons appelé R,. De méme le

Si une quantité est toujours plus grande qu’'une autre, le maximum
de la premiére sera plus grand que le maximum de la seconde et le mi-
nimum de la premiére plus grand que le minimum de la seconde. On
aura donc:

# 3
;71<R1 <;Ir1,
. I8
/—;,72<R2 <;’)2.

Faisons varier maintenant les potentiels W}, R, aura une limite inférieure
m, et R, une limite supérieure 3f,. J’appellerai de méme m, et M, la
limite inférieure de r, et la limite supéricure de r,. En appliquant le
méme principe, jarriverai aux inégalités:

Lo -
—m, < M <~—Mm
‘u § 4 P /‘ 44
Lyt <M <M
# P p 4 /l r

Mais nous savons calculer les nombres m; et M, pour la sphére. Nous
avons trouvé dans le numéro précédent:



La méthode de Neumann et le probldme de Dirichlet. 89

m;=n+l, [ot v’ <p<(n+ 1)7]
M, =1
On a done:
p_m ¢
/z'n+1<m“’ <;,zn+1’

L <M<
r Iz
Soient maintenant p doubles couches ayant pour potentiels

2 W2
19005 p
et posons:

W2=(Z1W]2_+...+apWZ

Js .
et formons le rapport 75 ce rapport, gquand on fera varier les a, aura un
2

maximum R; et un minimum R;. R;, quand on fera varier les potentiels,
aura une limite inférieure m, et R, aura une limite supérieure J,.
Nous avons trouvé a la fin du § 2:

I
g [ .
MP—“m,,’ mpZMp

11 résulte de la
M "i w41

-"’<p n "y >

©

I

Or on a toujours comme je l'ai expliqué

d’ou finalement

Acta mathematioa. 20, Imprimé le 25 novembre 1895. 12
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§ 5, Couches de masse nulle.

[}

Supposons que W, soit un potentiel di & une simple couche dont

J,
la masse totale est nulle, et formons le rapport — 3 je dis que nous aurons:

J,
J—; > m,.

Soit en effet W, un potenticl dd & une simple couche dont la densité
soit proportionnelle & celle que prendrait 1'électricité en équilibre sur la
surface § supposée conductrice. On aura par conséquent

W

, = const. a lintérieur de §; J, = o.

Soit maintenant
W =a,W, + oW,

@, et a, étant deux indéterminées et formons les intégrales J et J' re-
latives au potentiel W, intégrales qui ont pour expressions

:
JEEE)

Considérons également l'intégrale
fz dw, dW, ,
de dz
que nous appellerons K quand elle sera étendue a l'intérieur de S et K’

quand elle sera étendue a l'extérieur de S.
On aura:

J = ayd, + 20,0, K + ajJy,
J' = ad; + 2aq, K’ + a1},

K::fVoddV‘ dw, fV dV;dw

Les deux intégrales K et K’ sont étendues & tous les éléments dw de la
surface S; sur cette surface

V, = ¥V, = const.
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La masse totale de la simple couche étant nulle on aura
av, ., _ (avi,
dn w = f dn do = o

K=K =o0

On en déduit

d’ou
J = ajd, J' = agdy + aid],
J ad,
J T a2, + &

Le maximum R, de ‘§

de R, est m,, on aura:

et comme la limite inférieure

ey

sera donc égal &

J,
7= M C. Q F. D.

Pour démontrer ce résultat on est obligé de s'appuyer sur 'existence
de la fonction W, c'est a dire sur la possibilité de résoudre le probléme
de la distribution électrique, c’est a dire en définitive sur le principe de
DiricHLET, supposé démontré par des méthodes indépendantes de celle
de NEUMANN.

Nous pouvons cependant sans nous appuyer sur ce principe trouver

« el e gy e J
une limite inférieure du rapport .7—1

1
Reprenons la transformation du § 3; nous aurons

J, = f Qdz’ dy' dz

l'intégrale étant étendue a lintérieur de la sphére S. Désignons main-
tenant par X, et K, lintégrale

f Y (520 awdy ds

étendue soit a lintérieur de §’, soit & l'extérieur de S’. Nous aurons

encore:
YK, >J >uK ,

HK;>Jy > pKi.
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Remplagcons W, par une fonction quelconque W, soit @, ce que devient
@ par cette substitution.
Considérons les intégrales

dW,
dz’

f @, dx’ dy' d

que nous appellerons J, et K, quand on les étend a lintérieur de S,
J; et K; quand on les étend a l'extérieur de S§’.
Nous aurons encore:
/"Ja > Ks > /‘J:H
pwds > Ky > pds.

Je vais maintenant choisir W,; ce sera le potentiel d’une simple couche
de masse totale nulle répandue & la surface de la sphére S'; a la surface
de cette spheére, ce potentiel devra satisfaire a la condition

W, =W, + C.
C étant une constante.

Comme on sait resoudre, a l'aide des fonctions sphériques, le pro-
bléme de DiricHLET pour la sphére, on pourra déterminer la fonction W,
de facon a satisfaire & ces conditions.

Je vais chercher & démontrer que

J| <K, J,<K,.

3 1

Posons
W, = W, + R.

Il viendra:

0 Ki—si=2 [T E s [¥ (5

Les intégrales sont étendues & lextérieur de S.

La fonction W, étant harmonique & l'extérieur de S, le théoréme de
GREEN nous donne:

ar dw, , uﬂ
(2) fz de dz f do;
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R étant constant a la surface de 8, le second membre de (2) se réduit a

—Rde‘

ou & o puisque la masse totale de la couche qui engendre W, est nulle.

On a donc:
K,—J; =fz (gg)’d»o.
C. Q. F. D.

D'autre part il vient:

K, —J, =—2 f‘;deWaddedH—fz ) dwdyaz,

les intégrales étant étendues a l'intérieur de S’. On trouve ensuite:

deRdWw 'dy' di’ = o,

puisque R se réduit & une constante & la surface de 8’ et que la simple
couche qui engendre W, a sa masse totale nulle. La démonstration est
d’ailleurs la méme que plus haut.

On en conclut:

K —J, =fz (g) 2olac’aly’dz' >o.

C. Q F. D.

Diailleurs d’aprés le § 1, relatif & la sphére, comme la masse totale
qui engendre W, est nulle on a:

S

W o~
N

d’olt enfin:
T <K <pd) < 2pd, < 2p'K, < %‘Jl.

On voit donc sans avoir & sappuyer sur la principe de DIriCHLET que

1

. . . s . (L . . .
.T’ a une limite mferleure 5/—, qul n’est pas nulle. MalS nous ne saurions
1 4t
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sans le recours de ce principe démontrer que cette limite est précisement
égale a m,, ce qui d’ailleurs n'est pas utile pour notre objet.

§ 6. Résumé.

Nous pouvons assigner une limite supérieure et une limite inférieure
au rapport

:’_-_;’
J, et J; étant les deux intégrales relatives au potentiel d'une simple
couche répandue sur la surface S§.
La limite inférieure est m, = 0; la limite supérieure est finie.

Si nous assujettissons la simple couche & la condition que sa masse

. . J, o e e g
totale soit nulle, nous pouvons assigner au rapport 77 une limite inférieure
1
qui n'est pas nulle.
Nous pouvons également assigner une limite supérieure ct une limite

inférieure au rapport
Js
T;’
J, et J; étant les deux intégrales relatives au potentiel d’'une double
couche répandue sur Ia surface S.
La limite supérieure est —"I]— et est finie; la limite inférieure n’est

2

pas nulle.

Pour établir les théorémes relatifs au rapport ;ﬁ', nous avons du
2

nous appuyer (cf. § 2, in fine) sur le principe de DiricBLET, d’aprés
lequel le probléme de DiricHLET comporte toujours une solution. Pour
cela il nous faut supposer que ce principe a été démontré, indépendamment
de la méthode de Neumann par d’autres méthodes qui permettent comme
on le sait de le démontrer rigoureusement dans toute sa généralité, par
les méthodes alternantes de M. ScuwARrz, ou par la méthode du balayage
de POINCARE.

: 14 . ’ 1 . J .
Au contraire pour établir les théorémes relatifs au rapport 75 1l
1

n'est pas nécessaire de supposer connu le principe de DIRICHLET.
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Tous ces théorémes ne sont d’ailleurs démontrés que pour les sur-
faces simplement connexes;.mais la démonstration développée dans le pa-
ragraphe précédent permettrait dés quon les aurait démontrés pour une
surface particuliére de les étendre & toutes les surfaces qui ont les mémes
connexions.

Si on les démontrait pour le tore, ils seraient vrais pour toutes les
surfaces fermées triplement connexes.

Il est aisé de les démontrer pour un domaine compris entre deux
sphéres concentriques; il suffit pour cela de faire encore usage des fonc-
tions sphériques ce qui conduit & une analyse analogue & celle du § 3.

Ils sont donc vrais pour tout domaine limité par deux surfaces
simplement connexes.

J’ajouterai que la nature méme de la question fait présumer qu'ils
sont vrais dans tous les cas.

Notre démonstration suppose également que la surface § a partout
un plan tangent et des rayons de courbure finis, sans quoi la trans-
formation du début du § 4 ne pourrait pas se faire. Il serait sans doute
possible de se débarrasser de cette restriction; je ne l'ai pas essayé.

CHAPITRE IIIL

J2m+‘2
- s

Le rapport A

Reprenons les intégrales J,, et J, définies au chapitre I. De l'ana-
lyse du chapitre Il on peut conclure qu’il existe un nombre g, positif
et plus grand que 1, ne dépendant que de la configuration de la surface
S et jouissant de la propriété suivante: on a pour un indice pair 2m:

(I> J2m < ﬂJ‘:.’m; J;m < #J2m'

Voyons quelles sont les conséquences de ces inégalités.
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Supposons que comme au § 2 du chapitre I nous changions @ en
a®+ U, ,, Jy, et J;, se changeront en

@’ dom + 2085040 + T omirgs
a’J,, + 205 i g + ﬁ7J;m+2q.
Les inégalités (1) subsisteront ce qui donne en supposant ¢ = I:
(2) “2(J2nz—#Jém) + 2aﬁ(Jg,,,+1 — 1 3 1) +ﬂ2(J2m+2—#J;m+2) >0,
@ (Jsm—pd0n) + 208 s — pompr) + BT smpa— pomis) > O

ou en changeant 8 en — f3

(3) @i — phan) — 2aB( s — panis) + BT smsr— fmsn) > O
Additionnons (2) et (3), il viendra:
(1 — ) om + J50) + 22801 + 2)(Fomsr — Tims1)
+ Bt — ) amsz F Timsz) > O

Comme cette inégalité doit avoir lieu quels que soient « et g, il faut
que l'on ait:

(1 + F‘)‘Z(JQM+1 _J;mel)‘z < (I ““‘ﬂ)g(J‘zm + J;m)(J2m+2 + J;m+2)'

Mais:
’ ’
'72m+l - J2m+l = sz+2 + J2m+2

il vient donc puisque o,y + Jopnss €t o, + J3, sont essentiellement positifs:

Jomse + Jomta (1 “#)2'
Jom + J;m I +,U

Nous pouvons done conclure de la qu'il existe un nombre 4 tel que

, ['_'ﬂ 2m
J2m+J2m<A<m> °

Si nous posons:
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nous voyons que L sera plus petit que 1 puisque p est positif; on aura:
Jon + o < AL

et a fortiori:
o < AL™; I < AL™,

Il résulte de la que les séries
I, + A, 4 A, + ...,
Ty 22T, A AT ...

convergent toutes les fois que:
|AL| <1

(4)

et en particulier pour
A= + 1.
Des inégalités (1) on peut encore déduire:

J‘),m_'].lam
J?m + J,2m

I—p
I 4+ p

Or
Jom — J;m = Ydomi1 + J;m+l

on en déduit:

Lomi1 + Jemsr

Jom + Tom <L
et
| Tomsr + Tomg | < AL,
D’ailleurs:
J2m+1 — J;m+1 = Yomt2 + J;m+2 < AL
d’oui:

|J2m+1[ < A—I—-—;—BLQ’"H < ALrm+

et de méme
]J;m+1] < AL2m+l'

Acta mathematica, 20. Imprimé le 29 novembre 1895. 13
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CHAPITRE 1V.

Lintégrale [(V — C)'dw.
§ 1. Enoncé du probléeme,

Soit W une fonction harmonique & l'intérieur de §, se réduisant a
¥V a la surface de S. Soit J l'intégrale

J=f2 (%ZX)?(JZ:

étendue a lintérieur de S. On pourrait se proposer de trouver une
limite supérieure du rapport
f Vdew
J— ?
I'intégrale du numérateur étant étendue aux éléments dew de la surface S.
Sous cette forme le probléme ne comporterait pas de solution; car
si W se réduit & une constante différente de o, J s'annule et lintégrale
du numérateur ne s'annule pas.

Mais il n’en est plus de méme si on impose & V une condition, a
savoir de satisfaire & la relation

dea)=o.

Dans ce cas, notre rapport aura, comme nous allons le voir, une limite
supérieure.

On peut encore énoncer le probléme d'une autre maniére. Con-
sidérons l'intégrale

K= [(V—0)do

ou C est une constante arbitraire. Nous choisirons cette constante de telle
facon que K soit minimum, ce qui entraine la condition:

J(7— C)dw = o.
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Le probléme consiste a chercher une limite supérieure du rapport du
minimum de K a lintégrale J.

Soit de méme W une fonction harmonique & l'extérieur de S, se
réduisant a V' a la surface de S; soit J’ l'intégrale

aw\?
f Y (&) @
étendue 4 lextériecur de S.

Considérons maintenant 'intégrale
K =[(V'—0)'do,
C étant une constante déterminée de telle sorte que
f(V’ — C)do = o,

cest a dire de telle sorte que K’ soit minimum.

’ . . . r . K,
On peut se proposer de déterminer une limite supérieure du rapport 7 -

§ 2. Cas de la sphére.

Supposons que S soit une sphére de rayon 1 ayant pour centre
Uorigine, et reprenons les notations du § 3, chapitre IL

Soit alors W une fonction harmonique & l'intérieur de S; nous pour-
rons écrire:

W= 38X
et & la surface de S:
V=23X,.
On en déduit:
J = Znf.

Introduisons une constante C qui doit étre déterminée de telle sorte que:
SV —C)dw = o5

cela revient a supposer
C=45X

(
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d’ou:

V—C=8§X + X, + ...
et

SV —C)do =g+ i+ ...,
ce que j'écrirai

SV —C)do = 3,

en convenant que sous le signe X lindice p doit prendre les valeurs
1,2,..., ad inf. et ne pas prendre la valeur o.
De méme dans la formule

J = Znf;

on peut supposer que lindice p prend les valeurs 1, 2,..., et ne prend
pas la valeur o; car pour p = o, le coéfficient est aussi égal a o et
le terme correspondant disparait.

11 vient alors:

f (V—0C)do 55

J  nf)

Soit maintenant W une fonction harmonique a l'extérieur de S; nous
pourrons écrire:

< I.

W= 23,X,r"*V

et & la surface de §
V' = 28,X,.

On en déduit

Introduisons une constante C qui doit satisfaire &
J(V'—C)dw = o.

Cela revient & supposer
C=4X,.
On aura alors:

ﬂV—CWw=M+£+W
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et

fV’”dw=p§+ﬂ}+ﬂ§+...

d’'out enfin:
[(7 —C)do <[V dw < J.

§ 3. Surfaces simplement connexes.

Reprenons la transformation du § 4, chapitre II
Soit W une fonction harmonique & l'intérieur de S, et soit:

K, = [(v— () do,

la constante O] étant choisie de telle sorte que K, soit minimum, c’est
a dire que
f(V—— C))dw = o.
Soit dw’ I'élément de S’ qui correspond a l'élément dw de §; soit:
dw
do = ¥

¢ sera une fonction des coordonnées du centre de gravité de 1’élément

dw; cette fonction essentiellement positive aura un maximum % et un
minimum &',
Nous aurons ensuite:

J, =fz ((Z—I;K)?dr,

I'intégrale étant étendue a l'intérieur de S, ou ce qui revient au méme:
J, = f Qdx’ dy' dz’,

lintégrale étant étendue a l'intérieur de la sphére §'.
On aura d’ailleurs comme au § 4, chapitre II:

, aWw\* dw\?
(1) #Z(W><(D<#Z(;l?>,
ces inégalités restant vraies quand on remplace W par une fonction
quelconque.
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Soit ensuite W, une fonction de #', y, 2 définie par les conditions
suivantes:
Elle sera harmonique & lintérieur de la sphére S’, et a la surface

de cette sphére on aura:
W,=W=1V.

On saura déterminer cette fonction puisqu'on sait résoudre le probleme
de DIRICHLET en ce qui concerne la sphére.
On aura alors en vertu des inégalités (1):

J > f y (%-‘,’) A dy’ d.

Mais la fonction W, étant harmonique, on aura

(2) ‘/Z (%Zl)gdx’dy’dz' >fz (i?3>’dx'dy'dz’,

d’otr si je désigne par J; l'intégrale du second membre de (2):

g, > pd,.
Soit maintenant C, une constante choisie de telle sorte que:
S (W, — C))do' = o

et soit
‘K; ==f(W; — 03)2dw, =f(V— 03)2dw’

il viendra en vertu du paragraphe précédent:

K <J,.
D’autre part:

SV —¢C)do = [(V— C,)" ¢pde’ < b f(V—C)de’
et comme C, a été choisi de telle sorte que K, soit minimum:
K, = [(V—C)'de < [(V— (,)"do,

d'ou finalement:
K <LK,
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On déduit de la:

: . . . K
Nous obtenons donc une limite supérieure du rapport 7
1

Soit maintenant W une fonction harmonique a Vextérieur de § et
se réduisant & V' 3 la surface de §.
Soit C, une constante telle que

J(7'—¢C)do = o

et soit:

K= [(V'—(,)do.

Soit:
Il = f Y (%’)1&: [ ot dy' e,

les intégrales étant étendues la premiére & l'extérieur de §, la seconde
a Textérieur de S’

Soit maintenant W, une fonction de #/, ¥, # harmonique a U'extérieur

de S’ et se réduisant & W = ¥V’ a la surface de cette sphére.
Considérons l'intégrale

Jy = f 2 (%—I;E‘-) 2d:(;’ dy' ds'
étendue & l'extérieur de &’ et lintégrale:
Ky = [(W, — C,)do’ = [(V' — C,)"do,
C, étant choisi de fagon que
[(r'— ¢)de’ = o.

On aura encore pour les mémes raisons que plus haut

24

m<ﬂ<%

K} = [(V'— C,)'do < [(V'— C,)'dw < hKj,
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d’o finalement:

§ 4. Application au probléme de Neumann.
Reprenons les notations de lintroduction et du chapitre I, soit:
W=W,+iW, 4+ 2W, +....
Soit une constante C telle que
J(Va— C)dow = o,

on aura en vertu du paragraphe précédent:
2 h

ﬂn_QM<ﬂM
Soit de méme C' une constante telle que:

SV —C)dow = o,
on aura encore

h
Lﬂvk—owm»<;£w
Si nous considérons le principe de DIRICHLET comme préalablement dé-
montré et si nous admettons par conséquent les résultats du § 1, cha-
pitre III, nous pourrons écrire:

ﬂn_ww<%mu [(V—C)do <2 1,

”
Soit maintenant C,, une constante telle que:
S (Un— Cp)do = o.

Comme
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on aura:

Posons alors:

Il vient:
42, = [(V,,— C)*de + [(V;, — C)dw + 2 [(V,, — C)(V;, — C')dw.
Or en vertu de l'inégalité de ScHWARZ:

, = ) oty < P4 Tim
| [(Ta— 07— )i | < [(7.— O)de f(7..— ©) do <= L.

On a donc finalement
2, < LAL?’“.
y”

CHAPITRE V.

Convergence de la série de Neumann.
§ 1. Démonstration.

Admettons que le principe de DiricHLET ait été préalablement
établi par des méthodes indépendantes de celle de Nreumaxn.
Il résulte alors du chapitre précédent que lintégrale

2, = [(U,— Cu)*de

est plus petite que
BL™,

. i o e s A . ,
B étant un nombre positif que jai désigné par %— dans le chapitre pré-

cédent mais que je représente maintenant par une seule lettre.
Acta mathematica. 20. Imprimé le 29 novembre 1895, 14
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Je me propose maintenant de trouver une limite supérieure de | W, |
et par conséquent du terme général de la série de Nrumanx.

Nous adopterons les notations suivantes, que nous avons déja employées
dans lintroduction.

Soit dew’ un élément de la surface S ayant pour centre de gravité
un point M’ dont les coordonnées sont &, y’, 2'; soit do’ l'angle solide
sous lequel dw’ cst vu du point M dont les coordonnées sont z,y, 2.

W,, sera la valeur de la fonction W, au point z,y,z qui pourra
étre extérieur ou intérieur a la surface §. Lorsque le point z,y, 2
viendra sur la surface S, la valeur de la fonction W, en ce point =z,
y, 2 sappellera U, tandis que je désignerai par U, la valeur de cette
fonction au point ', y’, ' qui est toujours sur la surface.

On aura alors:

Undd
Wop = ;n .
D’autre part on aura:
”(ldr
?— = 2,1 ou o,
T

selon que le point z,y, 2z sera intérieur a S, sur la surface S elle-méme,
ou enfin extérieur a §.
Si donc le point z,y, 2 est extérieur a §, on aura:

(U — Cn)dd
W1 — 20, __f——————h .

S'il est sur S on aura:
(Ut — Cu)dd
me-fl - Um = Um+l - Cm =f“—_7n_—‘_‘
Si enfin il est extérieur & S, on aura:

(Uh — C)da
Wonn = | ==

Dans tous les cas I'inégalité de ScawaRrz nous donnera:

2
U:n - Om da’ ’ * ’ T \2 ’ dd" ! ’
(1) f Zﬂ___z(:dw <] (v, —0C,) (wa(zmlw) do'.
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Le second membre de cette inégalité est le produit de deux intégrales;
la premiere de ces intégrales n’est autre chose que £,,; étudions la seconde.

On a:

r étant le distance des points #',y', 2 et ,y, 2z, et ¢ V'angle que fait
la droite qui joint ces deux points avec la normale & 1'élément do'.

On aura donc:
do \?, , do’
f(z;'rdw') do <f47r21'4'

Si le point z,y, 2z n'est pas sur la surface S, r ne s'annulera pas ct
I'intégrale du second membre sera finie; je l'appelle D.

On aura donc:
PN 2
U;n - Om ’ m
U ————271__(10] < (BL*™)D.

Si le point z,y, z est intérieur & S on aura donc:

| Woir — 2C, | < L™ BD.
Si le point z,y, z est extéricur & 8, on aura:
| W | < L yBD.

Dans les deux cas D est un nombre positif fini qui dépend de la po-
sition du point x,y, s, mais qui croit indéfiniment quand ce point z,
¥, z se rapproche indéfiniment de la surface S.
Quand le point z,y, 2 est sur la surface S, nous ne savons rien encore.
Cela suffit pour nous montrer que la série de NEUMANN converge
tant &4 lintéricur de S qu'a lextérieur de S. Pour un point extérieur
la série
W, + AW, + 1*W, + ...

converge pour |A| < 1 puisque le terme général

W
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est plus petit en valeur absolue que le terme correspondant
Am+1Lm \/E

d’'une progression géométrique dont la raison LA est plus petite que 1
en valeur absolue.

Pour un point intérieur la série que nous venons de considérer ne
convergerait plus, mais la série:

W, 4+ AW, — 20,) + 2*(W, — 20)) + ...

gerait convergente.
Cest un résultat analogue a celui qu'avait obtenu NEuMaNN dans le
cas des surfaces convexes, car il avait envisagé la série:

(W, — C) 4 AW, — C) + (W, — C) + ...,

C étant une constante.

Ces résultats toutefois ne sauraient nous suffire. En effet nous n’avons
démontré ni la convergence pour les points de la surface S elle-méme,
ni Vuniformité de la convergence. Nous ne saurions donc conclure que
la somme de la séric satisfait bien aux conditions du probléme de DiricHLET.

Il est donc nécessaire d'étudier le cas ou le point x,y, 2z vient sur
la surface S. Le raisonnement qui précéde se trouve en défuut; car

l'intégrale
2, dal 2 ,
/(\Zﬂdw'> de

ne reste pas finie. Il n'en serait pas de méme dans le plan; cette inté-
grale resterait finie, pourvu que la courbe qui joue le réle de la surface
S ait son rayon de courbure fini.

Mais dans l'espace une démonstration spéciale est nécessaire.
On a alors

I Upn— Cndd ’
(2) Upi1 — Cn =f —“"“('l—;dw )

27

lintégrale étant étendue a la surface S tout entiére.
Soit ¥ wun cylindre de revolution de rayon p ayant pour axe la
normale & § dont le pied est le point M qui a pour coordonnées x,y, 2.
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Décomposons lintégrale du second membre de (2) en deux parties; la
premiére partie que jappellerai H sera étendue & la portion de la surface
S qui est extérieure a X; la seconde partie que jappellerai H’ sera étendue
a la portion de la surface S qui est intérieure 4 X. On aura donc:

Um+1'—0m - H + H’.

On aura en vertu de l'inégalité de ScEWARZ

(3) H’ ><f(U,’,,— Cm)gdw’f<2:;w,>2dw’.

Les intégrales du second membre de (3) sont les mémes que celles du
second membre de (1); mais elles doivent étre étendues seulement a la
portion de § extéricure a X. Elles sont donc plus petites que les inté-
grales correspondantes du second membre de (1).

La premiere de ces intégrales est plus petite que £, et par con-
séquent que BL™.

La seconde est finie; mais elle dépend de p et croit indéfiniment
quand p tend vers o.

Il dagit d’en trouver une limite supérieure.

Nous supposerons qu'en tous les points de la surface S il y a un
plan tangent et que les deux courbures principales sont finies.

On pourra alors trouver un nombre R tel qu’on puisse construire
une sphére de rayon R qui en un point quelconque de § soit tangente
& cette surface et soit tout entiére 4 lintérieur de cette surface.

Soient maintenant M et M’ deux points quelconques de la surface S,
r leur distance, @ I'angle du plan tangent en M avec le plan tangent en M.

Si comme nous le supposons, les courbures principales sont partout
finies, on pourra assigner une limite supérieure au rapport:

a

;
Soit:
(—}< E;
r

E est une constante indépendante de la position des points M et M’ et
dépendant seulement de la forme de la surface S.
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Si nous posons:

T
IOO = 4E
toutes les fois que
T < p,
nous aurons:
6<’.
4

Cela va nous permettre de trouver une limite supérieure de l'intégrale

f(zj(zu,>,dw'.

Cette intégrale doit étrc étendue a la portion de S gui est extérieure a
Y, c’est & dire & la portion de S définie par l'inégalité

a>p.

Je désigne par a la projection dec la droite MM’ == sur le plan tangent
au point M.

Mais il faut encore la décomposer en deux parties, la premiére partie
sera étendue & la portion de § définie par

>,
et la seconde partie a la portion de S définie par
0, 2T > a>p.

La premiére partie sera plus petite que

Y do T de S?
L/ arr S v/ 47'p; < 47’py’
S étant l'aire totale de la surface S.
Pour évaluer la seconde partie employons un systéme particulier de
coordonnées.
Au point M dont les coordonnées sont z,y,z, menons le plan

tangent & S. Projetons sur ce plan le point M’, centre de gravité de
dw’; soit m’ cette projection. Rapportons ce point m’ dans le plan tangent
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a un systéme de coordonnées polaires a et B en prenant pour pdle le
point M.
Alors « est le rayon vecteur m'M; cest le projection de r de sorte que:

a<7r.
La projection de I'élément dw’ sur le plan tangent aura pour aire

adadf,

de sorte que nous aurons
adadf

cos ¢

do' =

et puisque dans cette portion de S ou r < p, on a:

0 < 45°%

on aura:
do’ < a\/idadﬂ.

Menons maintenant une sphére de rayon R, tangente & S en M’ et
tout entiére intérieure & S.

La droite MM’ coupe cette sphére en P et comme la sphére est
intérieure 4 S on a

MP < MM
D’autre part
MM’ =, MP = 2R|cos¢]|
d’ou:
[cos¢|
Tt er'

dw

La seconde partie de notre intégrale
de \*', ,
f <2rdw') do

V2 adadf _ (V2 dads
ant 4R%T 47 «

gera donc plus petite que

Il faut intégrer par rapport & B depuis o jusqu'ad 27, par rapport a «
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depuis p jusqu'a une valeur qui correspond a la condition r=p, et qui
est par conséquent plus petite que p, puisque a est plus petit que r.
L'intégrale sera donc certainement plus petite que

Je déduis de la V'inégalité:

2 m S, \/5 loo
1* < BL? ( it —snR,log-{;).

J’écriral cela sous la forme:
H< L"JP = Qlogp,

P et @ étant des nombres qui ne dépendent, ni de m, ni de p, mais
seulement de p, et de la forme de la surface S.
Etudions maintenant

Nous avons trouvé & la fin de l'introduction
|U,| < M,N".

Comme on a
[(Un— C)de’ = o0

et que C, est pour ainsi dire la valeur moyenne de U,, on aura aussi

|Cnl < M,N"™
et par conséquent:
| U, —C,|<2M,N"™
il vient donc:

I

|H' | < 2M°Nmf47th\/5 adadf < 2M N™ y2dadp

4nR

1l faut intégrer par rapport a B de o & 2x, par rapport & a de o & p,
ce qui donne:

|H'| < M N"y2 &
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Il en résulte
| Uppr — O] < L*yP = Q@logp + M,N" 2 5.

Cette inégalité doit avoir lieu quel que soit p; prenons
LA™
-G

(4) | Upr — C | < L™ \/P-}- leogé—v—I— L»

il vient:

M,\/2
T

Le second membre de linégalité n'est pas le terme général d’une
g

progression géométrique décroissante de raison L, car le nombre m figure

encore dans le radical

\/P + mQ logI—lY,

mais cest le terme général d’'une série convergente.
Si méme L, est un nombre quelconque plus petit que 1, mais plus
grand que L, on peut toujours trouver un nombre 4, tel que le second

membre de (4) soit plus petit que
4, L}

d’ou:
| Unir — Co| < 4,L7.
La série
(5) U, +(U,—C)+ (U, —C)+ ...+ (U —C) + ...

est donc absolument convergente; et de plus, comme les nombres L,
M,,P,Q,N,R qui figurent dans lintégrale (4) ne dépendent pas de
la position du point M sur la surface S, la convergence est uniforme.

§ 2. Uniformité de la convergence.
11 résulte du paragraphe précédent que la série

U0+(U1_"Co)+(U2—’Cl)+"‘

Acta mathematica. 20. Ymprimé le 30 novembre 1895. 15
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est absolument et uniformément convergente; jl est aisé de voir qu'il en
est de méme de la série:

(1) (U, =€) + (T, — €) + (I, — C) + ...

ou C est une constante convenablement choisie.
Nous avons trouvé en effet:

| Uppr — C,| < 4,L7.

En tenant compte de la relation

f(LTm-f-I - Cm+l)dw' = 0
qui exprime que C,.; est la valeur moyenne de U,,,, on en déduit:
|Crpy — C| < 4, L7.

La série

Co + (01 _Co) + (02 — 01) + ..
est donc absolument convergente; jappelle sa somme C; le reste de la série
(C,m+l - ("m) + <Cm+2 - Cm+1) + s = 0_ Cm
est plus petit que

AI
1 — I,

m
I

et par conséquent

| Ui = O} < [ Uy — Ol + [0 — Cuf < AT (1 4+ =),

Cela démontre la convergence de la série (1).
De T'inégalité précédente je déduis

U — O < 4L (1 +1=2),

ce que je puis écrire
|U,— C| < B,L},

m

B, étant un nombre positif.
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Envisageons maintenant les égalités
do
W =[O — )22,

iy
Wy — 2C =f(U,,,—— 0)%,

qui sont vraies, la premiére quand le point z,y, z est extérieur a S,
la seconde quand il est intérieur & 8.
On en déduit
| Woir| < B(N + 1)L7

pour un point extérieur et
| Wpyr — 2C| < B,(N + 1)L}

pour un point intérieur.
N est toujours le nombre défini & la fin de lintroduction.
Il résulte de la que la série

IW,

m

est convergente dans tout l'espace extérieur & S et que dans fout ce do-
maine la convergence est absolue et uniforme.

De méme la série:
2w, — 20)

est convergente dans tout l'espace intérieur & § et dans tout ce domaine
la convergence est absolue et uniforme.
Soit donc d’abord un point extérieur a S et posons:

W= W+ W, +...Wok....

La série du second membre étant convergente définit une fonction de
z,y,2 que jappelle W; il me reste a montrer que cectte fonction satis-
fait aux conditions du probléme de DirrcHLET.

D’abord elle a des dérivées de tous les ordres.

Nous avons en effet

W do
Wm+1 =f(Um - O)Z—n_’
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ce que je puis écrire:
Wi = [(U, — O) Fdo',

F étant une fonction de z,y, 2z, 2, ¥,  qui ne cesse d’étre holomorphe
que quand les points z, y, z et o/, y, 2/ se confondent.
Soit alors DW une dérivée d'ordre quelconque de W prise par rapport

a x,y,z Il viendra en différentiant sous le signe f:
ow,,, = f (U, — C)DFdw'.
Dans tout domaine qui est tout entier extérieur a S, on pourra assigner
a |DF| une limite supérieure que jappellerai H; d’ou I'on déduit:
| DW, | < B,. L. H.
Nous en déduirons que la série
DW, + DW, + DW, + ...

est uniformément convergente, non pas dans tout l'espace extérieur a S,
mais dans tout domaine tout entier extérieur a S.

Elle a donc pour somme DW.

Oun aura par exemple:

AW = AW, + AW, + AW, + ...
et comme
AW, =o0
on aura aussi:
AW = o,

Il reste & démontrer que W tend uniformément vers C— @ quand le
point z, y, z se rapproche indéfiniment de S.
Construisons une série de surfaces s'enveloppant mutuellement et en-

veloppant S; soient S, S,,..., S,,... ces surfaces et supposons que quand
n croit indéfiniment la plus courte distance de S et de S, tende vers o.
Ces surfaces S, §,, ..., S, peuvent d'ailleurs étre quelconques.

Je dis que je puis prendre » assez grand pour que | W+ @— (| soit
plus petit qu'une quantité donnée ¢ toutes les fois que le point x,y, 2
est compris entre S, et S.
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C'est 1a ce que jentends quand je dis que W tend uniformément vers
C— @.

Nous pouvons écrire:

W= (W, + W, + W, + ... W)+ (Woy, + Woyy + ...).

La série étant uniformément convergente, nous pouvons d’abord prendre
m assez grand pour que

I}Vm+1 + I/Ifm-{-2 + "" <

’

Wwim

assez grand en méme temps pour que
U, — 0] <=.
| <3

Le nombre m est désormais fixé; nous prendrons maintenant # assez grand
pour que, toutes les fois que %, y, 2z est entre S et S,, la différence de

Wo+ W, + W, +...4+ W,
et de sa limite:

Vit Vit Vit ...+ 75,

soit plus petite que i;

Or
Vvi+vi+...+V,=0,—0.

Il est donc clair que si toutes ces conditions sont remplies & la fois, la
différence de W et de C— @ sera plus petite que e.

C. Q. F. D.
Considérons maintenant un point intérieur & S et posons:
W= (W, — 20) — (W, — 2C) + (W, — 20) — ...

Nous avons vu que la série qui figure dans le second membre de cette
équation est convergente.

On démontrerait comme plus haut que W a des dérivées de tous
les ordres.
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On trouverait de méme:
AW = A(W, — 20) — A(W, — 2C) 4+ A(W, — 2C) —. ..

et on en déduirait
AW = o.

La somme des m 4+ 1 premiers termes de la série (on je suppose par
exemple m impair)

(W, — 20) — (W, — 20) + (W, — 20) — ... — (W, — 20)

tend vers
(Vo'—"Vl +V2~V>+——Vm)

quand le point x, 7, z se rapproche indéfiniment de la surface S.
Je supposerai m impair pour fixer les idées; on a alors:

Vi—V, 4+ Vy— . — V= 0 — U,

et cette expression tend vers ¢ — (' quand m croit indéfiniment.

Le reste de la démonstration se poursuivrait comme dans le cas du
point extéricur et on verrait que T tend uniformément vers @ — C.

La fonction W -4 C nous fournit alors la solution du probléme de
DiricHLET.

On remarquera que quand = croit indéfiniment, U, tend uniformeé-
ment vers C.

CHAPITRE VL

Les fonections fondamentales.

§ 1. Définition des fonctions fondamentales.

2

Jusqu'ici j'ai cherché & étre parfaitement rigoureux. Je crois utile
maintenant de rattacher ce qui précéde a d’autres considérations et pour
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cela de pénétrer dans un domaine que j'ai mal exploré et ou je devrai
me contenter de simples apergus.

Soit- W le potentie]l d'une simple couche, formons les intégrales J
et J’ définies plus haut qui ont I'une et I'autre pour expression

[Ty a

et qui doivent étre étendues la premiére & lintérieur de S, la seconde
a Yextérieur de S.

J o, . .. . . .
Le rapport 7 étant essentiellement positif, aura un minimum; ce

minimum sera d'ailleurs nul et il est clair qu'il sera atteint quand la
densité de la simple couche sera proportionnelle & celle de l'électricité
en équilibre sur S.

. J
La valeur correspondante de W sera @,; comme le rapport — ne

change pas quand on multiplie W par un facteur constant, @, ne sera
défini qu'a un facteur constant prés.
Je profiterai de ce facteur constant arbitraire pour que J' soit égal

1

a 1 et la valeur correspondante de J qui est égale a o, je 'appellerai 4.

0
?
"

A la surface de S, @, est une constante; quant a la dérivée

elle est discontinue quuand on traverse S. Nous devons done distinguer

[

d
la valeur -

qui correspond & lintérieur de S et qui est d’ailleurs nulle

’
0

dn
Soit maintenant W le potentiel d’'une autre simple couche.. On aura
par le théoréme de GREEN

f W
S
J’impose a4 W la restriction

av, (aw ,
den dw——f@o%—dw——o

et la valeur

qui correspond & l'extérieur de S.

dd, aw’
an d(l) —f@o—mdﬂ).

s
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) J .. .
Alors J ne peut plus sannuler et 7 admet un nouveau minimum qui

n'est pas nul et que jappelle A
pondante.

Pour voir dans quelles conditions ce minimum peut étre atteint il faut
appliquer le calcul des variations qui donne:

.- Jappelle @ la valeur de W corres-

10, _ _, 4o},

dn 1 dy ?

@, n'étant défini qu'a un facteur constant prés, je puis choisir ce facteur

de telle facon que
J =1, J = A.

Pour aller plus loin, imposons & W une nouvelle restriction, & savoir:

C A,
/ def 0.

Le rapport Jl aura un nouveau minimum plus grand que A et que
j'appelle 2,.

Ce minimum sera atteint pour

W=

9

Le calcul des variations nous apprend que @, est le potentiel d'une
simple couche tel que

10, __, a0,
dn 2 dn

D’autre part on peut supposer
J =1 J =

b 2

et ainsi de suite.
Cet apercu nous porte 4 penser qu'il existe une série de fonctions
que jappelle fondamentales,

0o D, @, ...
et une série de nombres positifs:

dos i, A

19 N3y o



La méthode de Nemmann et le probl2me de Dirichlet. 121

jouissant des propriétés suivantes:
1°¢ On a:
0o=1<A<AL<....

2°.  Les fonctions @; sont des potentiels de simples couches et Von a:

3°. On aura:

a0, , (40
f@rﬁ;d(ﬂ——f@d do =0
a0, (o ad,
f(l'i——dndw—f@d dw = o.
4°. On aura:

a0, a0 d@k B
fz:(—(;l_:;> dr=1; fz clfc dm =9
les intégrales étant étendues & Vextérieur de S; et en effet daprés le
théoréme de GrEeEN, la seconde de ces intégrales n'est autre chose que

a0;
f 05, do
5°% On aura:

a0 d@dd),,
fz<’ol?>df=” /z s dx T=9

les intégrales étant étendues a Yintérieur de S.

Soit maintenant ¢ le potentiel d’une simple couche satisfaisant & la
condition

et par conséquent

—_— = — .,

Je dis que Aest un nombre réel positif qui figure dans la série A,
Al ’ A? , * s a0

Acta mathematica. 20, Imprimé le 4 décembre 1895. 16
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Si en effet il existe une autre simple couche dont le potentiel ¢

satisfasse 4 la condition
dg d¢’
d_n #d'n, (p=d)

le théoréme de GREEN nous donnera:

d¢' ag .
fsb[i?dw—f’pﬁﬁdw = 0,

et

fsli%dw—fgp%gdw — o;
ou:

[ o -
d’olt enfin

do' dJ’ *d
‘/‘sba%dw:fsp#dwzjsbd—?idw:O

Nous en concluons que l'intégrale

f Z dvdso

dz d.c
est nulle, soit qu'on l'étende & Vextérieur de §, soit qu'on l'étende a l'in-
térieur de S.

Je dis qu’il en résulte que A est réel; si en effet A était imaginaire,
nous pourrions supposer ¢ et ¢, A et pu imaginaires conjugués et 'intégrale

ds/d¢
/Z dz dx dr

devrait étre positive tandis que nous venons de voir qu'elle est nulle.
Si maintenant nous désignons par j et ;' les valeurs de lintégrale:

f Z (gg) 2d‘£’
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étendue soit 4 lintérieur de S, soit 4 l'extérienr de S, on aura

J = ljla
ce qui montre que A ne peut étre négatif.
Si A est positif il devra ou bien figurer dans la série

Aoy Ay hgyon

ou bien étre compris entre deux termes de la série; ou bien étre plus
grand que tous les A si les A ne peuvent pas croitre indéfiniment.
Nous devons exclure la seconde de ces hypothéses.
Si on avait en effet

A <A<y

on aurait:
ao; ,
() f ¢ do =o

et le rapport Ji serait égal a A quand on y ferait W= ¢ et & A;,; quand

on y ferait W= @, ,; il serait donc plus grand dans le second cas que
dans le premier; or cela est impossible puisque la fonction @,., est par
définition de toutes celles qui satisfont aux conditions (a) celle qui rend
ce rapport minimum.

Nous verrons plus loin les raisons qui me portent & penser que la
troisiéme hypothése doit étre également rejetée.

Soit done

A=A

De deux choses 'une; ou bien un seul des nombres de la série A, A,,...
sera égal a A, de telle sorte que:

Ay <A < g,

le signe d’inégalité excluant I'égalité; alors ¢ sera égal & @, & un facteur
constant prés.
Ou bien on aura par exemple:

Ai~1</li=/li+1=/1.'+2=---=/1i+n</1i+n+1-
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Dans ce cas ¢ sera une combinaison linéaire de
Dis Digrs ooy Pipne

Il est inutile d'insister sur le peu de rigueur du raisonnement qui précéde
bien qu'on en ait souvent employé d’analogues en physique mathématique.
Je dois pourtant indiquer ce que sont les fonctions fondamentales
dans les cas les plus simples.
Si la surface S est une sphére, la fonction fondamentale sera égale &

X,'.n

a lintérieur de S et a
Xy~ +D

a l'extérieur, X étant une fonction sphérique d’ordre n.

Si la surface S est un cllipsoide, les fonctions fondamentales ne
sont autre chose que les fonctions de LaAME.

Si on appelle p, pu,v les coordonnées elliptiques d'un point et si
f(p) et f,(p) sont deux fonctions de p, dites fonctions de LaME, il existe
une simple couche dont le potentiel @ est égal & I'intérieur de § au produit

() () f(v)
et a l'extérieur au produit

(o) f(p)f(v)-

Si alors mnous désignons par f’ et fi les dérivées de f et f;; sl p = p,
est 'équation de lellipsoide S, on aura:

ae __ ['(p,)d®

dn ~ fip,) dn ’

ce qui montre que @ est bien une fonction fondamentale.

§ 2. Développements en série.

Soit F une fonction quelconque des coordonnées d'un point sur S;
diverses analogies peuvent porter a4 penser que F peut se développer en
série procédant suivant les fonctions fondamentales.
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On aurait alors:
F=A4,0,+ 4,0 + 4,0, + ...,

les A étant des coéfficients constants.

Si on admet la possibilité du développement, le calcul des coéfficients
A est facile.

. d&; . L o e
Pour calculer 4;, multiplions par ﬁdw et intégrons, il viendra en

vertu des propriétés des fonctions fondamentales:

/}Aa 4/@ﬂ@@u=~Ap
dn

Une fois que Von connaitrait les fonctions fondamentales, il serait aisé
de résoudre le probléme de DIRICHLET.
Soit W la somme de la série

A0, + 4,0, + ...

calculée pour des points z,y, 2 non situés sur la surface §. La fonction
W serait le potentiel d’une simple couche et W se réduirait & la fonction
donnée I sur la surface S.

Formons maintenant les intégrales J et J'.

En tenant compte des relations:

a0\ dwd¢
fZﬁﬂW=M fzch

J= A2+ A2 + A+ ...

on trouve:

On trouverait de méme:

J = A2 A .
d’ou

T A+ AN+ A ..
J 47+ 4+ . '
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Le potentiel d’'une simple couche est représenté par la méme série
A0, + A0 + ...

a lintérieur et a l'extérieur de S.

Il n'en est pas de méme du potenticl d'une double couche. Soit
W le potentiel d'une double couche et supposons que Yon ait a l'in-
térieur de S:

W=d,0, + 4,0, +...
et & Pextérieur de S:
W= B0+ B0, + ...

il viendra:

av a0, ao,
JT“AOW—FAI dn +ee
av’ dd, do,
o =bg Bt
Comme
a0 _ _, o
dn Tdn
je puis écrire:
av aob, . dd;
;l—oz::_-AOAO%—‘/{]/‘]-J;;—”

et comme le potentiel d'une double couchc est caractérisé par la condition:

dV_ av’
dn __ dn’
il viendra:
Bi = — A‘il’i'
On aura en particulier
B =o

puisque A, est nul.
On conclut de la:

J =B+ B+ ... =i+ AN+ ...,
J= A 4+ A + ...



La méthode de Neumann et le probléme de Dirichlet. 127

d’ou:
J 243
J XA

Dans le cas de la simple couche, nous avons trouvé la formule

T A+ ATh A+ ..

J T OAR 4 AT+

Nous en concluons

;— <lim 4, (pour p = co).

En d’autres termes on ne peut avoir quel que soit p

J

3—,>/11,.

Si donc les développements en séries qui précédent sont légitimes, il ne
peut pas, ainsi que je l'ai dit plus haut, exister de simple couche dont
le potentiel ¢ satisfasse & la condition:

ag Adgﬁ'
dn dn’

A étant un nombre plus grand que tous les A,.

§ 3. Application au probléeme de Neumann.

Soit & trouver une double couche dont le potentiel W satisfasse &
la condition:

(1) VeV = AV + V) + 20.
Développons @ en série procédant suivant les fonctions fondamentales et soit:
@ == Eoi(pi.

Supposons de méme que W soit développé en une série de méme forme,
de telle sorte que l'on aura & l'intérieur de S:

W = ZA,, @,‘



128 H. Poincaré.

et & lextérieur de S:
W= — 34,10,

La condition (1) devient alors:
2'441- (D,i(l + )\1) = AEAI @i(l — L) + 220{ ¢,~

d’ol en identifiant:
20,'

4; T+ A=A =4

On a donc a lintérieur de S:

20,' d),'
V=3 tr =%

et & Pextérieur de §:

. 20“:,-@;
= —Z (1 + A)— At — &)

Mais:

% m (=A™
e R R RTE

I I I —
(1 +).¢)—/.(I——)z): 1 +Z‘+A(I -+

Comme on a d’autre part
W=W,+ W, + ...,

on devra avoir a lintérieur de S:
. 20;0; /1 — AT
W"‘—ZI+2;~<I+A¢>
et & l'extérieur de §:

. Cidi @; (1 — I\™
W"'=“ZZIJ:1,- (:+&~>'

Il est aisé de déduire de la les valeurs des intégrales que dans le cha-
pitre I nous avons appelées J,,; on trouve:

2C0; \?, (1 — A\™P
Top = Z(‘ +)-'i> A’<I +)\i>
J/

= TR )

\

et
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Toutes les propriétés de ces intégrales, rigoureysement établies plus haut,
sont des conséquences immédiates de ces formules qui ne sont mal-
heureusement elles-mémes qu’hypothétiques.

On voit d’abord que J,, et J,, ne dépendent que de la somme
m 4 p, ce qui permet d’appliquer la notation a un seul indice.

Les formules qui lient J,,, J,,,d, ,, J,_,, les inégalités auxquelles
satisfont ces intégrales se déduisent aussi immédiatement des formules.

On voit par exemple pourquoi J,, est toujours positif, tandis que
nous ne savons rien du signe de J,, ;.

Si tous les
( I — 4
1+ 7~i>

étalent positifs, c'est & dire si tous les A; étaient plus petits que 1, nous

pourrions affirmer que J,,.; est toujours positif. C'est ce qui arrive

pour la sphére, mais on ne saurait affirmer qu’il en soit toujours ainsi.
Les inégalités:

holo<n
F<F<-
’ ’ \ . . Jm
résultent également des formules. Quant & la limite de 3“ pour m
2m

infini, c'est la plus grande des quantités
1 — 4 *
<1 + 3i> ’

lesquelles quantités sont essentiellement plus petites que 1.

En rattachant ainsi 4 des considérations qui ne reposent que sur de
fragiles apercus, des conséquences que je suis parvenu par une autre
voie 4 démontrer rigoureusement, jai voulu simplement faire comprendre
quelle a été la marche de ma pensée et comment jai été conduit au
résultat.

Mais on peut se poser le probléme d'une autre maniére; peut-on
s'appuyer sur les différentes propositions établies au début de ce travail
pour démontrer l'existence des fonctions fondamentales.

Je n'ai pu encore y réussir, mais il est évident qu'on peut tenter

M ’ ’ 3 14 sy * ’
de le faire par des procédés analogues & celui que j'ai employé dans
Actq mathomatica. 20. Imprimé le 6 décembre 1895. 17
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mon mémoire sur les équations de la physique mathématique inséré aux
Rendiconti del Circolo matematico di Palermo (1894).
Considérons le développement

W= W, a0, +....

D’aprés ce que nous avons vu, ce développement converge a lintérieur
d’un cercle de centre o et de rayon plus grand que 1. Il définit a I'in-
térieur de ce cercle un élément de fonction ¢(2), et on peut définir cette
fonction ¢(A) en dehors de ce cercle par le procédé de la continuation
analytique.

Etudions cette fonction ¢ (A).

Je dis d'abord quelle doit étre uniforme; si en effet elle ne I'était pas,
il existerait pour une méme valeur de A, deux potentiels W, et W, qui
satisferaient & la fois & la condition (1) de sorte qu'on aurait:

Vi — V=AMV, + V) + 20,
V,— V=MV, + V) + 20.

De plus cela devrait avoir lieu pour toutes les valeurs de A comprises a
I'intérieur d’un certain domaine; cela aurait donc lieu pour des valeurs
imaginaires de A et pas senlement pour des valeurs réelles.
Si je pose
W= W —W,

on aura )

11—

I 4+ 4

V—V' =XV+7V7) ou V=V

et comme W est le potentiel d'une double couche:

v _av
dn ~ dn’
Soit maintenant ¢ une fonction qui soit égale & W a l'intérieur de S et a:

W1+A
| G

4 lextérieur; on aura

p=¢
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ce qui montre que ¢ est le potentiel d’une simple couche. Il vient

ensuite:
de¢’ 14 2dg

dn 1 — 2dn

ce qui montre que ¢ est une fonction fondamentale; mais comme nous
142
I—24
Cette circonstance ne peut donc pas se produire pour des valeurs imagi-
naires de 2.

l'avons vu cela ne peut avoir lieu que si le multiplicateur est réel.

C. Q F. D.

Diverses analogies me portent & penser que la fonction ¢ (1) ne peut
avoir de points singuliers que sur l'axe des quantités réelles; mais on
peut supposer que ces points singuliers sont des podles ou bien des points
singuliers essentiels, ou bien qu'’ils forment des lignes singuliéres.

Nous allons voir comment ces diverses hypothéses se rattachent a
celles que l'on peut faire au sujet des quantités que nous avons appelées
m, et M, au chapitre IL |

Supposons d’abord que les quantités A; forment une seule série telle que:

0o=4 <A <A<...,
limi, =4 pour = 00,

C'est la I'hypothése la plus simple et celle que d’aprés certaines analogies
nous avons adoptée jusqu’ici.
Reprenons alors la formule

J A+ A
T T B+ AL 1 ..

relative a une double couche: J'observe d'abord que A, étant nul cette
formule peut s'écrire:

I ...
I AR+
Si nous posons (Cf. chapitre II, § 1 et 2)

(2) W=aW, + a,W, + ...+ a0,
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les W; étant des potenticls de doubles couches données et les a des cosffi-
cients arbitraires, nous pourrons disposer des a de fagon & faire disparaitre
les coéfficients

Ao’A1’--‘7-Ap—2,~

de sorte que nous aurons:

On a done:

1
M) = .

P

!

Pour calculer m, supposons que dans la formule (2) on déterminc les

W, de facon qu’a lintérieur de S

W, = L +19 W, = (0q+2 y e e ey I/Vl, = $q+p,
il vient:
2 2
J . (lf)\q+‘ + a22q+, + ...+ a,,Z”,,
:/—' T e 2.2 ? e
Aibgpr b Galgye + o oo Uphosp
d’on:
I
’
_Rl _
4g+1

Donc R{ est toujours plus grand que 711 et on peut prendre g assez grand

' . Py . I
pour qu’il différe aussi peu qu'on le veut de 5

On a donc:

Mais on peut encore faire d'autres hypothéses; on peut supposer que les
A, au lieu de former une seule série en forment deux ou trois.
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Ceux de la 1% série satisfont aux conditions
o=4i <A <AL<...,
limA, = A4 pour p= co.

Ceux de la 2° série satisfont aux conditions

Oo=A>A>...,

imA = A pour p= co.

On a d’ailleurs:
4 <.

Si A< A on peut supposer encore qu'il existe une troisiéme série de
qui sont toutes comprises entre A4 et A'.

quantités analogues aux A; et
Dans ce cas on a:

St d’'une manic¢re quelconque, par exemple en perfectionnant les procédés

du chapitre II, on parvcnait & démontrer que
M ’r 7
limm, = M, pour p

on pourrait pas les procédés de mon mémoire des Rendiconti cité plus

= OO

haut, démontrer les résultats suivants:
La fonction ¢(A) n'a que des podles et un seul point singulier essentiel

qui est rejeté a l'infini si 'on suppose
limm, = lim M, = 1.
Si U'on considére un de ces poéles, le résidu correspondant regardé comme

fonction de z,y et z est une fonction fondamentale.
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CHAPITRE VIL

La méthode de Robin.
§ 1. La méthode de Robin et les fonctions fondamentales.

M. RoBiN a récemment imaginé une méthode qui permet de résoudre
le probléme de la distribution électrique, et qui semble d’abord, comme
celle de NEUMANN, n'étre applicable qu'aux surfaces convexes.

Il peut étre intéressant de voir comment cette méthode se rattache
aux considérations précédentes,

Admettons d’abord l'existence des fonctions fondamentales et la possi-
bilité des développements en séries dont il a été question dans le chapitre
précédent.

Soit 17 le potenticl d'une simple couche satisfaisant a la condition
suivante

(1) () + 20,
Si nous cherchons a développer W suivant les puissances de 2, de sorte que
(2) W= W, 4 AW, + W, 4 ...
il viendra: ,
. ori_ o,

dv, 4V, 4V, + av,
dn dn ~ dn dn ’

ce qui montre que IV, est le potentiel d'une simple couche de densité
=2, w, le potentiel d’'une simple couche de densité

27
1 /v, , dv,
—47<dn +En‘)

ete,
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Supposons maintenant que @ soit développable ¢n série sous la forme:

do, C do,

O dn Udn

Soit ensuite

W= Ao ([)o + Alwl +
d’onu:

—_—_Z ’dn’ ZAA’dn

de sorte que la relation (1) devient:

_ZAdJ)(_!_)\Z)_)VA(l(D ___‘1

4

d’ou:
__20.
A, — i .
O+ A+ A — )
On a donc:
- 22(1+x +/(I—X,)
et par conséquent:
Cid),; Ag— I\™
W= — 22 1+ 4 (}‘i + I)

ou:

_ ym#l _ 20;0; <I — li>"’.
(=1 Wm_zl-!-li I+ 4
Quand m croit indéfiniment, tous les facteurs
(=)
I— li
tendent vers o a4 l'exception du facteur
I — }0>’"
(x + 4,
qui reste égal a 1. On a donc pour m = c©

lim (— )" w, = 20, @,.
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On voit donc que si m est trés grand 17, différe trés peu du potentiel
d’'une simple couche dont la densité est proportionnelle a celle de l'élec-
tricité en équilibre sur la surface S.

C'est 1a le principe de la méthode de Romix.

Rapprochons-le du principe de la méthode de NEUMANN,

Pour le potentiel d'une double couche satisfaisant a la condition:

Ve V' = a(V+ V) + 20

nous avons trouvé a l'intérieur de S:

20,-@,'
4] —
W=3 T

d’on:

20;@; /1 — \™
W"'“ZI+/‘..~<1+/;«> '
A Tlextérieur de §, C; doit étre remplacé par — C;A.
On a donc pour m = co & l'intérieur de §
lim W, = 20, @, = const.
et a lextéricur de §
lim W, = —2C @, = o.
De ces deux formules, il serait aisé de déduire tous les théorémes de
NEUMANN.
Revenons & la méthode de Romix. Si nous supposons que la fonc-

tion @ donnée qui figure dans la relation (1) soit telle que C, = o, c’est
a dire telle que

f@dw = O,

on a pour m infini:
lim W, = o.

On voit de plus que la série

W, + AW, + 20, + ...

converge pour
A=
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Or pour A =1 la relation (1) devient:

av
=9
Pour A = — 1, elle devient:
av o
% =S 'Y

On voit donc que la méthode de RoBIN permet de trouver une fonction
harmonique soit & l'extérieur de S, soit & l'intérieur de §, étant donnée

la valeur de la dérivée g en tous les points de §.

§ 2. La méthode de Robin et le probléeme de Neumann.

Ce qui précéde nous fait déja prévoir que la méthode de RosIN est
applicable & toutes les surfaces simplement connexes. Mais I'aper¢u du
numéro précédent m’a aucun caractére de rigueur. Rapprochons done
d’'une autre maniére la méthode de Rosix et celle de NEUMANN.

Soit w le potentiel d'une simple couche satisfaisant 4 la condition

dv dv dv | dv

n

Je pose d’ailleurs
w=w, + dw, + Nw, + ...

Soit maintenant I le potentiel d'une double couche satisfaisant &-
(2) V—V =MV +7)4+ 20
et développable sous la forme

W= W, + AW, +...

Je su 0ose ue la fonction SOit donnée nous calculerons w w. “o e
) 0 Wy
par récm‘rence h l’aide des formules:

dv, dv, _ )
dn dn ’
dv, dv; dv dv,

.............

Acta mathematica. 20. Imprimée le 17 décembre 1895. 18
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Nous savons que la méthode de NEUMANN, applicable & toutes les surfaces
simplement connexes, nous permet de trouver une double couche dont le
potentiel W satisfasse & la condition

¥V = fonction donnée.

Nous pourrons donc choisir W, de cette fagon que

V, =1,
d’onr
W, = w, (& l'intérieur de S)
et
27, _ s,
dn  dn

On calculera ensuite par récurrence W,, W,, etc. & l'aide des formules:

V,—Vi=V,+ V5,
Posons

dv dv, ,
2u0=&—;—12+z;"—, 2Uo=Vo+Vo:

2,

et soient u), U, les valeurs de u, et U, au point &, ¥, ¢'; soit r la
distance des points z,y, z, @, ¥, #; conservons aux notations de’ et do’
le méme sens que plus haut; soient o, #, 7 les cosinus directeurs de dw';
soit -enfin, pour une fonction quelconque f de ', ¥, 2

af _ ,df af af .
=Yty T

il viendra:
d-

uydew’ _ Uydo Uido r

(3) w, —f 27r " _—f 2r 27 dn

Tenons compte maintenant des relations:

av; d d
Vy = v, = v, “"’E=L="ﬁ
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d’'ou Yon déduit:
du,
d_n_’

av, , ,
2u0=zﬁ+ 2U, = vy + V.

Si donc nous posons & Vextérieur de §:
Wy+w, =T

et si 7" est la valeur de T au point o', ¥y, 2/, on aura & la surface de S:

T = 2Uy; Z—g = 20Uy,

Or le théoréme de GREEN nous donne quand le point z,y, z est intérieur 4 S:

¥

- -
g—f—i:i = T'dw’ d_f:' .
On aura donc & lintérieur de S
W, = —w,.

On trouverait de méme par récurrence a lintérieur de S:

W, = w,, Wy=—w, , ....

Mais nous savons que la série:
(W, —2C0) + (W, —20) + ... + (W, —20) + ...

converge absolument et uniformément si la constante C est convenable-
ment choisie.
Il en sera donc de méme 3 Vintérieur de S de la série

(w, — 2C) + (w, —20) + ... + (w, — 2C) +....
Si

f odw = o,
la constante C est nulle.
Nous désignerons l'intégrale
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par j,, ou par j,, suivant qu’elle sera étendue a l'intérieur ou a l'ex-
térieur de S.

On verrait comme au chapitre I que ces intégrales ne dépendent
que de la somme des indices m et p, ce qui nous permettra de remplacer
la notation j,,, .., par la notation a un seul indice j,,,, Jnyp-

Nous trouverions ensuite

jm + ]:n = jm-—l —].;n-—l .

De plus j,,, /;, sont positifs et on peut assigner une limite supérieure
et inférieure au rapport:

Jom

Jam
pourvu que f ¢do = o et que par conséquent la simple couche qui engendre

w, ait sa masse totale nulle (Cf. chapitre II, § 3).
On tirera donc de 134 les mémes conclusions qu'en ce qui concerne
la méthode de NEUMANN et on aura:

Jam + Jom < BL*™, (L <)

B étant un nombre donne.
Nousg avons d’ailleurs:

j?m = J?m < AL?m
et comme nous pouvons assigner une limite supérieure M au rapport

o
Jam
I
.72rn

nous aurons
. < AMI*™.

Nous savons que si les constantes C, D et L, (L, < 1) sont con-
venablement choisies on aura:

| W,,— 20} < DL}.
On a donc & lintérieur de S

|w, — 2C| < DL7.
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Si
f gdw = 0,

la constante C est nulle et on aura & lintérieur de S:
|w.| < DL},
On aura donc sur §
| 0| = |v| < DL}

et comme |w,| ne peut atteindre son maximum que sur S, on aura &

T'extérieur de S
|w, | < DLp.

Donc la série

w, + Aw, + ...

converge absolument et uniformément pour |A|< 1. La méthode de Robin
est donc comme celle de Neumann applicable & toutes les surfaces simple-
ment connexes.

Résumé.

Nous savons que la méthode dite du balayage permet de démontrer
le principe de DiricELET dans le cas général.

Mais si cette méthode est trés-bonne comme procédé de démonstration,
elle est inférieure comme procédé de calcul & celle de NEumany. Celle-ci
malheureusement n’était jusqu'ici applicable qu'aux surfaces convexes.

En m'appuyant sur le principe de DiricHLET supposé démontré par
la méthode de balayage, j’ai montré que la méthode de Neumann (de
méme que celle de Ropiy) conduit & la solution du probléme de Di-
RICHLET aux conditions suivantes:

1°. Si la surface 8 est simplement connexe.

2° Si cette surface a partout un plan tangent et deux rayons de
courbure principaux déterminés.

3°. Si la fonction donnée @ a des dérivées de tous les ordres.

Toutes ces restrictions sont probablement inutiles et tout porte h
penser que le théoréme est vrai dans tous les cas. Mais je ne lai dé-
montré qu’avec ces restrictions,



142 H. Poincaré.

Aprés avoir établi ces résultats d'une facon rigoureuse, j'ai cru devoir
dans les deux derniers chapitres, donner une idée des apergus qui m’avaient
d’abord conduit a les deviner. J’ai pensé que, malgré leur peu de rigueur,
ils pouvaient étre utiles comme procédés d'investigation, puisque je m'en
étais déja servi une fois avec succeés.




