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SUR LES INTI~GRALES IRRI~GIJLII~RES 

DES I~QUATIONS LINI~AIRES 

PAI~ 

It. POINCARE 
P A R I S .  

w 1. 8dries asymptotiques.  

T ous l e s  gSom~tres connaissent les curieuses propri~t~s de la s~rie 
de S'rmL~NG. Cette sSrie: 

logr(x + i) 

I log(2z) + x +  l o g x - - x + i  2x  

est toujours divergente. Cependant on peut en faire ]5gitimement usage 
pour les valeurs tr~s grandes de x. En effet les termes aprSs avoir d~cru 
~vec une trSs grande rapiditS, croissent ensuite au delk de toute limite. 
Mais si l'on s'arr~te au plus petit terme, l'erreur commise sur l~ valeur 
de logI ' (x  n u i) est trSs petite. 

En d'autres termes, la s~rie de STIRLING repr6sente asymptotique- 
ment la fonction logF(x n u I); e'est k dire que si S, est l~ somme des 
premiers termes de cette sSrie jusques et y compris le terme: 

Bn i 
--J"- 2 n ( 2 ? b  -~- I )  ~ n:~ 

l'expression 
�9 r @  + 1) - -  &] 

tendm v e r s o  quand x eroltr~ ind6finiment. 
A e t a  mathematiea.  8. Imprim6 le 30 ffuin 1886. 
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I1 existe 6videmment une infinit5 de sdries dont les termes apr~s 
avoir dScru tr6s rapidement croissent au delk de toute limite. Si par 
exemple: 

A1, A~, . . . ,  A., . . .  

sont une sTrie de nombres tous plus petits que i, nlais ne tendant pus 
vers o, la sSrie: 

A~ A~ _~ 
- - .  I - ' ~ - - . I . 2  - } - . . .  + - - .  I . 2 . 3  . . . n  -J I- . . .  

9g ~ 2  X 

sera divergente et on y trouvera des termes aussl grands qu'on voudra. 
Mais cependant, s i x  est tr~s grand, les premiers termes dScroissent t%s 
rapidement. Ainsi, si x = n e t  que n soit tr6s grand, le n ~ terme: 

- - I . 2  . . . 9 7  < I I ~ I - - ~  . . .  I < ' I r e  - n  
,1~ n ~b 

est extr4mement  petit. 
Je  dirai qu 'une s4rie divergente 

(i)  A o + -J_! + + + + . . .  
X X 2 ' ' " ~g 

oh la somme des n %- I premiers termes est S., reprSsente asymptotique- 
ment  une fonetion J ( x )  si l'expression 

x " ( J - -  S,) 

tend vers o quand x crolt ind6finiment. 
grand, on aura 

s 5rant tr~s petit; rer reur  

En effet s i x  est suffisamment 

x" ( J - -  S.) < s 

J - -  S n = ,~ 
X 

eommise sur la fonction J en prenant les n q- I premiers termes de la 
stifle est alors extr~mement petite. De plus, elle est beaucoup plus petite 
que l 'erreur commise en prenant seulement n termes et qui est 5gale k: 

5tant tr& petit et A. fini. 

A . + *  
,-1~ n 
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I1 rdsulte done de 1'~ que la, sSrie (I)St compo~taera tou t  k fair 

eomme la s(~rie de STriPLinG; que, si x est t r& grand,  ses terrors dderoitront  
d'aborA rap idement  pour  eroitre ensuite au delh de route l imite ct que, 

S ~ m'dgrd  sa divergence,  il sera ldgit ime de , en servir dans le ealcul de or. 

Je  dirai 'tussi quelquefois  pour  abrdger  que la sdrie (I) est une s(~rie 

"lsymptotique. 

On peut  mul t ip l i e r  l 'une par  l ' au t re  deux  s&ies nsymptol iques 
d a p r e s  tes memes  regles que les series ordinaires. Soit en cffet nSyml)- 
to t iquement  

j ( : r )  = A o  __}_ __'4' at - A~ q_ �9 �9 �9 -t- --All-Jr- . . .  
X aJ" 93 

(2) 
A' A,; A :  ' ~ + ~ + . . . + w , + . . .  J ' ( x )  ----- Ao -t- x a~ 

en ddfinissant S,, et S', eomme plus haut :  

Sn__.Ao q_A1 A,, 
T + . . . + ~  

A '  A,~ 
, ~ + . . . + _ .  s:, = A0 + , ~" 

Les deux  5quations (2) s;gnifient que 

(~) n m  : ( . Z - -  S,,) = l i , , ,  . :  ( . : '  - -  S:)  = o. 
z = ~  a r = m  

Faisons le produi t  de nos deux  sSries d 'npr& la mdme r~;gle que si 
elles dtaient eonvergentes;  soit 

z'=tt 0 + 7 + .  = B '  n~+...+B~, + . . .  
et S,,. 

Comme &,, 

5videmment :  

la s o m m e  de ses n premiers  terrors. 
I 

S~, et S,, sont s implcment  des polyn6mcs e n - ,  on nura 

~ i , , , z " ( x , , s , ' , -  ,:o) = o .  
On 't de plus:  

J d' lim =----- l i m - -  = I l im .1 d' ,S", ' )i; = l i m _ _ =  I. 
A0 

C'est une eonsfiquenee immedia te  des ~qua t ions  (3)- 
Acta mathematica. 8. I m p r i m d  l e  16 J u i l l e t  1~186. 38 
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I1 v i c n t  a l o r s :  
p 

J-- - -  S,, + --;, J ' =  S,', + ,~ 

d'ofi: 
l i m s  = l i r a s ' =  o 

S ' . s + S , e ' +  : 

J J '  = S ,  S,~ + x" ; 

S" tend vers A; et z vers o; done S,',s tend vers o. 

- -  ten(lent vers o. Done: n X 

lira : : ( J J '  - -  S,~S') --~ o 

et par eonsdquent 

lira x ' ( J J '  - -  J~'.) ---- o 

ee qui veut dire que l'on a asymptot iquement  

J J ,  Bo + B, + B".4 _ _ _  ~ , , , ,  

D e  m(~rrle S,2~' ('I 

C.Q.F.D. 

En partieulier, il est permis d'61ever une s~rie nsymptotique au earr6 
ou ~ une puissance queleonque. Soit maintenant;  

( 4 )  F ( Z )  = l~ 0 + [11.~ "-~ . . .  + ]~,,Z ~ - ~  . . .  

une fonetlon holomorphc de z dans le voisinnge de z-----o; la sdrie du 
second membre sera eette fois convergente. Soit 

S =  A o + A, + . . .  
f13 

une sdrie divergente reprdsentant asymptot iquement  une fonetion J .  Si 

l'on (~l~ve l,~ sdrie S - - . 4  0 h, la puiss'mce n (l'al)r6~ l:~ mSme rdgle que 
si ~,.lle 6tnit eonvergente, on obtiendra une s6rie ( S - - A o ) "  ordonnde 

suivnnt les puissances croissnntes de t et rep%sentant nsymplotiquement ~g 

(J-- A0)". 
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Formons ensuite la sdrie divergente: 

~o + B , ( s - -  ~o) + . . .  + B,,(S-- A0)" + . . .  

et ordonnons-h~ suivant lcs puissances croissantes de -.I NOUS obtiendrons x 

unc s6ric divergente: 

C, C 
6 ' 0 + c ' + p + . . . +  i : + . . .  V 

J3 ~3 

dov_t h, Somme des n + I premiers termes sera Z, .  Je  dis qu'ellc re- 

pr6scntera asymptotiquement la fonction F ( J - - A o ) .  
En effet 2',, et 

" "  - I~o + 1~,(s,, :1o) + B~(S,, .~o)'~ + + B . ( S , , -  Ao)" 

I 
sont dcux polyn6mes cntiers cn - dont les termes de dcgr6 infdrieur h 

x 
n + I ne diff6rcnt pas. On aura donc: 

lira x ( Z , , -  ,~,,) - -  o. 
3Y=ao 

Je  dis maintenant  quc 

lira x " l F ( J - -  A 0 ) -  ~,,] = o. 

En effet on aura 6videmment:  

l i m x " [ B , ( J - -  Ao) ~ B , ( S , , -  Ao)*] = o 

puisque ( S - - A 0 ) *  repr6sente asymptotiquement ( J - - A o )  k. Posons: 

T,, == Bo + B t ( J - - A o )  + . . .  + B, ,(J--Ao)" 

il viendra: 

I1 reste k d6montrer que 

Or il vient 

l i m x ' ( T , , -  2,',) = o. 

lhn z " ( F -  T,,) - o. 

v - - T , - - - -  B,~,(:--~J0)"+~ + i~.+~(J--Ao) "~ + . . .  
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ou puisque la s6rie (4) est convergente:  

I F -  < i l a - -  A01"+' < z l  I* (J - -  A0)l " + ' -  

13/ 6ta.nt une constante positive assignable. Or on a: 

I 
lira x ( J - -  A0) = A~, lira x" ,,+, - -  o 

9 �9 

d Oil* 

l i m x " l F ~  Tn] = o. 

I 

n + 1 

C. q. F. D. 

Ainsi il est per,Ms de substituer une sdrie asymptotique dans le 
ddveloppement d'une fonction holomorphe eomme s'il sa~Issalt d'une scrte 
convergente. 

Soit par exemple: 

u n e  

carr6,' au cube, etc. et 

obten ues. 

Formons ]a s6rie 

S = A, + A~ 
- - -  . . . 

a3 X 'a 

s6rie repr&entant asymptotiquement uric fonetion J .  Elevons-la au 
appelons S ~, S 3, . . . ,  les s@ies divergentes ainsi 

+ S + S ~ + S ~ + . . . + S n + . . .  

I ~  �84 

et ordonnons-la suiwmt les puissances croissantes de - ,  Nous obtiendrons 
x 

ainsi une sdrie 2 q~ui repr6sentera, asymptotiquement la fonction 

| 

t i n  J "  

Cela montre que l'on peut diviser l 'une par l 'autre deux s6ries asymp- 
totiques pourvu que le premier terme A 0 de la sdrie diviseur ne  soit pas nul. 

En effet si l'on a par exemple: 

S ~  A o +  A' -+  . . . - - = J  
x, 

8 '  - ~  A'o + - - A ;  + . . . = j,. 
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j, 
la s(Srie 7 sera rel)r&ent6e asymptotiquement par la sdrie divergente: 

s '  s '  s) + ' s " ( ,  L - s ) ' +  + ~ (.~1o- ~ . . .  A- ~ Ao .u o - 

a01 

qui est facile k former. 
I1 est, permis d'intdgrer une sSrie asymptotique. 

asymptotiquement 

J~ 
j A ~ + 7  ~ + ' ' "  + 4 1 , +  . . . .  S 

Ainsi si l'on a 

je dis qu'on aura asymptotiquement 

j 'Jdx A,~ + A:, A,, S '  
= 7 2~ -''~ + "" " + (,~ _ l ) .  ,,-~ + . . . . .  

x 

En effet 1~ premi(~re 6quation signifie que l'on petit prendre x assez grand 
pour que : 

]d---  S,,] <--e quelque petit que soit ~. z 
On en d6duit: 

"Jdx � 9  e 
- -  S n ( ~ t ' 5 ~  < (',~b - -  1 ) ~  n 1 

ee qui vent dire que S' reprdsente asymptotiquement f J d x .  

C. Q. F. O. 

I1 ne serait pas permis au eonti'aire de difl~rentier une sdrie asymp- 
totique. 

Nous dirons aussi quelquefois, si F,  ~0 et J sont trois fonetions de 
x, que J e s t  repr6sent6 asymptotiquement par la sdrie: 

~1) + F A  o + VA, + F ~  + 
X a3 2 ~ ~  

quand la s6rie: 
As A o + 4 ~ + V + . . . .  

J - - g )  repr~sentera asymptotiquement la fonction 
F 
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I1 rdsulte, par exelnple, de 1'analyse qui pr6c6de que si l'on post 

F -~ e x ~ ~/2~z 

on aura asympgotiquement 

l ' (x  + - -  F + c, F + + . . .  

les C 6tant des co(~fficients faciles ~ ealeuler; les premiers ont pour valeur 

B 1 B 2 B~ 
(J)'l - -  1 . 2 '  (-'J~.l = 3 .4  nt- 8-' etc. 

Nous avons dig jusqu'iei que x eroissait ind6finiment, sans dire de 
quelle mani6re; mais il a 6t6 sous-entendu que eette variable eroissait par 
valeurs r6elles positives. II est toutefois 6vident que la th6orie n'esg pas 
ehangde quand on suppose que a tend vers l'infini avee un arguinent 
ddtermin6 diff@ent de o. 

Voiei maintenant une remarque tr& importante pour ee qui va suivre: 
Une s@ie divergente ne peut pas repr6senter une m(hne fonetion J 

quel que soit l 'argument avee lequel ~c tend vers l'infini. 
Je dis en effct que: 

x~yj__ Ao .4, A,?~ \ 

ne peut pas tendre v e r s o  pour tous les arguments de x (ou du moins 
ne peut pas tendre uniform6meng vers o), sans quoi J serait une fonetion 

holomorphe de -~ et la sdrie serait convergente. 

On peut se demander si, pour un mOne argument  de x, une mdme 
sdrie peut repr6senter asymptotiquement plusieurs fonefions diff6rentes. 
La r@onse doit (}tre affirmative. 

I1 suffit pour s'en assurer, de v6rifier qu'il y a des fonetions g qui 
song repr6sent6es asymptotiquement par une sdrie dont t o u s l e s  te rmes  
song nuls, e'est k dire des fonetions telles que: 

lim3;z" = o 

quelque soit n, quand x eroit ind6finiment par valeurs positives, 
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Tel est en effet le cas de la fonetion: 

J _-~e -~. 

En revanche pour un m6me argument tie x, une m6me fonetion ne 
peut 6t.re reprdsent6e asymptotiquement que par une seule sdrie. 

w 2. ~ r i e s  ~to~'males. 

de v'ds maintenant rappeler sueeinctement les prineipaux rdsultats 
obtenus par MM. Fuc~ts et THoM~ au sujet de.~ 6quations linfiaires. 

Soit: 
r/ 7~l - - 1  

_ a ,  y 
( ~ ) t ,  ,!":,, . ~z~, ",t~" + t' ._,  ~ + . . .  + P, ~ + poy = o 

une dquation off les co~ffieien~s P sont des polynbmes entiers en x. Je 
me propose d'dtudier le~ int6grales pour les va leurs t r6s  grandes de I*l. 

Si le deg~'6 des polyndmes P,,, P,,__~, : . . ,  P0 va eonstamment en 
d6eroissnnt, il y a n sSries de la forme suivante: 

qui satisfont formellement k l '6quation et qui de plus convergent si Ix I 
est a~.aez grand. En d'autres termes il y a n intdgrales rdgulii~res. 

Les valeurs de ~ sont donn6es par unc eertaine dquation ddtermi- 
n,qnte; il y a exception dans le eas o~l la diffdrenee de deux raeines de 
cette 6quation devient un entier; le logx  peut alors s'introduire clans les 
s6ries. 

Si le degrd des polynSmes P ne va jamais en croissant, mais ne va 
pa.~ toujour~ en dderoissant et sl le degrd de P0 est 1)lus petit que celui 
de P,,, il y a dans certains ens m s6ries d e  la forme (2) (m. < n) qui 
satisfont formellement ,~ l'6quation, mais elles ne conve,'gent p'is toujours. 

Enfin, si on laisse de c6t6 eertains eas limit6s et exeeptionnels dont 
je parlerai plus loin, on d6montre qu'it y a n sdries de la forme suivante: 

(3) 
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qui satisfont formel lement  h l 'dquation. Q est un polynbmc entier en x. 
Une pareille sSrie s'appellera une s~rie normale et elle aera d'ordre p s i  
le polyn6me Q est d'ordre p.  

Malheureuaement tea s6riea normales ne aont paa toujoura conver- 
gentea. Si l 'une d'ellea converge, oll (lira que l 'dquation admet  une in- 

t6grale normMe. M'fis cela n 'arr ivera  qu'exceptionnellement.  

Passons mainten,~nt 5 l 'examen dc divers eas exeeptionnela. 
Le polynbme Q 6tant suppos5 eonnu, a noua sera donn6 par une 

5quation d6terminante. Dana le caa off eettc 6quation a denx ou plu- 
aieura raeines diffdrant entre ellea d'un entier, il peut y avoir exception 

ct on peut trouver au lieu d'une sdric nornmle proprement dite une 
sdrie de la forme suivante: 

lea f~ 6tant des s(iries ordonndea suivant lea puissances croisaantea de ~. 
fg 

Noua appellerona une pareille sdrie, s6ric normale logarithmiquc 
d'ordre p.  

Soit a le co(fffieient de x ~ dang Q, et ,~upposong qu'aucune dea sdries 

normalea qui satigfont ,~ l'(~quation (i) ne soit d'ordre supcrieur "~ p.  II 

arrivera alora que a noua sera donnd par une certaine dquation facile 
former. 

Dang ie cag off cette 5qua.tion a des racines multiples, il peut arriver 

que le proedd6 qui permet  de former los sdries normales devienne illusoire. 
~l. iPABIlY, dana une thdse rdcemment soutenue dcvant  la. Faeultd des 
sciences de Paris, a fair voir que l'on peut for:nor alors des sdries d e l a  
forme suivante: 

eq x :z r 
l 

oh Q est un polyn6me entier de degr5 > ( p ~  I)n et <pn en x ~ et oh 

d, eat ordonnd suivant les puissances eroissante.~ de x -r,. Ces sSries gd. 
nSralement divergentca satiafont formellcment ~ l'6quation (5). 

1, , appellerai une pareille sdrie, sdrie anorm'~ic d'ordre p.  

Voyons comment l 'ordre des sdries normales se ra~taehe :m degr6 
des polyndmes P .  Soit M~ le degrd de P~. Soit: 

= M , - -  M,, 

n i 
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Soit h la plus grande des n quantit6s N~. Soit p l 'entier qui est 6gal 
ou imm6diatement sup6rieur ~ h. On trouve que toutes les s6ries nor- 
males ou anormales qui satisfont formellement ~ l '6quation ( i ) s o n t  

d'ordre p au plus. 
Je vais d6montrer la rdciproque: 
J 'appellerai le hombre h, le r a n g  de l '6quation (I). Je vais faire 

voir que s i n  s6ries normales d'ordre 6gal ou inf6rieur ~ p satisfont for- 
mellement  ~ une 6quation lin6aire de la forme (I), cette 6quation est 

au plus de rang p. 
Eli effet l '6quation peut s'6crire en la divisant par P~ 

dny -~- F~_l d'-ly dn-~y dy 
~,'g n d~  n-1  .7[- F n _ 2  d x  n-2  .-~- . . . -~- F 1 ~ . - , I f -Foy- - - - -o  

les /7 6rant des s6ries convergentes ordonn6es suivant les puissances d6- 
croissantes de x. La s6rie F~ commencera par un terme x "-M" et l 'une 
au moins des s6ries F,  commencera par un terme en x ~(~--~ 

Cela pos6, soient 

n sSries normales d'ordre p satisfaisant formellement  ~ l'Squation. Ap- 
pelons S~ la d6rivde k ~ de St form@ d'apr6s les r6gles ordinaires du 
calcul, en diff6rentiant chaque terme comme si la  s6rie 6tait convergente, 
puis en ordonnant. Formons un tableau de n Iignes et de n + i co- 
lonnes off le i ~ terme de la 16rr colonne est Si, et oh le i + terme de la 
(k + I) ~ colonne est S~. Soit A k le d6terminant form6 en supprimant 
dans le tableau la k + colonne. On ealculera ce d6terminant par les r6gles 
ordinaires du calcul et on obtiendra une s6rie divergente que l 'on or- 

donnera de la m(~me mani6re que les s6ries S.  
Quant au quotient: 

A i + l  

A n + l  

si on l 'effeetue d'apr6s la rbgle ordinaire de la division des s6ries, on 
obtient une s6rie ordonn6e suivant les puissances d6croissantes de x qui 
dolt 4tre identique ~ + F~ et qui par cons6quent est convergente. 

Mais on volt sans peine, d'apr6s la loi m4me de sa formation, 
Acta mathemaiiea. 8. Imprim6 le 16 Juillet 1886. 39 
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qu'elle ne peut commencer que par un terme d'ordre p ( n - - i ) e n  x 

au plus. 

On a donc 
hs 

C. Q. F. D. 

D'Mlleurs supposons que l'on ait une 6quation de rang p + I e t  
que l 'on forme l '6quation qui donne le co(ffficient de x p+I dans les po- 

lyn6mes Q. Si toutes les s6ries normales 6tMent d 'ordre p ou au dessous, 
routes les racines de cette 6quation devraient 6tre nulles, et il est ais6 

de voir alors que le rang de l '6quation diff6rentielle s'abaisserait. 

w 3. C a s  d u  p r e m i e r  o r d r e .  

Nous commeneerons par nous restreindre au cas oh toutes les s6ries 

normales sont de I e r  ordre, c'est h dire oh dans lYquation: 

(,) day d "--1 y dy 
P,, a.~ + P~_~ a ~_~ + �9 �9 �9 + PI ~ + PoY ---- o 

le degr6 d 'aucun des polyn6mes P ne surpasse le degr6 m de P . .  Soit 
a lors  A, le coefficient de x" dans P,; nous formerons l '6quation: 

(2) Ana" + A ~ _ l a  '~-1 -]- . . .  + A l a  + A o -~ o. 

Soient al ,  a~, . . . ,  as les racines de cette 6quation que je supposerai 
d 'abord toutes distinetes. LYquation (2) sera satisfaite alors par n s6ries 

normales du I ~ ordre de la forme suivante: 

a n  x a.n o e~"*S"~l ,  e"~:x'~f2 , . . . ~ e x F,~, 

oh a~, a.2, . . . ,  as sont des constantes convenablement choisies et off 

~1, ~2, . . . ,  F~ sont des s6ries ordonn6es suivant les puissances croissantes 

de ~ 

Consid6rons la transform6e de LAPLACE de notre 5quation (2) pour 

laquelle je renverrai  h mort m6moire sur  les dquations lindaires aux  diffd- 
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rences ord ina i res  et a u x  &' f f&ences  f inies ins&6 qu Tome 7 de l ' A m e r i c a n  
J o u r n a l  of  M a t h e m a t i c s .  ~ Cette transform6e pourra s'6crire: 

(3) 
dmv .m--1 d/) 

O,,, . . .  + Q0v=o. 

Les Q sont des polyn6mcs de degr6 n au plus en z et l 'on a: 

= - -  - -  - -  

L'dquation (3) admet alors n points singuliers simples: 

Z - - "  a 1~ Z ~ t t = ~  . . ~ Z = ( I  n .  

Formons l '6quation d6terminante relative au point singulier z----a,. 
Les racines de cette 6quation seront: 

O~ I~ 2~ . . .  ~ ~ ) i~ -  2~ fli" 

Je supposerai d'abord que fl, n'est pas entier positif ou ndgatif. I1 
existera alors m - - i  intdgrales de l '6quation (3) qui seront holomorphes 
dans le voisinage du point z = a, et une m ~ que j 'appellerai v., et qui 
sera de la forme suivante: 

( 4 )  v, = (z - -  a~) & -]- C~(z - -  @A+ ' -t- C 2 ( z - -  a,) &~2 -~ . . . .  

Construisons maintenant un contour ferm6 k i de la fa~on suivante. Du 
point ai comme centre avec un rayon tr~s petit, d&:rivons un cercle. 
Par le point a~ menons une droite parall~le ~ l ' axe  des quantit~s r6elles 
et prolongeons-la inddfiniment dans la direction des quantitds r6elles nd- 
gatives; elle coupera notre petit cercle en un certain point b~. Cela 
pos6, le contour ki sera form6 comme il suit; on suivra d'abord la droite 
que je viens de d6finir depuis l'infini jusqu 'au point b~, puis on fer't le 
tour du petit cercle pour r even i r  au point b, et enfin on rctournera du 
point b~ g l'infini en suivant la droite. 

Si l'on se reporte au m~moire citd ( A m e r i c a n  J o u r n a l  of  Ma- 
t h e m a t i c s ,  Tome 7), on verra que l ' intdgrale suivantc: 

prise le long du contour k, est une intdgrale de l 'dquation (i) pourvu 
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que la partie rdelle de x soit suffisamment grande, et en partieulier si x 
est positif et tr6s grand. 

Nous d6composerons cette intdgrale J~ en trois autres: 

--: J" + a:;' + J :"  

la premiere J" 6tant prise le long de notre droite de l'infini k b,; la 
seeonde J "  6rant prise le long du petit  eerele qui a pour centre le point 
a, et qui passe par le point b,; et la troisi6me J~'" 6tant prise le long 
de la droite suivie en retour depuis b~ jusqu'h l'infini. 

J 'ai  montr6 dans le mdmoire eit6 qu'on peut trouver deux quantitds 
D et D' telles que 

j"  j , , ,  
lim _~ b~ - -  D,  lim ~ ~,x-- D' 

23 e gg (3 

lorsque x tend vers l'infini par valeurs rdelles positives. 
Comme, par construction, la partie rdelle de b, est plus petite que 

celle de a~, on peut en conclure qu'on aura: 

lira xqe-",z(J[ -t- J '")  - -  o 

quelque grand que soit q. 
Ecrivons 

Rk 6tant le reste de la sSrie (4). Je puis prendre le rayon de notre 
petit cercle assez petit pour que cette s6rie soit convergente. 

On a alors: 

J "  = f ( z  ~ = 

les intdgrales 5tant prises le long du petit cercle. 
J 'ai  montr6 dans le m6moire cit5 que l'expression suivante 

xqe "~ f Rxe=dz 

tend uniform~ment vers o pour toutes les valeurs de x quand k eroit 
ind6finiment. 
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Cela est vrai d'ailleurs quel que soit q. 
D'autre part, l'expression suivante: 

309 

f (z - -  ezxdz 

est reprdsentde asymptotiquement par l'expression: 

(e ~-''h - , ) / ' (h -I-- I)x -h-'e' '~. 

Je veux dire que la diffdrence de ces deux expressions inultiplide 
par x~e -"i~ tend v e r s o  quand x grandit inddfiniment. 

II %sulte de 1K que J;' ,  et par cons6qucnt J~, est repr6sent6 asymp- 
totiquement par la s6rie suivante: 

e2i;r,3i 
I o, r(fl, + 2) 

~.8 i + 1 

"71- (~" e~iz} i - - -  I e~ + 3) + . . . .  

Or il est ais6 de vdrifier que cette s6rie n'est autre chose que la s6rie 
normale 

eai x X'zi ~r 

que nous avons ddfinie plus haut. (On a a~ - - - - f l~  ~.) 
Ainsi une s6rie normale du t e€ ordre, alors mdme qu'elle est divergente, 

repr~sente asymptotiquement une des intdgrales de l'dquation d laquelle elle 

satisfait formellement. 
Cette s6rie normale pourra s'dcrire, k un facteur constant pr6s: 

eai x eai x eai 

Ainsi '~ chaque point singulier simple de l'6quation (3)correspondra 
une intdgrale de l'6quation (I) et une serie nornmle qui la repr6sente 
asymptotiquement. J'ai suppos6 jusqu'M que x tendait vers rinfini par 
valeurs rdelles positives; mais cela reste vrai quand x tend vers l'infini 
avec un argument donn6 diffdrent de o. 

I1 faut toutefois faire attention k une chose. A chaque point sin- 
gulier a, correspond une intdgrale de (i) quel que soit l'arguInent de x; 
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mais quand cet argument  varie, cette intdgrale ne reste pas la m~me; 
pour certaines valeurs de cet argument,  cette intdgrale se change brus- 
quement en une autre qui n'en est pas la continuation analytique. C'est 
ce que j 'ai expos6 en d6tail dans le w 5 du m6moire cit6. 

Comme k un point singulier correspond toujours la m~me s6rie nor- 
male, il en rdsulte que la mdme s6rie normale ne reprdsentera pas asymp- 
totiquement la mdme intdgrale quand l 'argument x variera, si ce n'est 
dans des cas exceptionnels. 

Passons maintenant  aux cas particuliers. 
Nous supposerons d'abord que fl~ 6tant entier, l ' int6grale v~ contienne 

un logarithme. Soit: 

v, = ~ + l o g ( z ~ a , ) r  

et r 6tant holomorphes dans le voisinage de z = ai. On aura alors: 

J, = f~'~[r + r ~og(z--a,)]dz = f Cdzlog(z--a,) 

les int6grales 6rant prises le long de ki. Ici encore nous aurons: 

#, = g,' + j "  + ~;" 

en divisant le contour k~ en trois parties comme il a 6t6 dit plus haut, 
et de plus: 

lira z q e - " , ~ ( J  " + J ' " )  = o.  

Soit 
r = Co(~ - -  ,,)'~, + c , ( ~ - -  ,,),~, , '  + . . .  

une s@ie que nous supposerons convergente tout le long du petit cercle. 
Nous aurons alors: 

l ' intdgrale 6tant prise le long du petit cercle. La sdrie du second membre 
sera uniform6ment convergente quel que soit x, ainsi qu'il a 6t6 dit plus 
haut. I1 reste donc b, trouver la valeur asymptotique de l ' intdgrale: 

prise le long du petit cercle. D'autre part  appelons ,]'~, la m~me int6- 
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grale prise le long du contour k~ tout entier et d6composons-la en trois 
parties: 

Lk --= J~k + J~; "4- J~' 

comme l'int6grale J~ elle m6me. Nous aurons encore: 

lira xqe -~, *(/',. + j~')  = o 

et par consdquent la valeur asymptotique de j~; sera la m~me que celle 
de ]~k. 

Calculons donc j,~. II vient: 

f(~--..,),,e~ = ( ~ , ~ -  , ) r ( h  + i)x-' ,- '~o, �9 

lorsque l'int6grale est prise le long du contour k~. En diff6rentiant par 
rapport k h i |  vient: 

f ( z - - < ) ~ * l o g ( z - - ~ 3 d z  - :i=~"~~V(h + I)$--h-le aiz + (e~izh__ I)[} 

D d6signant la d6riv6e de F(h 4- I ) x - " - l e  "'* par rapport k h. Si l'on 
f a i t h  ~ fl~ + k et si l'on tient compte de ce fait que fit est entier, il 
viendra: 

A = 2i~V(fl, + It + i)z-~,-~-'e~ x. 

II rdsulte de lk que ~ est rcprdsentd asymptotiquement par la sdrle: 

ZCkj,,k --~ 21~ZCkl~(fl i  + k -1-- I)X -fli--k -leaiX 

qui est prdcisdmcnt la sdrie normale: 

eat X xai ~i �9 

Le thdor~me ddmontrd plus haut subsiste done encore dans ce cas. 
La formule qui donne J~ quand on connait v~ devient illusoire quand 

fit est entier positif et qu'il n'y a pas de logarithme dans l'intdgrale vt; 
car alors l'intdgrale 

f v t e ~ dz  

prise le long du contour k~ est nulle. I1 convient alors de remplacer 
le contour kt par un chemin d'int6gration diff6rent. On prendra pour 
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ce chemin une droite men6e ~ partir de a~ parall61ement ~ l'axe des 
quantit6s r6elles et prolong6e ind6finiment dans la direction des quantit6s 
%elles n6gatives. On verra ainsi que le th6or6me subsiste encore. Je  
dois ajouter que si fl, eat enticr positif sans que v, contienne de loga- 
rithme, fl, devra ~tre sup6rieur ~ m - - i .  

Consid6rons par exemple l '6quation suivante 

qui admet pour intdgrales 

o) 
et dont la transform6e de LAI~LACE est: 

d~v dv 
@2 __ a~)~fi + 4z~z ---__ o 

et admet  pour int6grales: 

f clz ~ z - -  a v 0 ~ I e t  vx = ( z ' - - - - a ) ' ~ - - F + C l ~  + 

C 6tant une constante et F une fonction rationnelle. 
Nous consid6rerons deux contours ferm6s k et k', form6s comme le 

contour k~ ddfini plus haut, et enveloppant, le premier le point a, le 
second le point - - a .  Nous prendrons alors les intdgrales: 

f v le ~xdz et f v le ~xdz 
k k' 

et nous obtiendrons ainsi deux int6grales de l '6quation en y. 
avons, ~ un factcur constant pros: 

Or nous 

v 1 - - l o g ( z - a )  '~ + ' #  
Z , - - 6 ~  

6tant holomorphe dans le voisinage du point z = a. On aura done: 

k k 
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La seeonde intdgrale nous donnerait de m~me: 

313 

Nous avons ainsi intdgr6 l '6quation en y, en nous servant seulement 
de l ' int6grale v~ et sans employer l ' intdgrale %. I1 importe cependant 

pour notre objet de montrer  qu'on pourrai t  tirer quelque chose d e  eette 
derni6re intdgrale. 

Tragons g partir  du point a une droite et prolongeons-la inddfini- 
lnent dans un sens. Si v o s 'annulait ainsi que sa d6rivde au point a, 
l ' int6grale 

f v o  e *x dz 

prise le long de cette droite serait une int6grale de l '6quation en y et il 

n'y aurai t  rien b, ajouter. Mais v o n e  s'annule pas. 
Voiei done ee que nous ferons; posons: 

d2  
y'  = r (ye-~*); 

y' satisfera eomme y g une 6quation du 2 *~ ordre facile g former. Pour 
obtenir la transformde de LAI"LACE de eette dquation, il suffira de poser 
dans la transformde de l '6quat ion en y: 

v ' - -  v ( , - -  

L'une des intdgrales sera done: 

v ;  = v0( , - -  = - -  

Comme cette inf6grale s 'annule au point a ainsi que sa d&ivde, l ' int6grale 

prise le long de la droite qui aboutit  au point = satisfera g l'6quation 

en y'; on aura done: 
(].x 

A c t a  m a t h e m a t i c a ,  8. Impr im6 le 27 Jnillet  1886. 40 
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C dtant un faeteur constant. On en tire: 

y =  + fl + rx 

fl et r dtant deux constantes d'intdgration. On volt qu'il faut prendre: 

[~ - -= - -  o~ ~ "f --~- O .  

Si maintenant /~ est entier n6gatif sans qu'il  y ait de logarithme 
duns vi, l ' int~grale J~ se r6duit d'elle-m6me b. e ",~ multipli6 par un po- 
lyn6me entier en x. 

II reste k examiner le eas oh d e u x  des raeines de l '6quatlon (2) 
deviennent 6gales entre elles. L'dquation (3) admet alors un point sin- 
gulier double que j 'appellerai  a~. J l  peut arriver alors que duns le 
voisinage de ee point les int6grales de (3) soient irrdguli6res. C'6tait 
impossible au eontraire duns le eas des points singuliers simples. 

Je reviendrai plus tard sur ee eas, en me bornant pour le moment  
k f'fire remarquer que e'est celui oh l'6quation (i) n 'admet pas de s6ries 
normales, mais seulement de ees sdries anormales dont il a dt~ question 
plus hunt. 

Mais, k certaines conditions, les intdgrales de l'6quation (3)pourront  
6tre r6guli6res dans le voisinage du point z = a~. II y aura alors une 
6quation ddterminante dont les raeines seront: 

o, I, 2, . . . ,  m - - 3 ,  fl~, fl ~. 

II existera alors deux int~grales ~i et v~ que seront de la forme: 

= ( z  - -  . 3  ,;, 

f~ et ~ dtant holomorphes dans le voisinage de z = at. Alors les int~grales: 

prises le long du contour ki seront deux int6grales de l 'dquation (i), qui 
seront repr&ent6es asymptotiquement par deux s@ies normales faeiles 
k former. 
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Dans le cas particulier oh fl~ et fl~ diff6rent d'un entier, l 'une des 
deux int6grales v~ et v~ contient un logarithme et par cons6quent l 'une 
des deux s6ries normales qui repr6sentent asymptotiquement J, et 3~[ de- 
vient logarithmique. 

En r6sum6 lorsque toutcs les s6ries normales sont du I e~ ordre, une 
quelconque d'entre elles repr6sente asymptotiquement l 'une des int6grales 
de l '6quation (I). Mais l ' int6grale ainsi repr6sentde par une m6me sdrie 
normale ne restera pas la m~me, en g6n6ral, quel que soit l 'argument 
avec lequel x cr01t indOfiniment. 

w 4. Intd.qrales normales.  

Quand une s6rie normale est convergente, elle repr~sente une int6grale 
de l '6quation (I) ct on l 'appelle int6grale normale. 

Nous nous restreindrons, comme dans le paragraphe prdcddent, au 
cas oh toutes les s6ries normales sont du Ier ordre. $oit alors: 

(2) v, = 0 - - a ~ ) ,  ~, + c , ( ~ - -  ~,),~, +, + c , ~ ( ~ - - a y ,  +~ + . . .  

une intdgrale de l%quation (3) transformde de LAPLACE de l'dquation (x). 
A eette int6grale eorrespondra une int6grale ,]~ de l '6quation (5): 

a, - -  A f v ,  e ~dz 

(A 6tant un facteur constant.) qui sera reprdsentde asymptotiquement 
comme nous l 'avons vu par la s6rie normale: 

eai  x ~$a i x a i x 

Pour que cette s6rie normale converge pour les valeurs suffisamment 
grandes de x, il faut et il suffit que l'expression: 

~/r + ,)(j~, + 2 ) . . .  (/~, + ,,~ 

tende vers une limite finie pour n infini. Mais d'autre part  on a: 

lira (?i~, d- ')(/~, d- 2 ) . . .  (/~, + n ) =  c~ pour n = oo. 
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Doric pour que la s6rie (4) converge, il faut~ que 

lira ~/C~ -= o 

et que par consdquent la s6rie (2) converge dans toute l '6tendue du plan. 
Ii faut done que v~ soit de la forint suivante: 

f~(z) dtant holomorphe dans route l 'dtendue du plan. 
Je dis que cette condition est suffisante. 
Si el l t  est remplie et si on se reporte au ra6moire cit6, on verra 

qu'on peut toujours trouver 3 nombres positifs b, c et h tels que: 

si 

I z - -  a,l > h. 

Envisageons ensuite l 'intdgrale suivante: 

J~ = f ~'~ e ~x ~ 

cette int6grale 6tant prise le long d'une droite men6e h, partir du point 
i et prolongde ind6finiment avec un argument to-{-rr, to 6tant l 'argu- 
ment  de x. Cctte int6grale s e r a  toujours finie et ee sera une fonetion 
de x qui sera holomorphe pour toutes les valeurs tr6s grandes de ,~. 
De plus J,~x ~ sera uniforme et st reproduira quand on fera d6erire k x 
un contour ferm6 infiniment grand. 

Je d6eomposerai eette int6grale en deux parties: J ;  prise le long 
d'une pattie de la droite d6finie plus haut depuis le point z = a, jusqu'au 
point 

et J "  prise le long de la seconde partie de cette droite depuis ce dernier 
point jusqu'~ l'infini. 

I1 vient alors, en posant z----a~-[-t :  

IJ:'e-a, xl < fbd -Ixll'dt 
h 
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d'oh l'on ddduit aisdment que quel que soit l 'argument d e  x ,  l'expression 

Xfli + 2jtp~ e - a  i x 

tend uniformOnent vers o. 
Quant k J ' ,  il est ais6 d e  l%valuer; soit: 

w, d6signant une suite de termes dont le premier est C . ~ ( z -  a~),h ~-. 

OR D.: 

J" = f [ ( z  - -  a , ?  + C,(z - -  a,)' ~, + ~]e*~dz -{- f w, e~dz. 

On ddmontre que: 

tend uniformdment v e r s o .  

xfli  + 2 J :  e--ai x 

De mdme en posant: 

J:" =f[(z--~y, + ci(~-- ~y,,']d~ 

et si les deux premiers termes de la s6rie normale qui repr6sente asymp- 
totiquement J~ sont 

on verrait  que 

Ae"~Xx-Z~ -~ + Be",~x-Z~ -~ = H 

X ;~ +3e-"~x(g[" - -  H)  

tend uniform6ment v e r s o .  
Posons donc: 

I 

on trouvera, en regardant L~ comme une fonction de t 

L, = A + (6 + ~)t 

off ~ tend vers o quand t tend v e r s o  et cela uniforln6ment quel que 
soit l 'argument  de t. De plus, ce sera une fonction uniforme de t. Ce 
sera donc une fonction holomorphe de t dans le voisinage de t ~-o.  Donc 
L~ pourra se d6velopper en s6rie convergente suivant les puissances de t. 

C. Q. F. D. 

Ce raisonnement suppose implicitement que fl~ est positif et plus 
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grand que n, puisque ce n'est que dans ce eas que l'int6grale J~ est finie 
et appartient ~ l '6quation (I) quand on la prend le long de la droite 
dont nous nous sommes servis et qui aboutit au point ai. Si cela n'avait 
pas lieu, on remplacerait cctte droite par un contour ferm6, analogue au 
contour ki du paragraphe pr6c6dent et form6 d'un petit cercle et d 'une 
droite parcourue deux lois en sens contraire. Cette droite devra avoir 
l 'argument eo + ~r, oJ 6tant celui de x. Le raisonnement serait du reste 
absolument le mSme. 

Il faut observer encore que dans le raisonnement qui prdcMe nous 
n'avons pax 5t6 oblig6s de nous appuyer sur ce fait que vi Stair une 
intSgrale d'une 5quation lin6aire, ou plut6t nous ne nous en sommes 
servis que pour 6tablir l 'existence des trois hombres positifs b, c et h 
tels que 

Iv, I < . . . .  " si > h. 

En d'autres termes nous avons eu seulement ~ supposer que la d6riv~e 
logarithmique de v~ tend uniformdment vcrs une limite finie quand z 
croit ind6finimcnt avec un argument  donn6. 

Soit done une fonction entiSre que lconque  ~(z) jouissant de cette 
propri6t6. Soit 

~(z) = Co + C~z + C~z ~ + . . . .  

Nous supposons que quand z eroit ind~finiment avee un argument donn6, 
la d6riv(~e logarithmique de f, tend vers une limite finie et d6termin~e, 
qui peut d'ailleurs varlet quand l 'argument de z varie. 

Formons l'int6grale 

prise le long d'une droite partant du point o et s'6tendant ind6finiment 
avec l argument ~o + ,% ~o 6t ant l ' a rgument  de x. 

J sera repr6sent6 asymptotiquement par la s6rie 

_ 2 C , ~  C,,]~z r +T,~ + 
~ .  3~ 2 " �9 . 

D'aprSs le raisonnement pr6c6dent, eette s6rie devra converger pour les 
grandes valeurs de x. Done: 
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tend vers une limite finic quand n crolt ind6finiment. Cctte propri6t6 
appartient ~ toutes les fonctions enti6res g(z) qui satisfont k la condition 
6nonc6e plus haut. 

Ce r6sultat dolt 6tre rapproch6 de celui que j'ai obtenu dans une 
note intitul6e: Sur les fonctions enti~res ( B u l l e t i n  de la Soc i6 t6  Ma- 
t h 6 m a t i q u e  de F r ance ,  T. I I ,  1883, n ~ 4, P. 136--144). 

De cette analyse, il suit que pour qu'une s6rie normale converge, 
il f a u t  et il suffit que l'int6grale v~ qui lui correspond dans la trans- 
form6e de LAPI~AC~ soit 6gale k une fonction holomorphe multipli6e par 
une puissance de z - - a t .  

Mats il convient d'ajouter que nous avons laiss6 de c6t6 le cas o~l 
v~ contient des logarithmes et oh fl~ est entier. 

Soit done: 
v~=v~ + w~ log (z - -  ai) 

v~ sera holomorphe ou m6romorphe dans le voisinage du point z = a~. 

S'il est m6romorphe, nous 6erirons: 

G2 er 
. . . . . . .  a,  + (~ --~,,)~ + " " " + (z - -  ~d"" V i = V i + W i = V~ @ z - - a i  

Quant k w" nous l'dcrirons 

= c; + + c ; ( z -  a,) + . . . .  

N-ous a u r o n s  a l o r s :  

La premi;~re int6grale est nulle; la seconde est 6gale 'k eOiX multipli6 
par un polyn6me entier de degr6 r ~  i e n  x; quant k la trolsi&me elle 
est repr6sent6e asymptotiquement par la s6rie 

e " i : 2 i r , ( C ' o l ' ( l ) x - '  n L C , F ( 2 ) x - :  -Jr- C:r(3)x-: + ...). 

P o u r  que cette s6rie soi t  convergente,  i l  f au t  d v i d c l n m e n t  que 

et par cons6quent que w~ soit une fonclion holomorphe dans tout le plan, 
v~ pouvant d'ailleurs 6tre quelconque. 
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Cette condition est d'ailleurs suffissante; on a en effet, quel que soit 
1'argument de z 

La premi6re intdgrale dtant 6gale g e"~ * multipli6 par un polyn6me entier 
en x,  nous n'avons pas k nous .e  n oeeuper. Quan t  k la seconde, si w{ 
est holomorphe dans tout le plan, elle sera toujours repr&ent6e asymp- 
totiquement par l a  m&ne sdrie normale, et si on fait varier l 'ai 'gument 
de x, elle reprdsentera une m6me fonetion de x, uniforme et continue. 
En raisonnant encore eomme plus baut, on verrait done que la sdrie 
normale  correspondante dolt 6tre eonvergente. 

C. Q. F. D. 

Si fl~ est entier positif sans qu ' i l  y ait de logarithme dans v~, ce qui 
exige que 

alors la condition ndcessaire et suffisante pour  que la sdrie normale cor- 
respondante converge, c'est que v, soit holomorphe dans tout le plan. 

Si enfin fl, est enticr n6gatif sans qu'il y ait de logarithme dans vi, 
la s6rie normale corrcspondante convergera toujours, ear elle se r6duira 
k un polyn6me entier multipli6 par une exponentielle. 

J 'ai  peu de chose g ajouter sur le cas o'h deux points singuliers 
simples a~ et aj se confondent en un seul point singulier double a~. Si 
lcs int6grales sont irr6guli6res, il n 'y a pas de s6rie normale et nous 
devons laisser ce cas de c6t6. Si lcs intdgrales sont rdguli&es, il y a une 
6quation ddterminante qui aura pour racines 

O, I ,  2 ,  . . .  , I l l -  3 '  /9i '  / ~ "  

Si /9/ et fl~ ne diff6rent pas d'un cutler, il n 'y  a rien k changer k ce 
qui pr6c6de; si f l i e t  fi~ diff6rent d'un entier, il arrivera en g6n6ral qu'une 
intdgrale v~ sera de la forme suivante: 

+ r log(z-- <)] 

F et ~' &ant bolomorphes dans le volsinage du point z = a~. Pour que 
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la sdrie normale eorrespondante converge, il flint et il suflit que f e t  ~' 
soient holomorphes dans tout le plan. 

Consid6rons maintenant une 6quation (x) et st~ transformde (3); sup- 
I)OSons que eette dernidre n'ait  que des points singuliers simplts et qu'aucun 
des fl,/ ne soit entier. Alors nous aurons n s6ries norinales k chacune 
desquelles correspondra une fonetion: 

~ holomorphe pour z -  ai. 
Une sdrie normale sera convergente si la fonction F~ correspondante 

est une fonttion entidre; l 'dquation (I) aurq prdeisdment autant  d'intdgrales 
normales que l'6quation (3) au ra  d'intdgrales 6gales h une fonction entidre 
multiplide par une puissance de z a. 

A une marne intdgrale de (3) ne pourront pas correspondre plusieurs 
intdgrales normales de (1). II n'en sera plus de m~me si plusieurs des 
/~ sont entiers et s'il y a des logarithmes. Supposons par excmple qua 
l'on air pour une int6grale de (3): 

1,) 

et, 0 6tant holomorphes dans tout le plan et g 6t.ant holomorphe dans 
le voisinage des points a et b, mais d'ailleurs queleonques. 

Les deux int6grales 

. f  ,,,e e t  . ] ? i  e "" t z  

k h 

(k et Id 6tant deux contours analogues h k i e t  enveloppant le premier le 
point a. le second le point, b) seront deux int6grales normales de l'6qua- 
tion (I). 

Envisageons pal" exemple l'6quation suivante: 

x 'z y 
(l~ .2 

dont la transformde de LAPLACE sera: 

(3') ( z ~ - - a ) ~ +  4Zd~z+ ( 2 - - f l ) v = o .  

Acta mathematica, 8. Impr im~ le 11 Aofl~ 1886, 41 
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C'est une 6quation hypergdom6trique, dont lea points singuliers sont 

avee (lea 6quations ddterminantes, dont lea points singuliers sont respee- 
tivement: 

3 + r 
4 - -  

Pour que dans le voisinage du point singulier a par exemple, une 
int~grale prenne la. forme: 

r + c" log (z - -  a) 

V 6rant holomorphe dans tout le plan, il faut. que l'une des raeines de 
l'6quation d6terminante relative au point z = oo soit entidre. Cela n'ar- 
rive que si 

+ ,) 

n 6tant entier. Supposons done f l =  n ( n - 4 - i ) ,  alors l'Squation (3') 
admet pour int6grale un polyn6me entier P en z. Une seeonde intSgrale 
sera, de la forme: 

v = P l o g Z - - a - ] -  O 
7.-I-(2 

Q 6tant m~romorphe dans le voisinage des points z = ~, z = - - a .  Done 
l ' int6grale: 

prise sueeessivement le long de deux contours analogues fi k~ et envelop- 
pant respeetivement le point z = a et le point z = - - a ,  nous donnera 
deux int6gvales normales de l'~quation (I). Nous retrouvons ainsi un 
%sultat  donnd autrefois par LIouw,mE et qui, depuia tes t ravaux de M. 
HALPIIEN, n'est plua qu'un eas partieulier d'une t h6orie plus g6ndrale. 

Comme seeond exemple, noua ehoisirons l equ'ttaon suivante ton- 
siddr(~e par M. HALPHEN (S~tr ltt rdduction des dqualions lindaires aux flor~nes 
intdqrables, p. I8o) 

I ")  
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F o r m o n s  la t ransform6e  de LaH~acl,:, il v iendra :  
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(3") 
(Z a ~- m ~  d'~ v 2 d~ v dv  

- -  d z .  ~ -  Z - -  (8  2~'~ ~) = O. + g z  + ( ~ 9 - - n ~ )  + v  - -  
t r i p  2 dz 

Posons 
I 

2 

et soit j une racine eub ique  de l 'unit& 

Les points  s ingul iers  s e ron t :  

~, aj,  a j  ~ et c~. 

Les racines de l '6quat ion  d6 te rminan te  seront  p o u r  les points  s ingul iers  

~ dis tance finie: 
I~ O et - - - I .  

P o u r  le point  s ingul ie r  ~ elles se ront  donn6es par :  

p ( p -  ,)(,o - -  ~) + 9 , 0 @ -  1) + (~9 - - r ~ T ,  + 8 - -  ~,,~ = o 

OH 
" n'),o + 8 - -  2 u ~ o. /9 + 6, O~ -t- ( I2 ~ " ' -= 

Cette 6quat ion  ad lne t  la racine 2 ;  en la faisant  disparai t re ,  il reste: 

p" -t- 4/) -4- 4 -  n~ = o 

don t  les racines sont - -  2 + n. 

Dans le vois inage du  poin t  z = a, l in tdg ta le  l oga r i t hmique  v peu t  
se lue t t re  sous la fo rme:  

r + r ~og (z - -  ~) 

&ant  m 6 r o m o r p h e  et ~ h o l o m o r p h e  dans le domaine  de ce point.  

P o u r  que la sdr ie  no rma le  cor respondante  converge,  it f au t  et il 

suffit que ~ soit h o l o m o r p h e  dans tou t  I t  plan.  Alors ~ dolt  correspon- 

dre bo la racine - - 2  ,-!-n de la t roisi&ne 6quat ion  dd te rminan te  et dtre 

un p o l y n d m e  ent ier  de deg% n - - 2 .  I1 f au t  qlors que n soit entier.  

De plus  r doi t  6tre une  in t6grale  de l '6quat ion  (3). 

D 'a i l leurs  tou t  se passe de m&ne  dans le voisinage des points  z = aj, 

z = ~]'~, de sorte que,  pour  que l '6quat ion (I) adme t t e  une  in tdgrale  nor- 
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male, il faut que 
entier. 

Posons done: 

il viendra: 

I t .  Polneard.  

l'Squation (3) admette eomme intSgrale un polyn6me 

= ~2Aiz ~ 

O~ I~ I ; 

2 2 ~, 2 ~t~ 

3 '  3 + 3  ' 3 3 

O, - ,  - ;  
3 3 

(~ "4- 2)( t  "Jl- ~ -If_ 2 ) ( i -  I~ "-t- 2) Ai  = ~ : ~ / ( i - -  I ) ( i - -  2) ,Ai+ 3. 

Nous prendrons le polyn6me de degr6 n - - 2 ;  nous prendrons: 

i ~_ n - -  2 ( , n o d  3)  

et eette ~quation nous permettra de caleuler par rdeurrenee tousles  eoof- 
ficients du polyn6me ~, 'X moins que l 'un des facteurs 

i +  2, i + ' n +  2, i - - n +  2 

ne s'annule, ee qui ne pourra, avoir lieu puisque 

i > o, i < n - -  2. 

Done il existera toujours s i n  est entier et plus grand que 2 un poly- 
ndme entier safisfaisant k l'~quation (3). 

Pour aller plus loin, posons z ~ =  t; l'6quation (3) deviendra: 

7 (t - -  ~ ~) t ~ ~z~ ~ ~) ~l~ ~' ~l 

'2d~v de , ~, dv 
-t- 8~t c-T[~-t-- 54tilt + 3 t ( i 9 - - - n ) c ~ [ -  t- ( 8 ~ 2 n ~ ) v  ~ o. 

11 n'y a plus q u e  trois points singuliers: 

o, I, et oc 

et les racines des 6Cluations d6terminantes sont respeetivement 
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Supposons que n ne soit pas divisible par 3 et pour  fixer davantage les 

id6es soit 
~?,--~- I ( I n o d  g ) .  

Soient X, Y, Z trois int6grales de l '6quation en t ,  la seconde se r6duisant  

~ r  Je ehoisirai ces trois intdgrales de telle faqon que quand le point  

t tournera au tour  du point o, elles subissent la substitution lindaire: 

I 0 0 

o j o o 

0 0 ]"~ 

Quand on tournera au tour  du point  I, nos int6grales subiront  la 

substi tution lin6aire: 
a b c ! Z 

t i 
O I O i .  

I 

~t' b '  C' 

Les racines de l '6quation d&erminante  6tant o, I e t -  t ;  on devra 

avoir identiquenlent  par' rappor t  '~r S: 

a - -  S b c 

o ~ - - S  o 

a' b' c ' ~  S 

(~ - - 8 )  :~. 

De plus eomme une seule intdgrale est logar i thmique,  il faut  que: 

a b '  - -  b ~ '  - =  b ' ;  cb '  - -  c ' b  - -  b .  

Quand le point  t dderira un contour  de rayon tr~s grand,  les trois intd- 

grales subiront  la subst i tut ion lin6aire: 

a by" cj ~ 

o j o 

a' b)" @'~ 

Mais en ce qui concerne le point  t = c~, les racines de l '6quation d6ter- 
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2 
minante sont 

3 3 
I 2 

e~tiers pros, k o7 - et - .  
3 3 

(t --0 S 

t t '  

H .  P o i n c a r d .  

~ - - 2  - - -  ~ - -  2 

3 
et par cons6quent sont 6gales, (~ des 

I1 en r&ulte que l'on a identiqucment:  

by" r 

j - - S  o S 
b j  c']'" 

...... I - - -  t~ 13, 

Ces conditions suffisant pour montrer que 

(~ - - -  C ~ I ~  a ' c  ---~ 0 

eeci nous conduirait aux hypothi~ses suivantes: 

I ~ i t '  - - -  C - - -  0 

2 ~ ~t' ~ 1 7 C - ~  O ,  b = O 

,~o b p o C ~ I~ (b' ---- O~ - =  O .  

Los deux dernidres hypothSses sont inacccptal)les, car elles conduiraient 
~t admcttre que l'6quation (3") a uric scconde int6grale holomorphe dans 
tout le phm et qui ne pourrait dtre qu'un polyn6me entier. Or cela est 
manifestement impossible. 

Nous devons done adopter la premidre hypoth&e, et nous pouvons 
conciure que l'&tuation (3") a une int6grale de la forme: 

6tant le polyn6me d6fini plus haut et M &ant m6romorphe dans tout 
le plan. 

On arriverait au m~ine r6sultat si on avait 

2 (,,,od 3). 

On conelut de lit que l 'int6grale: 

f v e  : z  (,t~ 

prise successivelnent le long de trois contours 'malogues k k~ et envelop- 
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pant respectivement le point a, le point q]" et le point ~'~ nous fournira 
trois intSgrales normales de l '6quation (I). 

Si /~,: est entier n6gatif et si l'intSgr'fle v~ eorrespondante n'est pax 
logarithmique, l 'int~grale 4 eorrespondante sera toujours normale. Re- 
prenor.s par exemple les 6quations (I") et (3") et faisons-y ~ - =  I. La 
thdorie prdc6dente semble alors en ddfaut, car l '6quation (3") n'admet 
plus comme int6grMe un polyn6me entier. L'intdgrale gdn6rale de l'6qua- 
tion (3") est alors: 

A, B e t  U 6tant des constantes arbitraires. Nous n'avons plus alors ni 
int6grale entidre, ni int~grale logarithmique, mais les intdgrales sont m6ro- 
morphes dans le voisinage des trois points singuliers. L'6quation (I") 
dolt done encore admettre trois int6grales normales, ee qu'il est d'ailleurs 
ais6 de vdrifier. 

~" 'Cr Dans le cas oh /~r esg entier positif, et oi~ 1 mte~rale v~ n'est pas 
logarithmique, nne mdme int6grale de (3), holomorphe darts tout le plan, 
peut fournir plusieurs int6grales normales de (i). Ainsi si l '6quation (3) 
admet une intdgrale holomorphe clans toul; le plan et s 'annuhmt 'finsi 
que ses + ~ -  I premi6res d6rivdes en k points diff6rents (qui doivent ~tre 
alors des points b~ a.pparenee singuli6re), l '6quation (I) admettra Ic int6- 
grales normales. 

Dans les exemples que nous avons considdr6s plus haut  (6quations 
(I') et (I") les transform6es de LAH:ACF (3') et (3") avaient routes 
leurs intdgrales r6guli6res. Cela arrivera toutes les fois que P~ s e r a  
de degr6 ~, et divisible par x ", P,,_~ divisible par 'z "-1, /)~_~ divisible par 
S'-~, " . ' ,  P1 divisible par x. 

Supposons que l '6quation (I) satisfasse h, ces conditions. Alors l'~qua- 
tion (3) aura routes ses intdgrales r6guli6res t 'mt k distance finie que dans 
le domaine du point z = o,v,. Si done elle admet une int6grale 6gale 

une fonction enti6re multipli6e par une puissance de z - - a ~ ,  eette fone- 
tion entib, re ne pourr:~ 6tre qu'un polyn6me. 

D'ofl, cette conclusion, que si l '6quation (I) satisfait aux conditions 
6none6es, une s6rie norlnale ne pourra eonverger qu'b~ la condition d'etre 
limit6e. 
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I1 est aid6 de former des 6quationd admcttant  un h o m b r e  ddtermind 

d'intdgralcs normales, 
Soit une 5quation lindaire: 

O d'~, 8 "-1 ,,. d~,, 
,, ~ + O,,-, ,,~" "--~ + . . .  + O, ~ + Q,,u = o 

oh les polyn6mes 0, sont de degr5 m < n. Cette ~quation admettra 

n - - m  int~grales holomorphes dans tout  le plan. Posons ensuite 

= ~ ( ~  - -  ~)~. 

Alord v satisfera aussi g une 6quation lin6a.ire (3'") facile '~. forlner. I,a 

t ransformSe de LAPLACE de (3'") aura alors 6videmment ~'~--m intdgrales 

normales. 

w 5. C a s  d u  s e c o n d  O r d r e .  

Nous allons chercher maintenant h dtendre an cas gdndral led %- 

sultats qui n'ont dt6 jusqu'ici obtenus qu'en suppodant que routes les 
s6ries normales sont du I ~ ordre et par  eonsfquent que tous les poly- 

n6mes P sont de degrS, dgal oll inf6rieur h, celui de P , .  
Considdrons une 6quation: 

~ - 1  
(~) t,,,,~ ,~ __ ,7, ~j ~ j  (~" + F,~_, ~ + . . .  + P, ~ + P0y = o 

oh les degr& des polyn6mes P~ vont en croissant, mais de la manii~re 

suivante: P .  sera par exemple de degr~ m; P,_~ scra de degr~ m-4- t 

�9 m plus; P,,-2 de dcgr6 m q - 2  an plus; . . .  ; /'1 de degr6 m + n - - I  
au plus, et P0 de degr6 m q - n  au plus. 11 arrivera tdors en g6n6ral 

que l'6quation (I) admettra  n s6ries normales du 2 a ordre: 

, ~ , ( ~ ) ,  r , ( ~ ) ,  . , , < , ( ~ )  
On aura d'ailleurs: 

, \ x /  

6t, ant ordonn~e suivant los puissances croissantes de ; ,  maid 

g6n6ralement~ divergentes. 
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Soit y = f(x) une intdgrale quelconque de l '6quation (r). Posons: 

= r ( x ) r ( -  

I1 est ais6 de voir que u satisfait "~ une 6quation lin6aire d'ordre n'2: 

d"~u d '*~-1 ~ du 

oh les coefficients Q sont des polyn6mes entiers en x. 
Cette dquation admettra  les n:  sdries normales suivantes: 

. . . ,  

�9 �9 , �9 ~ ~ �9 . . 

qui sont toutes du 2 a ordre. Done lcs degr6s des polyn6mes Q iront en 

croiss'mt de telle faqon que le degr6 de Q,,~--h ne puisse ddpasser celui 
de Q,,2 de plus de h unit6s. 

De plus cette dquation (2), d'ap%s son mode de formation, ne devra 
pas changer quand on changera x en x; d'ofl il %sulte qu'un mdme 
polyn6me Q ne pourra contenir que des puissances de x d'une m6me 
paritd. Chacun des polyn6mes Q sera ou une fonetion paire ou une fonc- 
tion impaire; si Q,,2 est pair, Q,,-1 sera impair, Q,,~-2 sera pair e~ ainsi 

de suite; ce sera le contraire si Q~ est impair. 
Posons maintenant:  

x ~ - t 
nous aurons: 

d,~" E ]p q 2q p"  " dtq 

L'dquation (2) qu'on peut dcrire: 

d, P u 
E Qp dxp o, 

deviendra done: 
P_ d% 

Aeta mathematica 8. Impr im6  le 10 Aoflt 1886. 

- - 0  

42 
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�9 ou bien : 

H. Poincard. 

dqu 
--./ R q  - -  o 

dt  ~ 

les Rq 6tant des polynSmes d6finis par la mani6re suivante: 

"~q ~-- (")x)2q--P I p q[2q --" ~0 ( p~q ;p=2q;p=n ' - )  

Nous aurons en particulier: 

Soit m l e  degrd de Qn5 eelui de Qp sera au plus dgal k m + n 2 - - p .  
Le degrd de R.~ (en x) sera 6gal g m d- n =. Le degr6 de Qp(ex) '-'q-~ 
sera au plus 6gal g m d- n = d- 2 q ~ _ p , ~  � 9  si l 'on observe que q ~ p  
est au plus 6gal g o, on verra que le degrd de Op(2x) ~q p et par eonsd- 
quent eelui de Rq est au plus 6gal g m d - n  ~. 

Donc le degr6 d'un queleonque des polynSmes /~ est au plus 6gal 
au degr6 de R.=. 

Nous pouvons toujours supposer que m d - n  = est pair. Car si eela 
n'6tait pas nous multiplierions l '6quation (2) par x, augmentant  ainsi m 
d'une unit6. Alors Q.= sera une fonetion paire ou impaire selon que m 
sera pair ou impair, et par eonsdquent selon que n = sera pair ou impair. 
De plus les polyn6mes O~ devront ~tre alternativement des fonetions 
paires ou impaires, d'ofl il suit que Op(2X) ~q'-p et  par consSquent /~q est 
toujours pair. 

Si donc on remplace x: par t, /~q est un polyn6me entier en t. 
L'dquation (3) eat alors une 6quation de m~me forme que (~), mais 

qui sera de rang I e t  non plus de rang 2, pour employer l'expression 
du paragraphe 2. 

Soit par exemple l'6quation: 

(,3 
d~y  

(z  + t ) y  - o. 

Soit Yl ce qu'on obtient en changeant x en - - x  dans y; on aura: 

d 2y 1 

x ( x  - -  i ) y ,  - o ,  
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Soit u-= yy~; nous d6signerons par y, y[, u', y", etc. les d6riv6es succes- 
sives de y, Yl et u. On obtiendra en tenant compte des 6quations diff6- 
rentielles: 

U ~ YYl  

u' = y'y, @ yy', 

(5') u " =  ~x'yy, + 2y'y', 

2 , 
u '~'--= 4xyy~ + (4x~--[ - :)yy',  -q- (4 x 2 -  ~)yy~ 

u ' V = - ( S x 4 . q - 4 - - - ~ ) y y ~ . - [ - ( , 2 x - ~ ) y y ~ - } - 2 - 1  - 2 ' 

En 61iminant entre ces cinq dquations (5') les quatrc quantitds 
yyl, y'y~, yy'~, y'y~, on arrive ~ l '6quation: 

(2') x ~ -}- x ~ 4 x4 dz-----~z I 6x 3 dzz 

I1 est ais6 de vdrifier que cette 6quation est de rang 2. 
On trouve ensuite: 

R ~ -  Q 4 ( 2 x ) ' -  i6x 6 

n j - Q , ( 2 x )  ~. ~2 + Q~(2x)  ~ -  5 6 ~  4 

R 2 - -  Q , . I 2  "4- Q ~ ( 2 x ) . 6  --]- Q~(2x) ~ -  i 6 x  ~ -}- 24  x~ 

R 1 --  Q~. 2 -4- 0 1 ( 2 x ) -  4ox 4 

Ro - -  Q0 - 8 z  ~ + 4 

d'oh enfin l'6quation: 

d4u ~ dSu d~n 
(3') 4 t a ~  -4- I4t ~p (4 ta -t- 6 t ) ~  ,or 2 - -  ( 2 t  - -  i ) , . t  - -  o 

qui, comme on le voit est de rang i. 
L'int6gration de l'6quation (I) est ainsi ramende g eelle de l '6quation 

(3) qui est de rang I. On formera donc la transform6e de LA~'LACr (4) 
de cette 6quation (3) et on obtiendra ainsi u sous la forme d'une int6- 
grale d6finie. 
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Cominent lorsqu'on connaitra u pourra-t-on Obtenir y?  

Appelons yl ee que devient y quand on y change x en - - x .  

trouvera n 2 +  I dquations de la forme suivante: 
On 

(5) d~ '~  F d~'q ~fl=o,/a=0'l'?'...,n--111, ~," . . . .  *z 
d x  a ~--'I?Z afl)" ~.~fl d X  7 \y=O,  l , ? , . . . , n - - 1 /  

I)ans ces 6quations T'~.~ r ddsigne une sdrie de fonetions ratiovnelles en x. 
d ~ 

D'ailleurs naturel lement  ~ repr~sente u. Ces ~quations sont ana- 

logues aux dquations (5') derites plus haut. 

Si l'on 6limine par un d6terminant,  entre ces n ~ n  L I ~quations les 
n ~ produits 

(6) 
d J  dx r 

on obtiendra, l 'dquation (2). Ne retenons plus maintenant  que les n:  

premi6res 6quations (5), eelles oh l 'on a pour r sueeessivement les valeurs: 

~ O~ I~ 2y . . , ~ ) ~ 2  I .  

On pourra  alors %soudre les n 2 6quations par rapport aux n:  produits 

(6) (comine s i c e s  n 2 produits 6talent des variables ind@endantes )pourvu  

toutefois que le ddterminant eorrespondant ne soit pas nul, ee que nous 
supposerons. Nous nous %servons d'ailleurs de revenir plus loin sur le 
cas part iculier  o(t ee d~terminant est nul. 

On tirera en partieulier:  
dy 

YYl et Y~ cTx 

sous la forme suivante: 

d~ d 2u d "~-1 ~ 

dff r + _, du  00' d " ~ - ~  
Yl ~ = (1), d x  "-}- " ' "  + "~ - '  d x  "~ - '  

ee qui donnera enfin: 

y d x  - -  d p u 
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Si u est connu, cette 6quation donnera y par une simple quadrature.  

On peut d'ailleurs obtenir ce %sultat  d 'une infinit6 de mani6res; 
en calculant:  

d~Y~- et d~.l d ~ y ,  
Y d x  ~ d z  d x  ~ "  

II n 'arrivera pas que toutes ces quantitds soient nulles ~ la fois. 

Voyons mail~tenant ce qu'il  faudrai t  faire si le ddterminant &ait 

nul et si par  cons6quent on ne pouvait  pas r6soudre les 6quations (5) 
par rapport  aux n: produits (6). 

Pour  le voir, faisons n = 2 et 6crivons les 6quations (5) en reprenant  

la notation de LAGRA~GE 

u' = Y'Yl + YY; 
(5") U " =  Ayy, + Byyi + Cy'y, + Dy'yi 

u'" = A'yy~ -I- B'yyi + C'y'y~ + D'y'yi 

A ,  B ,  C, D,  A', B', C/, D' seront des fonctions rationnelles de x telles 

que le ddterminant  
I O O O 

o I I o 

A B C D 

A'  B' C' D' 

soit nul. Nous supposerons toutefois que les mineurs du 1 er ordre ne 

soient pas tous nuls ~ la lois. Nous pourrons alors ~crire: 

yy' ~- u 

YYl = au + fla' + yu" + 3u" + ~y'y; 

Y'Yl = a'u -t- fl'u' + r'u" -4- 3'u"' n t- s'y'y; 

a, fl, y, etc. 5t~nt rationnels en x. En faisant le produit  des deux der- 

ni6res 6quations et en y remplagant  YYl par u, on obtient une 6quation 
du second deg% en y'y'~. I1 en %sulte que y'y[ et par cons6qucnt yy~, 

i 

yy; , '~ Y yy l  et enfin - sont des fonctions a|g6briques de x, u, u', u" et u'". 
Y 
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Toutes les lois donc que le d6terminant:  

sera nul, l 'expression 

fl~O~l,2,..., n-~l) 
y~O, 1,2, ...~ n - - l /  

(2) 

on devra avoir 
k - - h =  une constante (rood p). 

En mult ipl iant  l '6quation par une puissance convenablement choisie 

de x, on aura alors: 
k ~ h (rood p). 

Faisons maintcnant  
X P = - t .  

L'6quation (2) deviendra par ce changement de variable 

(3) o 
dt ~ 

dy 
ydx 

sera non plus une fonction rationnelle, mais une fonction algdbrique de 

x, de u et de ces ddriv6es. Donc quand on connaitr~ u ,  oil en ddduira 

y par une simple quadrature.  

I1 est facile maintenant  d'6tendre au cas gdn@al ce que nous venons 

de dir t  des dquations de rang 2. Supposons que (I) soit une 6 q u a t i o n  

de rang p et soit satisfaite par n s6ries normales d'ordre p. Soit: 

y = f ( x )  

une int6grale quelconque de l 'dquation (i). Posons: 

u -= f ( a P - ' x )  

a 6tant une des racines peS primitives de l 'unit& 

I1 arrivera alors que u satisfera g une 6quati0n diff6rentielle lin&firc 

(2) de rang p e t  d'ordre n p dont les coefficients seront des polyn6mes en 

x. L'dquation ne devra pas changer si l'on change x en ax. ]l en r6- 
sulte que si l'on 6crit cette ~quation sous la forme: 
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les Rq 6tant des polyn6mes entiers en t. Cette 6quation ( 3 ) s e r a  de 
rang i. 

Supposons qu'on en tire u;  comment obtiendra-t-on y? On obtiendra 
n p + i 6quations 

d %  Z F~4r... ~ d~y d'/ y, d yp_~ 
( 5 )  d ~  ~ d J  d ~  ~ " ' "  d ~  ~ 

�9 �9 . • P  ~ . . �9 ~ I ) .  (a o ,  i ,  2,  , ; f l ,  r ,  . . . ,  ~ o ,  i ,  2,  , n 

Dans ces 6quations les F sont des fonctions rationnelles de x et yq d6signe 
la foncfion f (aqx) .  

Des n v premieres ~quations (5) on tirera les n p produits: 

dfly dry d 'yp--1 

dx z dx z dx ~ 

Si on eonsid0re en effet ees n '  produits eomme des variables ind6pen- 

dantes, les % premieres dquations (5) seront lindaires par rapport s ees 
n '  variables. O n  pourra done les %soudre, pourvu que leur d6terminant 
ne soit pas nul. 

On obtiendra ainsi: 

dq~ 
yj, t#2 . . . yp__, = Z ~Pq dzq 

. . . = Z 
q dovq 

les ~ 6tant rationnelles en x. On en tirera: 

( q ~ O ~  1 , 2  . . . . .  W ' - -  1 )  

g / q  

du Z ~; d~ ~ 
ydx d %  

Cq dxq 

d e  sorte que la ddrivde logarithmique de y est une fonction rationnelle 
de x, de u et de ses ddriv6es. 

Si le d6terminant des 6quations (5) 6tait nul,  cette d6riv6e loga- 
r l thmique ne serait plus une fonction rationnelle, mais algdbrique de z ,  
de u et de ses ddri%es. 

Dans tous les cas, si l'on suppose u connu, y s 'obtiendra par une 
simple quadrature.  
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6. G ~ n d r a l i s a t i o n  des  w167 3 et 4. 

Quelle est la condition pour que l 'dquation (~) envisagde dans le 
paragraphe pr6cddent, ait une intdgrale normale, c'est k dire pour que 
l 'une des sdries normales qui y satisfont converge? 

Supposons pour fixer les id6es que cette dquation 

(i) p d"y d'-I  Y -PoY 
~ ,  + p,,_~ d .--- T + . . .  + = o 

soit de rang 2 et soit 

une sdrie normale qui y satisfi~sse; nous allons chercher la condition pour 
que cette s6rie converge. Si elle converge, il en sera de m~me de 

ou encore du produit: 

oh l'on a pos~.: 

e"X~'--bx ~ ( X ) 

t==x" .  

Mais cette s6rie normale S qui est du 1 ~ ordre, satisfcrtt formelle- 

ment k l '6quation: 

(3) ~D, ~ '~ -  o 
dt q 

que l'on formera comtne dans le paragraphe pr6c6dent, en appelant ~i 
ce que devient y quand on change x en - - x ,  et en faisant u = y y l  et 

t - - x ' .  
Mais cette 6quation (3) est de rang i ;  pour qu'elle admette une 

int6grale normale, il faut donc et il suffit que sa transformde de LA- 
1 ~LAeF~ (4) admette une ini6grale de la forme suivante: 

G(z) 6rant une fonction enti6re de z. 
Cette condition est donc aussi n6cessaire pour que l'6quation (I) ait 

une int6grale normale. 
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Je dis qu'elle est 6galemcnt suffisnnte. Snpposons en ('fret qu'eile 
soit remplic; alors on pourra trouver une intdgrale de l'6quation (3)qui  
soit de la forme: 

(6) u = e ' " ' t a g ( / )  ---- e~~x'-U~(x~) 

I 
g d&ignant une fonction holomorphe cn ~ pour t ----co.  

Nous avons vu an parngr~phe pr&'~dent qu'en supposant que le d6- 
terminant  des 6quations (5) ne soit pns nul, on aura: 

Y &  = ~ .  (#q d qu  
dx q 

~X, ' dq'~*' 

les ~ e t l e s  ~' 4tunt rationnels en x. Si dans ces dquations nous rem- 
plagons u par sa valeur (6), puis que nous les divisions l'une par l'autre, 
il vient: 

d y  d e 
ydx 2ax + b + C + - - + ~  + 

Car on volt ais6ment que: 
(~q q~b 

E dq , ,  

peut se dSve]opper cn s&ie suivant ]es puissances croissantes de i .  
x 

On en d6duit aisdment: 

y = 

r 6tant une s6rie convergente ordonn6e suivant les puissances croissantes 

de i .  La condition 6nonc6e p|us haut  comme n&essaire est donc aussi 
ffi 

suffisante. 
Elle l'est encore si le d6terminant des ~quations ( 5 ) e s t  nul. | l  

arrive alors que l'on a: 

dy __ F x, u, 
y d *  -~z ' " " " ' a,x" ,,~-~1/ 

Acta mathematica. 8. I m p r i m ~  le 17 Aohg 1886. 4 3  
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F ~tant l 'algorithme d'une fonction algSbrique. De plus la fonction F 

du  d "~-1 q~ 
est homogSne et de degr~ o par rapport '~ u, d~x' "" ' dx ,~-~ 

Si done on y remplace u par son expression (6), l 'exponentielle e 70~." 
qui entre dans cette expression disparsltra, ce qui montre qu'ap%s cettc 
substitution le point X = oc sera pour la fonction F (qui ne d@end 
plus maintenant que de x puisqu'on a remplac4 u par une fonction 
connue de x) un point singulier algSbrique. 

On pourra done ddveloppcr F suivant los puissances dderoissantes 
(enti~res ou fractionnaires) de x. Si Yon n'a que des puissances enti/+res, 
il viendra 

dy  _ c nt = y d x  2 a x  -J- D 2 I- ~v " ' "  

et on retombera sur lc cas prScSdent. Si au contraire on avait des 
puissances fractionnaires, on t rouve ra i t  

y = e x ~ r  - ; )  

6tant l 'algorithme d'un polyn6me entier et r celui d'une fonction ho- 
lomorphe. 

L'6quation (I) devrait donc ~tre satisfaite par une s~rie anormale, 
ce que nous n'avons pas suppos6. 

On dolt donc conclurc que la condition dnoncde est dans t o u s l e s  
cas ndcessaire et suffisante pour qu'une dquation de rang 2 ait une in- 
16grale normale et on verrait de lu mOne mani6re qu'il e n e s t  de mfime 
pour une 6quation de rang quelconque. 

Supposons maintenant que la sdrie normale que nous envisageons et 
qui satisfait k l '6quation (l) ne soit pas convergente. Soit: 

S = 

eette ~eme normale divergente; formons la sSrie: 

et multiplions ces deux s6ries membre ~ membre, nous tronverons: 

s '  = s s ,  = e'-o't  ,fi) 
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et S'  scra uric sdrie normale du I ~ ordre en t r qui satisfera formellement 
k l '6quation (3) qui est de rang x. Cette s6rie S' repr6sentera alors 
asymptotiquement une certaine int6grale u de cette dquation d'apr6s ee 
que nous avons d6montr6 au w 3. 

Si l'on pose ensuite: 
d q u 

' ! ldx  ~_. dq u 

(les ( P e t  les (P' ayant  m~me signification que plus haut) y sera une 
int~grale de l '6quation (i). 

Je dis que y sera repr&ent6 asymptotiquen~ent par la s6rie S. 
En effct, on pourra former d'apr6s les r6gles ordinaircs du calcul, 

les s6ries suivantes: 
d q S' E (b' dq- S ct Er 

q d x q  d ~  ~ " 

On obtiendra ainsi deux s6rics divergentes qui repr6senteront asymptotique- 
ment 

dlX u E (P'~ d~ u ct E (l~ �9 
d x  q d ~  q 

Cela dcmande un mot d'explication; pour 6tablir les 6galit6s asymp- 
totiqucs: 

(7) Z (P; d :  (P'~ ~ ;  d,  ~ d~ q 

d q u d q S '  
il faut admettre que ~ cst repr6sent6 asymptotiquement par -~x~/(, de 

la m~me manidre que u est repr6sent6 par S'. Or les principes du w I 
ne permettent pas en g6n@a| de difl'Srentier unc 6galit6 asymptotique 
comme une 6galit6 ordinuire 

Mais iei cette difficult6 ne peut nous arr~ter. En effet u satisfait 
k une 6quation lin6aire d'ordre n:  et de rang ~, qui est l '6quation (3)- 

d q 'a 
I1 en r6sutte imm6diatement que ~ dolt satisfaire ~ une 6quation li- 

ndaire (8) qui sera eomme l'6quation (3) d'ordre n: et de rang ~. En 
raisonnant sur l 'dquation (8) comme sur l'6quation (3), on verrait  que 
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cette 6quation est saiisfaite formel lement  par une s6rie normale et que 

cette s6rie repr6sentc asymptotiquement une des int6grales de l'6quation. 

dq u 
On v6rifierait ensuite sans peine que cette intdgrale est -~7 et que cette 

dq s ' 
s6rie est d-~7-. On a donc asymptotiquement 

d %  dq S ' 

dt q dt q 
et par cons6quent: 

d q u (l q S' 

dx  q dx  q 

On a donc aussi asymptotiquement 

YY, = E q ~  d ~ ' S ' ' -  e ~ * " ( % x  ~ A- % x  ~'-~ "4- % x  ~'-2 A-  . . . )  
d d  1 

""~y, = y. ~, ~ '  ~..,o.~.~(flo~.+~ + ~,.~ + f ly . - '  +...). 
q d ~ q  

II est d'ailleurs ais6 de v6rifier que: 

On aura done asymptot iquemcnt:  

- - 2 a x  2 
e 

.... ~ y y , = l -Jr- a ' x - I q -  a" x - "  -4- • I .Jr_ 2" �9 o .  l 
~ o  ~ ~Zo r o 

,_o,,..., (1,./ d,  d,~ x - ~  
- ~  a ~ y  , = a c + ~ + d 0  + " "  = I'2" 
6~093 

Si doric nous posons: 

e 
YYl - ~  : + w: 

e - ~ ' '  d y y  I 

le~ fonctions 0)~ et 0)2 seront repr6sent6es asymptotiquement par les s6ries 
~"1 et 2' 2, et on aura: 

dy r 

y d z  x + aq 
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S u r  Ies i n t d g r a l e s  i r r d g u l i ~ r e s  des  d q u a l i o n s  l inda i res .  

1 -[- (0~ 
2 

- -  I - - 0 )  1 + fo I - - . . .  
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est une fonction l!olomorphe de 0)~ pour 0)~ --= o. On peut donc, d'apr~s 
les principes du w I y substituer son expression asymptotique ~.', d'apr6s 
les r6glcs ordinaires d u  calcul; on obtiendra une sfirie divergente X a qui 

i 

repr6sentera asymptotiquement i + ~0," 

Mais d'a.pr6s les prineipes du m6me paragraphe, nous avons le droit 
de multiplier les deux dgali(ds asymptotiques:  

I 

I -t- tot 

d'apr6s les r6gles ordinaires du ealeul, ce qui nous donne asymptotique- 
ment 

' ~  = d x J: ~ Z'~ . 
y 

Si je rappelle en outre que les principes du w I nous permcttent  
d'int6grer los 6ga,lit6s asymptotiques eomme les 6galit6s ordinaires, j '6erirai: 

log y = f d x X ~  Z,~ 

ce qui montre que logy peut 6tre reprSsent6 asymptotiquement par une 
certaine s6rie que l'on peut former ais6ment et que nous 6crirons: 

ax " ~ + b x + ) , l o g x - f - r ' n u z  ~4-  = a x  n t-b 4 - ,~ logx  4- v - -  " * ~ , ~ 4 "  

X 

Posons alors: 
y ~= cax'Z+bxx?'C~7 

sera repr6sent6 asymptotiquement par 2,' 4. Mais e ~ est une fonction 
holomorphe de ~ pour 7 2 = o; j 'y  puis doric substituer b~ la place de ~7 
son expression asymptotique 2'~, ce qui donne asymptotiquement 

f f  . ~  eax: +~'x z;~ eX4" 
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i1 en rdsulte que y est repr6sent6 asymptotiquement par une sdrie de 
forme normale qui ne peut 6tre diff6rente de S. 

L'6galit6 asymptotique 

y = S  

est donc ddmontrde. 
Mais il eonvient d'observer que routes les int6grales de l '6quation 

lin6aire (2) ne peuvent pas 6tre regard6es comme le produit d'une intd- 
grale y de l '6quation (I) par ce que devient cette mdme int6grale lorsqu'on 
change x e n  ~ x ,  ni m6me comme le produit d'une int6grale y de l'6qua- 
tion (~) par une int6grale Yx de l'6quation (I') obtenue en changeant x 
en ~ x dans l '6quation (I). Cette propri6t6 n 'appartient  qu"~ certaines 
int6grales particuli6res de l '6quation (2). 

II r6sulte de 1~ que si l 'on tire y de l '6galit6: 

(s) 
y d z  - -  (P~ d ~ u 

dm q 

la valeur de y ainsi obtenue ne sera une int6grale de l '6quation I) que 
si l'on a ehoisi pour u certaines int6grales partieuli5res de l '6quation (2). 
Parmi ees  int6grales partieuli6res oil peut toutefois en trouver n ~ qui 
sont lindairement inddpendantes. 

I1 est ais6 de voir que parmi les intdgrales de l '6quation (z) il y 
en a une (que j 'appellerai  ux) , qui est repr6sent6e asymptotiquement par 
une s6rie norlnale S~, (en supposant par exelnple, pour fixer les id6es, 
que a: eroisse ind6finiment par vqleurs r6elles posi t ives)e t  qui est telle 
qu'on en puisse trouver n 2 -  I autres dont le rapport  g u~ tende vers 
o quand x eroit ind6finiment. 

En appelant u: ,  % ,  . . . ,  u,c- ees n ~ -  I int6grales, on aura: 

l i ra% = o ,  l im%--=o ,  . . . , l h n ~ " ~ = o .  
'/~1 '/r Ul 

L'int6grale g6ndrale de l'6quation (2) sera alors de la forme: 
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et elle sera reprdsent6e asymptotiquement par la sdrie A~S' 1 pourvu que 
A1 ne soit pas nul. Ainsi l'int6graie la plus g6n6rale de l'6quation (2) 
scra reprdsent6e asymptotiquement par une sdrie normale. 

Considdrons maintenant, non plus l'int6grale la plus g6ndrale de 
l'6quation (2), mais la plus gdn6rale parmi cclles qui substitudes ~ u 
dans l'6quation (8) donnent pour y une intdgrale de l'6quation (~). Si 
l'on veut qu'il en soit ainsi, on ne peut pas choisir lcs constantes d'int6- 
gration A1, A:, . . , ,  A~,: d'une fa~on arbitraire; il faut qu'il y ait entre 
elles certaines relations quadratiques (9). Mais quand mdme on suppose 
que ces 6quations quadratiques (9) sont satisfaites, A~ ne sera pas nul 
cn g6n6ral. Donc l'intdgrale de l'6quation (2) la plus gSn6rale parmi 
celles qui satistbnt aux relations (9) est encore reprdsentde asymptotique- 
ment par une s6rie normale. 

I1 suit de lh~ et des raisonnements d6velopp6s plus haut, que l'int6- 
grale la plus gdndrale de l'dquation (i) sera reprdsentde asymptotiquement 
par une s6rie normale. 

C'est darts ce sens que les r6sultats du w 3 peuvent 6tre regard6s 
comme g6n6ralis6s. 

Le raisonnement qui pr6c6dc s'applique encore si, le d6terminant 
dy 

des 6quations (5) 6tant nul, l'expression ~ n'est plus une fonction 

rationnclle mais algdbriquc de z, de u et de sos ddrivdes. Ce raisonne- 
ment est fond6 en effet sur ce principe, d6montr6 au w I, que toutes 
les op6rations du calcul sont applicables aux 6galitds asymptotiques, si 
l'on excepte la diff6rentiation. I1 n'est pas permis en gdndral de diff6- 
rentier une 6galit6 asymptotique. Mais d'ap%s ce que nous avons vu 
plus haut, (lans le cas particulier off u est une intdgrale d'une 6quation 
lin6aire, il est permis de diff6rentier l'6galit6 asymptotique 

II ne se pr$sente donc aucune difficult6. 
I1 n'y aurait rien b~ changer aux d6veloppements qui prdc6dent, si 

l'6quation ( I ) a u  lieu d'(~tre de rang 2 6tait de rang quelconque. 
Les r6sultats des w167 3 et 4 peuvent donc s'6tendre au cas le plus 

~dn6ral, avec les restrictions 6noncdes plus haut. 
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Je puis done 6noneer lc r6sultat suivant qui sera la conclusion de 
ce m6moire. 

L'int6gralc la plus g6n6rale d'une 6quation de rang queleonque est 
repr6sent6e asymptotiquement par une des s6ries norm~les qui ,~atisfont 
formellemcnt K eette m6me 6quation. 

I1 peut y avoir exception si l'6quation admet des s6ries anormales. 

Paris, 7 F6vrier I886. 


