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SUR LES INTEGRALES IRREGULIERES
DES EQUATIONS LINEAIRES
PAR

H. POINCARE

4 PARIS.

§ 1. Séries asymptotiques.

Tous les géométres connaissent les curieuses propriétés de la série
de Stirving. Cette série:
log I'lx + 1)

I I . B, 1 B, 1 B, 1
zalog(zn)—{-(ﬂc—i—g)logx——xﬂ— —————T+—.'6;3——...

1.2 3.42°

est toujours divergente. Cependant on peut en faire légitimement usage
pour les valeurs trés grandes de z. En effet les termes aprés avoir décru
avec une trés grande rapidité, croissent ensuite au deld de toute limite.
Mais si l'on garréte au plus petit terme, l'erreur commise sur la valeur
de log/'(x 4 1) est trés petite.

En d'autres termes, la série de STIRLING représente asymptotique-
ment la fonction log/'(x 4 1); c’est 4 dire que si S, est la somme des
‘premiers termes de cette série jusques et y compris le terme:

B, I
T 2n(2n — 1) &
Iexpression
x*log I'(x + 1) — 8]

tendra vers o quand z croitra indéfiniment.
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Il existe évidemment une infinité de séries dont les termes apres
avoir décru trés rapidement croissent au dela de toute limite. Si par

exemple:
Ay, 4y o0, 4, ...

sont une série de nombres tous plus petits que 1, mais ne tendant pas
vers o, la série:

fj—ﬂi.l+ij§.1.2+...+A—:.1.2.3...n+.

¢

sera divergente et on y trouvera des termes aussi grands qu'on voudra.
Mais cependant, si # est trés grand, les premiers termes décroissent trés
rapidement. Alinsi, si # = n et que » soit trés grand, le »° terme:

Au ( I>< 2> ( n—I> B
71.2...”<I I —- I ——-)...{1 — < ne
n ‘ n n n

est extrémement petit.

Je dirai qu’'une série divergente
A, 4, 4,
(1) Ao+;+?+"-+?+'

ou la somme des » 4 1 premiers termes est Sn, représente asymptotique-
ment une fonction J(z) si l'expression

" (J — S,)

tend vers o quand z croit indéfiniment. En effet i 2 est suffisamment
grand, on aura

' — 8, <e
e étant tres petit; lerreur
J— 8, ==
X

commise sur la fonction J en prenant les » 4 1 premiers termes de la
série est alors extrémement petite. De plus, elle est beaucoup plus petite
que lerreur commise en prenant seulement # termes et qui est égale a:

J— 8, A+s

e étant trés petit et 4, fini
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Il résulte donc de la que la série (1) se compontera tout a fait
comme la série de STIRLING; que, si # est trés grand, ses termes décroitront
d’abord rapidement pour croitre cnsuite au dela de toute limite et que,
malgré sa divergence, il sera légitime de s'en servir dans le caleul de J.
Je dirai aussi quelquefois pour abréger que la série (1) est une série
asymptotique.

On peut multiplier T'une par Vautre deux séries asymptotiques
d’aprés les mémes régles que les séries ordinaires.  Soit en effet asymp-
totiquement

ﬁl + A‘l An

J(x) =4, +

+
+
=

(2) :

,
A A,
h ) x

Ty = 4y + 4 4

en définissant S, et S, comme plus haut:

>

ER

S,= A+

®

>

) . A
Sy =Ai+ >4+ 5
Les deux équations (2) signifient que

(3) lim " (J — S,,) = limz"(J' — §,) = o.

= i z=w

Faisons le produit de nos deux séries d’aprés la méme régle que si
elles étaient convergentes; soit

B B B,
(E”

Y=B 4+t St

et ¥, la somme de ses » premiers termes.
Comme §,, S, et X, sont simplement des polynomes en é, on aura
évidemiment:
lima"(§,S, — X)) = o.
On a de plus:

- . R .
lim—=lim— =1, hm—- = lim— = 1.
b." ‘Sn AO AO

C’est une conséquence immeédiate des équations (3).
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Il vient alors:

J=3S8, +—, J =8, + =

"

Jime = lime’ = o
-d’ou:
o, eg
S.:,s ~+ b’,,s + ;E%
y ! !
JJ' = 8,8 + ~ ;
@x

S, tend vers Ay et ¢ vers o; done Sle tend vers 0. De méme S,e’ ct

o
(IY\

— tendent vers o. Done:

n

X

lima"(JJ' — 8,8,) = o

et par conséquent
lima"(JJ' — %) =o0
ce qui veut dire que l'on a asymptotiquement

B

B s
I —= By + =+ =4

C. Q F. D.

Iin particnlier, il est permis d’élever une séric asymptotique au carré
ou & une puissance quelconque.  Soit mairtenant;

(4) | F(¢)=DB, +Bz+ ...+ B + ...

une fonction holomorphe de z dans le voisinage de z = o; la série du
seccond membre sera cette fois convergente. Soit

4
S=d, +2+ ...

unce série divergente représentant asymptotiquement une fonction J.  Si
Ion éleve la séric S — A, a la puissance n d’apres 1a méme régle que
si clle était convergente, on obtiendra une série (S— 4,)" ordonnée

. . . I , .
suivant les puissances croissantes de - et représentant asymptotiquement

(J - Ao>n'
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Formons ensuite la série divergente:

Bo4 B(S—A) + ...+ B(S— A) + ...

. . . I .
ct ordonnons-la suivant les puissances croissantes de -. Nous obtiendrons
&£
une séric divergente:
C C C
y ' t P n
ek T CO + & + :1;% + LI + /—([l)-;l + . .

dont la somme des » + 1 premiers termes sera X,. Je dis qu’elle re-
présentera asymptotiquement la fonction F(J — 4,).
Eu effet ¥, et

““l’t = I?O + ]}I<Su - ‘40) + BE(Sn_ 4‘10)2 —i— L + Bll(Sll - Ao)n

sont deux polyndnes entiers ¢n - dont les termes de degré inféricur a

#w + 1 ne different pas. On aura donc:

limz"(¥, — X)) = o.

Je dis maintenant que
hie"|F(J — 4,) — X,] = o.
En effet on aura évidemment:
lima*[B,(J — 4,) — B,(S, — 4)))] = o
jpuisque (8 — 4,)* représente asymptotiquement (J — A4,)*.  Posons:

T, = By + B,(J — d) + ... + B,(J — 4"

il viendra:
limg"(T, — 2,) == o.

Il reste a démontrer que

limg"(F— T,) = o.
Or il vient

I"__ T" = Brz+1<J_ Ao)nﬂ ‘I" BnH(J— Aq)nﬂ _{_ s
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ou puisque la série (4) est convergente:

I

|F— T, < M|J — 4,|"* < M |o(J — 4" -,

mn+1
M étant une constante positive assignable. Or on a:
. , . I
lima (S — 4,) = 4,, lim x";m = 0
d’ou:
limg*|F — T,] = o.
C. Q F D.

Ainsi il est permis de substituer une séric asymptotique dans le
développement d’une fonction holomorphe comme s'il Sagissait d’une série
convergente,

Soit par exemple:

une série représentant asymptotiquement unc fonction J. Elevons-la au
carré, au cube, cte. et appelons 8% 8% ..., les séries divergentes ainsi
obtenues.

Fornons la série

L4+ S+8+ 8. 8+

. . . I .
et ordonnons-la suivant les puissances croissantes de -. Nous obtiendrons
x

ainsi une série Y qui représentera asymptotiquement la fonction

r—J
Cela montre que Pon peut diviser l'une par l'autre deux séries asymp-

totiques pourvu que le premier terme 4, de la séric diviscur ne soit pas nul.
En effet si Uon a par exemple:

A
S=di+24 ... =J

!
A;
x

l

§=d4+—+...=J
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!

la série 7 sera 1‘(31)1"(38(}11t0(5 usymptothuen‘lent par la série dlvergente:

s 8 5
‘/TO+A—5<¢’[0—S> +"4—‘3(440 _"‘S)?+...

qui cst facile a former.
I est permis d'intégrer unc série asymptotique.  Ainsi si 'on a
asymptotiquement
4 4,
S+ =+ =5

®

Az

je dis qu'on aurs asymptotiquement

" A, 4, 4,
/Jdm=_~~m~+272+.. 4o A

. (n — 1)

= 5’

1 s e

En cffet la premiére équation signifie que 'on peut prendre z assez grand
pour que:
3 . .
|/ — S.| <= quelque petit que soit e.
&
On en déduit:

]‘de — /w S de|< —F—

(n— 1)z"""

ce qui veut dire que S’ représente asymptotiquement dem.

C. Q. F. D.

Il ne serait pas permis au contraire de différentier une séric asymp-
totique.
Nous dirons aussi quelquefois, si I/, @ ct J sont trois fonctions de
x, que J est représenté asymptotiquement par la série:
FA, | FA
~ 2
LTy

P

O+ Fd, +

quand la série:
A, 4
A’O + ? + TL’% + PRI

. . . J— ¢
representem'asymptothuemcnt la fonction —F
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Il résulte, par exemple, de l'analyse qui précéde que si Von pose

on aura asymptotiquement

C.F  CF
24

& xr

[+ 1) = F +

les € étant des coéfficients faciles & ealculer; les premiers ont pour valeur

¥ Bl B‘l B?
Co=v% G=—53t%

ete.

Nous avons dit jusqu'ici que x croissait indéfiniment, sans dire de
quelle maniére; mais il a été sous-entendu que cette variable croissait par
valeurs réelles pogitives. Il est toutefois évident que la théorie n'est pas
changée quand on suppose que z tend vers linfini avec un argument
déterminé différent de o. ;

Voici waintenant une remarque trés importante pour ce qui va suivre:

Une séric divergente ne peut pas représenter une méme fonction J
quel que soit Pargument avec lequel z tend vers Vinfini.

Je dis en effet que:

zc?<J—— 4, —-Lwij>
& X
ne peut pas tendre vers o pour tous les arguments de xz (ou du moins
ne peut pas tendre uniformément vers o), sans quoi J serait une fonction
holomorphe de i et la séric serait convergente.

On peut sc demander si, pour un méme argument de x, une méme
séric peut représenter asymptotiquement plusieurs fonctions différentes,
La réponse doit étre affirmative. '

Il suffit pour s'en assurer, de vérifier qu'il y a des fonctions J qui
sont représentées asymptotiquement par une séric dont tous les termes
sont nuls, c’est & dire des fonctions telles que:

limJz" = o

quelque soit #, quand g croit indéfiniment par valeurs positives,
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Tel est en effet le cas de la fonction:
J =e¢e"",

En revanche pour un méme argument de z, une méme fonction ne
peut étre représentée asymptotiquement que par une seule série.

§ 2. Séries normales.

Je wvais maintenant rappeler succinctement les principaux résultats
obtenus par MM. Focns et TroME au snjet des équations linéaires.
Soit:

"y A"y dy
(I) P".,_11—+P7‘*1—n~_1_+"'+1)1‘d—__l_1)0g=0
de” - dx *
une équation ou les codfficients P sont des polyndémes entiers en z. Je
me propose d’étudier les intégrales pour les valeurs-trés grandes de |z|.
Si le degré des polynémes P,, P, ,, ..., P, va constamment en
décroissant, il y a n séries de la forme suivante:

(2) | oy + 2+ )

qui satisfont formellement & U'équation et qui de plus convergent si |z
est assez grand. En d'autres termes il y a n intégrales réguliéres.

Les valeurs de a sont données par une certaine équation détermi-
nante; il y a exception dans le cas ot la différence de deux racines de
cette équation devient un entier; le loga peut alors s'introduire dans les
séries.

Si le degré des polynémes P ne va jamais en croissant, mais ne va
pas toujours en décroissant et si le degré de P, est plus petit que celui
de P,, il y a dans certains cas m séries de la forme (2) (m < n) qui
satisfont formellement & 1'équation, mais clles ne convergent pas toujours.

Enfin, si on laisse de cdté certains cas limités et exceptionnels dont
je parlerai plus loin, on démontre qu’il y a n séries de la forme suivante:

(3) eQx“(Aof%+—g§+...>
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qui satisfont formellement a Péquation. @ est un polyndéme entier en z.
Une pareille série s'appellera une série normale et elle sera d'ordre p si
le polynéme @ est dordre p.

Malheureusement ces séries normales ne sont pas toujours conver-
gentes. Si T'une d'elles converge, on dira que I'équation admet une in-
tégrale normale. Mais cela n’arrivera qu'exceptionnellement.

‘ Passons maintenant & l'examen de divers cas exceptionnels.

Le polynéme @ étant supposé connu, a nous sera donné par unc
équation déterminante. Dans le cas ou cette équation a deux ou plu-
sieurs racines différant entre clles d'un entier, il peut y avoir exception
et on peut trouver au lieu d'une séric normale proprement dite une
série de la forme suivante:

(¢ + logz . Py + log’z. Py + ... + log?z . ¢ ]
les ¢ étant des séries ordonnées suivant les puissances croissantes de 3

‘Nous appellerons une pareille série, séric normale logarithmique
d’ordre p.

Soit @ le coéfficient de 2” dans @, et supposons qu'aucune des séries
normales qui satisfont &4 I’équation (1) ne soit d’ordre supérieur & p. Il
arrivera alors que « nous sera donné par une certaine équation facile
a former.

Dans le cas ol cette équation a des racines multiples, il peut arriver
que le procédé qui permet de former les séries normales devienne illusoire.
M. Fasry, dans une thése récemment soutenue devant la Faculté des
sciences de Paris, a fait voir que Yon peut former alors des séries de la

forme suivante:
eQxa¢
1
ou ¢ est un polynome entier de degré > (p— 1)1 et < pn en 2" et ol
1

¢ est ordonné suivant les puissances croissantes de x ». Ces séries gé-
néralement divergentes satisfont formellement & 1'équation (1).

Jappellerai une pareille série, série anormale d'ordre p.

Voyons comment Pordre des séries normales sc rattache an degré
des polynémes P. Soit M, le degré de P,. Soit:

N M=,

* n—=1
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Soit A la plus grande des » quantités N,. Soit p l'entier qui est égal
ou immédiatement supérieur & k. On trouve que toutes les séries nor-
males ou anormales qui satisfont formellement & l’équation (1) sont
d’ordre p au plus.

Je vais démontrer la réciproque:

Jappellerai le nombre %, le rang de l'équation (1). Je vais faire
voir que si n séries normales d'ordre égal ou intérieur & p satisfont for-
mellement & une équation linéaire de la forme (1), cette équation est
au plus de rang p.

En effet 'équation peut s’écrire en la divisant par P,

d"y
dz"

n—1 n—2
+F R Y 4 PPy Fy=0
dwn dx

dm"—2 .o

les F' étant des séries convergentes ordonnées suivant les puissances dé-
croissantes de . La série F, commencera par un terme x*~* et I'une
au moins des séries F, commencera par un terme en """,
Cela posé, soient
Sy 8y ey 8

n

n séries normales dordre p satisfaisant formellement a Péquation. Ap-
pelons ¢ la dérivée k° de S, formée d’aprés les régles ordinaires du
calcul, en différentiant chaque terme comme si la série était convergente,
puis en ordonnant. Formons un tableau de % lignes et de » 4 1 co-
lonnes ou le ¢ terme de la 1*° colonne est §;, et ou le ¢° terme de la
(k 4 1)° colonne est Sf. Soit A, le déterminant formé en supprimant
dans le tableau la %° colonne. On calculera ce déterminant par les régles
ordinaires du calcul et on obtiendra une série divergente que l'on or-
donnera de la méme maniére que les séries 8.
Quant au quotient:
A
JA N

si on leffectue d'aprés la régle ordinaire de la division des séries, on
obtient une séric ordonnée suivant les puissances décroissantes de x qui
doit étre identique & + F; et qui par conséquent est convergente.

Mais on voit sans peine, d’aprés la loi méme de sa formation,

Acta mathematica. 8. Tmprimé le 16 Juillet 1886. 39
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quelle ne peut commencer que par un terme d’ordre p(n — i) en «
au plus.

On a done
h <p.
C. Q. F D.

D’ailleurs supposons que l'on ait une équation de rang p + 1 et
que lon forme l'équation qui donne le coéfficient de z”t' dans les po-
lyndmes . Si toutes les séries normales étaient d’ordre p ou au dessous,
toutes les racines de cette équation devraient étre nulles, et il est aisé
de voir alors que le rang de 1'équation différentielle s’abaisserait.

§ 3. Cas du premier ordre.

ries

m
O~

Nous commencerons par nous restreindre au cas ou toutes les
normales sont de 1% ordre, cest & dire ou dans I'équation:
d"y

([) P + 'Pn—l

n
de"

dn-—~1y

dﬂ?n—l

d,
—|—...+P1&%+Poy=o

le degré d’aucun des polynémes P ne surpasse le degré m de P,. Soit

’

alors A, le cosfficient de 2™ dans P;; nous formerons I'équation:

(2) A8 + A, o+ ...+ da+ A, = o.

Soient a,, a,, ..., a, les racines de cette équation que je supposerai
d’abord toutes distinctes. L’équation (1) sera satisfaite alors par n séries
normales du 1° ordre de la forme suivante:

ea,zxal¢l’ eagxx(lz¢2’ C e ea”zx'l”gﬂn;

ou a,, o, ..., a, sont des constantes convenablement choisies et ou

@1y ©gy +.., ¢, sont des séries ordonnées suivant les puissances croissantes
I
de -.
A

Considérons la transformée de Laprace de notre équation (1) pour

laquelle je renverrai a mon mémoire sur les équations linéaires aux diffé-
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rences ordinaires et aux différences finies inséré au Tome 7 de ’American
Journal of Mathematics. . Cette transformée pourra s'écrire:

m m—1

d"v d" v

dv
gﬁ"l— in—1—+"°+ QIE-I— Qov:O'

(3) Qm dzm—l

Les @ sont des polynémes de degré » au plus en 2z et l'on a:

Qn=(2—a)z—a,)...(z —a,).
[’équation (3) admet alors » points singuliers simples:

&= ag, Z= Gy, ..., &=4a,.

Formons l'équation déterminante relative au point singulier z = a,.
Les racines de cette équation seront:

0, 1, 2, ..., m— 2, f.

Je supposerai d’abord que 3, nest pas entier positif ou négatif. Tl
existera alors m — 1 intégrales de I'équation (3) qui seront holomorphes
dans le voisinage du point 2z = a, et une m° que jappellerai v, et qui
sera de la forme suivante:

(4) vy = (Z — “i)ﬁi + G, (Z — a‘i)ﬂiH + 02(3 - 01')/?”2 + ...

Construisons maintenant un contour fermé k; de la facon suivante. Du
point @; comme centre avec un rayon trés petit, décrivons un cercle.
Par le point a; menons une droite paralléle a l'axe des quantités réelles
et” prolongeons-la indéfiniment dans la direction des quantités réelles né-
gatives; elle coupera notre petit cercle en un certain point b,. Cela
posé, le contour k, sera formé comme il suit; on suivra d’abord la droite
que je viens de définir depuis linfini jusqu'au point b,, puis on fera le
tour du petit cercle pour revenir au point b; et enfin on retournera du
point 4, & linfini en suivant la droite.

Si Ton se reporte au mémoire cité (American Journal of Ma-
thematics, Tome 7), on verra que lintégrale suivante:

J, zfvie”dz

prise le long du contour % est une intégrale de 'équation (1) pourvu
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que la partie réelle de x soit suffisamment grande, et en particulier si z
est positif et trés grand.

Nous décomposerons cette intégrale J; en trois autres:
(]'i — t]il + Q]ill + [];-,”

la premiere J; étant prise le long de notre droite de Vinfini & b; la
seconde oJ{" étant prise le long du petit cercle qui a pour centre le point
a; ¢t qui passe par le point &; et la troisiéme J;'' étant prise le long
de la droite suivie en retour depuis &; jusqu'a l'infini.

J’ai montré dans le mémoire cité qu'on peut trouver deux quantités
D et D telles que

’ e

. J, ; i
lim —,— = D, lim —— = I
w'— e ir

—1 bix
xr e

lorsque « tend vers linfini par valeurs réelles positives.
Comme, par construction, la partie réelle de b, est plus petite que
celle de @, on peut en conclure qu'on aura:

limafe i *(J] + J!") = o

quelque grand que soit g¢.
Ecrivons

vy = (s — @) + Oz — a)ivr + ... + C(z — a )i+t + R,

R, étant le reste de la série (4). Je puis prendre le rayon de notre
petit cercle assez petit pour que cette série soit convergente.
On a alors:

J!’ ———f(z — a)fietds + ... + Okf(z — a)it* et dz —{—me”dz

les intégrales étant prises le long du petit cercle.
J’al montré dans le mémoire cité que l'expression suivante

xie f R.e*dz

tend wniformément vers o pour toutes les valeurs de z quand % croit
indéfiniment.
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Cela est vrai d’ailleurs quel que soit gq.
D’autre part, I'expression suivante:

2 ——a,) e“dz
J(e--a)

est représentée asymptotiquement par l'expression:

(‘Z:rh I)]"(h + I) —h lg"t‘”

Je veux dire que la différence de ces deux expressions multipliée
par 27¢~%* tend vers o quand z grandit indéfiniment.

Il résulte de la que J;’, et par conséquent J,, est représenté asymp-
totiquement par la série suivante:

2im3;

%@vaw+> 0 e I+ )

211,?1

+ C———e I (B + 3) +

Or il est aisé de vérifier que cette série n'est autre chose que la série
normale

que nous avons définie plus haut. (On a @, = — fi—1.)

Ainsi une série normale du 1° ordre, alors méme quelle est divergente,
représente asymptotiquement une des intégrales de Uéquation a laquelle elle
satisfait formellement.

Cette série normale pourra s'écrire, & un facteur constant pres:

;&
ea 6":

S G ) G DA+ ) Gt

Ainsi a chaque point singulier simple de 'équation (3) correspondra
une intégrale de l'équation (1) et une série normale qui la represente
asymptotiquement. J'ai supposé jusqu'ici que x tendait vers linfini par
valeurs réelles positives; mais cela reste vrai quand x tend vers linfini
avec un argument donné différent de o.

11 faut toutefois faire attention  une chose. A chaque point sin-
gulier @, correspond une intégrale de (1) quel que soit I'argument de x;
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mais quand cet argument varie, cette intégrale ne reste pas la méme;
pour certaines valeurs de cet argument, cette intégrale se change brus-
quement en une autre qui n'en est pas la continuation analytique. Clest
ce que jai exposé en détail dans le § 5 du mémoire cité.

Comme & un point singulier correspond toujours la méme série nor-
male, il en résulte que la méme série normale ne représentera pas asymp-
totiquement la méme intégrale quand Vargument z variera, si ce nlest
dans des cas exceptionnels.

Passons maintenant aux cas particuliers.

Nous supposerons d’'abord que f, étant entier, l'intégrale v, contienne
un logarithme. Soit: '

v, = ¢ + log(¢—a)¢

¢ et ¢ étant holomorphes dans le voisinage de 2 = a,. On aura alors:

J, :fe“”[ga + ¢ log (¢ — a)|dz =f¢dz log (¢ — a))
les intégrales étant prises le long de k. Ici encore nous aurons:
Ji — Ji, + Ji” + Ji,”

en divisant le contour %, en trois parties comme il a été dit plus haut,
et de plus:
limafe "(J] + J/"") = o.
Soit
¢ = Clz —a)i+4 Ci(z—a)it!' + ...

une série que nous supposerons convergente tout le long du petit cercle.
Nous aurons alors:

xie it = }:Ckf(z — a)it e log (¢ — a)e " xdz
I'intégrale étant prise le long du petit cercle. La série du second membre
sera uniformément convergente quel que soit w, ainsi qu'il a été dit plus
haut. Tl reste donc a trouver la valeur asymptotique de lintégrale:

Jik =f(z - ai)ﬁi tre log (Z — (l.,.) dz

prise le long du petit cercle. D’autre part appelons j,; la méme inté-
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grale prise le long du contour k; tout entier et décomposons-la en trois
parties:

Tt =Ju +Ju + i
comme lintégrale J; elle méme. Nous aurons encore:

NEN

lim a%e=4(j}, 4 ;") = o

et par conséquent la valeur asymptotique de jj; sera la méme que celle
de 7.
Calculons done j,. Il vient:

f (¢ —a)e“ds = (€™ — 1)["(h + 1) Te%”

lorsque lintégrale est prise le long du contour k. En différentiant par
rapport & h il vient:

f(,e' — a)'e¢log(z — a)dz = 2ize®™ ['(h + 1)z™"'e%* 4 (¥ — 1)D

D désignant la dérivée de I'(h 4 1)z 'e%" par rapport a k. Si l'on
fait & = B, 4% et si l'on tient compte de ce fait que (3, est entier, il
viendra:

Ju = 2izl'(f; + k 4 1)a it lene,
Il résulte de 14 que J; cst représenté asymptotiquement par la série:
20y = 2iz2C I (B + k + Da—fi-tleur
qui est précisément la série normale:
e xtip,.

Le théoréme démontré plus haut subsiste donc encore dans ce cas.
La formule qui donne J; quand on connait »; devient illusoire quand
f; est entier positif et qu’il n’y a pas de logarithme dans l'intégrale v,;
car alors l'intégrale
f v, e dz

prise le long du contour k, est nulle. Il convient alors de remplacer
le contour %, par un chemin d’intégration différent. On prendra pour



312 H. Poincaré.

ce chemin une droite menée a partir de @, parallelement a l'axe des
quantités réelles et prolongée indéfiniment dans la direction des quantités
réelles négatives. On verra ainsi que le théoréme subsiste encore. Je
dois ajouter que si f§; est enticr positif sans que v, contienne de loga-
rithme, 8, devra étre supérieur a m — 1.

Considérons par exemple l'équation suivante

4’ ,
x’a—g = (a’2® 4+ 2)y

qui admet pour intégrales

e <;— a) | et e“”(i + a)

et dont la transformée de LAPLACE est:

d*v dv
2 2 |
(e ¢ )d22 Y ©

et admet pour intégrales:

d S
'Uo“:—“l et ’Ul=f(72—_ia—2)—2=l’+010gz+z

C étant une constante et F une fonction rationnelle.

Nous considérerons deux contours fermés % et %', formés comme le
contour %, défini plus haut, et enveloppant, le premicr le point a, le
second le point — a. Nous prendrons alors les intégrales:

fvle“‘dz et fvle“dz
k k'

et nous obtiendrons ainsi deux intégrales de 1'équation en y. Or mnous
avons, 4 un facteur constant prés:

/4

v, == 1og(z——a)—z___a

@ étant holomorphe dans le voisinage du point # = «. On aura donc:

' a . I
fvlez‘”dz = fe”dz[log(z —a) — ] = 227:6”"”<—— a) .
. s —a 2
k E
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La seconde intégrale nous donnerait de méme:
A
217€ - + a).

Nous avons ainsi intégré I’équation en y, en nous servant seulement
de lintégrale v, et sans employer Il'intégrale v,. Il importe cependant
pour notre objet de montrer qu'on pourrait tirer quelque chose de cette
derniére intégrale.

Tragons & partir du point o une droite et prolongeons-la indéfini-
s'annulait ainsi que sa dérivée au point a,

f v, e dz

prise le long de cette droite serait une intégrale de 1’équation en y et il

ment dans un sens. Si v,

I'intégrale
L)

n'y aurait rien a ajouter. Mais v, ne annule pas.
Voici donc ce que nous ferons; posons:

14

y' satisfera comme y & une équation du 2% ordre facile & former. Pour
obtenir la transformée de LaPrace de cette équation, il suffira de poser
dans la transformée de l'équation en y:

!

v o=z — a)’.

L’une des intégrales sera donc:

w

vy = vz — @)’ = (¢ — a)”.

Comme cette intégrale s’annule au point a ainsi que sa dérivée, U'intégrale

f vyetds = f (2 — a)’e"dz

prise le long de la droite qui aboutit au point « satisfera 4 l'équation
en y'; on aura donc:

' . 2 x — Wit
y—f(g a)cdz_(/ws

Acta mathematica, 8. Imprimé le 27 Junillet 1886, 40
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C étant un facteur constant. On en tire:

I
—_— (JY arf *
y = Ce <w + 4+ rx>
j et y étant deux constantes d’intégration. On voit qu'il faut prendre:

ﬁ.—_:—a, ;‘—':0.

Si maintenant 3, est entier négatif sans qu'il y ait de logarithme
dans v, lintégrale J; se réduit d’elle-méme & " multiplié par un po-
lynome entier en 2.

Il reste a examiner le cas ou deux des racines de l'équation (2)
deviennent égales entre eclles. L'équation (3) admet alors un point sin-
gulier double que jappellerai @, Il peut arriver alors que dans le
voisinage de cc point les intégrales de (3) solent irréguliéres. C'était
impossible au contraire dans le cas des points singuliers simples.

Je reviendrai plus tard sur ce cas, en me bornant pour le moment
a faire remarquer que cest celui ou I'équation (1) n'admet pas de séries
normales, mais seulement de ces séries anormales dont il a été question
plus haut.

Maig, & certaines conditions, les intégrales de l'équation (3) pourront
étre régulieres dans le voisinage du point 2 = ¢, Il y aura alors une
équation déterminante dont les racines scront:

0, 1, 2, ..., m—3, 5, f3.
Il existera alors deux intégrales v, et »; que seront de la forme:
v, = (2 — a)i¢,
vl = (2 — a)ig!
¢, et ¢ étant holomorphes dans le voisinage de 2 = a;. Alors les intégrales:
J,; =fv,.e”dz, J! -:fv;c“‘dz

prises le long du contour %, seront deux intégrales de 'équation (1), qui
seront représentées asymptotiquement par deux séries normales faciles
a former.
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Dans le cas particulier ot 8, et 3 différent d'un entier, 'une des
deux intégrales v, et v; contient un logarithme et par conséquent 'une
des deux séries normales qui représentent asymptotiquement J; et J; de-
vient logarithmique.

En résumé lorsque toutes les séries normales sont du 1° ordre, une
quelconque d'entre elles représente asymptotiquement 1'unc des intégrales
de I'équation (1). Mais l'intégrale ainsi représentée par une méme série
normale ne restera pas la méme, en général, quel que soit 'argument
avec lequel x croit indéfiniment.

§ 4. Intégrales normales.

Quand une série normale est convergente, elle représente une intégrale
de Véquation (1) et on V'appelle intégrale normale.

Nous nous restreindrons, comme dans le paragraphe précédent, au
cas ou toutes les séries normales sont du 1% ordre. Soit alors:

(2) v, = (e —a)i + Ci(zg —a)s ' + Cle —a)it? ...
une intégrale de l'équation (3) transformée de Larrace de 'équation (1).
A cette intégrale correspondra une intégrale J; de I'équation (1):
J, = Afvie”dz
(4 étant un facteur constant) qui sera représentée asymptotiquement
comme nous l'avons vu par la série normale:
i-l

caix )niz , 6!1
@ S FGEF ) st GE DA+ D)t

Pour que cette série normale converge pour les valeurs suffisamment
grandes de z, il faut et il suffit que l'expression:

\H/On(/’)i + 0@+ 2). - (f+ )

tende vers une limite finie pour » infini. Mais d’autre part on a:

lim\"/(/}l.-I— A+ 2).. (fi+n) =00 pour n = co.
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Done pour que la séric (4) converge, il faut que
lim y¢, = o

et que par conséquent la série (2) converge dans toute I’étendue du plan.
Il faut done que v, soit de la forme suivante:

(@ —a)¢(2)

¢(z) étant holomorphe dans toute 'étendue du plan.

Je dis que cette condition est suffisante.

Si elle est remplie et si on se reporte au mémoire cité, on verra
qu'on peut toujours trouver 3 nombres positifs b, ¢ et A tels que:

lvil < beclz——a“
81
le—a,| > h.

Envisageons ensuite I'intégrale suivante:
J, = f v, e dz

cette intégrale étant prise le long d’une droite menée & partir du point
i et prolongée indéfiniment avec un argument o + x, o étant l'argu-
ment de z. Cette intégrale sera toujours finie et ce sera une fonction
de @ qui sera holomorphe pour toutes les valeurs trés grandes de «.
De plus J;z% sera uniforme et se reproduira quand on fera décrire & =
un contour fermé infiniment grand.

Je décomposerai cette intégrale en deux parties: J; prise le long
d’'une partie de la droite définie plus haut depuis le point 2 = @, jusqu’'au
point |

2 = a,— he™
et J{” prise le long de la seconde partie de cette droite depuis ce dernier
point jusqu'a linfini.

Il vient alors, en posant 2z = a, - ¢:

| e | < ety
&
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d’ou l'on déduit aisément que quel que soit l'argument de z, I'expression

it et
tend uniformément vers o.
Quant & J/, il est aisé de V'évaluer; soit:

o= (¢ —a)" + C(z —a) i+ + w,

w,; désignant une suite de termes dont le premier est C,(z — )i %

On a:
Ji = e — af + Gl — e erds + fwends,

On démontre que:
. mﬁi + ?Ji' e %*

tend uniformément vers o. De méme en posant:
g :f[(z —a)i + Ci(z — a)i | dz

et si les deux premiers termes de la série normale qui représente asymp-
totiquement J; sont
Aeig= " 4 Bew gt = I
on verrait que
it (J" — H)
tend uniformément vers o.
Posons donc:

x =<3 L, = Je sivghit!

|-

on trouvera, en regardant L, comme une fonction de ¢
Li=A+4 (B+ &)t

ou ¢ tend vers o quand ¢ tend vers o et cela uniformément quel que
soit 'argument de ¢. De plus, ce sera une fonction uniforme de ¢. Ce
sera donc une fonction holomorphe de ¢ dans le voisinage de { = o. Donc
L, pourra se développer en série convergente suivant les puissances de ¢.

C. Q. F. D.

Ce raisonnement suppose implicitement que S, est positif et plus



318 H. Poincaré.

grand que 7, puisque ce n’est que dans ce cas que l'intégrale J; est finie
et appartient a 1'équation (1) quand on la prend le long de la droite
dont nous nous sommes servis et qui aboutit au point a;,. Si cela n’avait
pas licu, on remplacerait cette droite par un contour fermé, analogue au
contour %, du paragraphe précédent et formé d'un petit cercle et d’une
droite parcourue deux fois en sens contraire. Cette droite devra avoir
largument @ 4 7, w étant celui de z. Le raisonnement serait du reste
absolument le méme. ;

Il faut observer encore que dans le raisonnement qui précéde nous
n'avons pas été obligés de nous appuyer sur ce fait que v, était une
intégrale d'une équation lindaire, ou plutét nous ne nous en sommes
servis que pour établir l'existence des trois nombres positifs b, ¢ et 7

tels que
o] < be=nl s [i—a] > b

En d’autres termes nous avons eu seulement & supposer que la dérivée
logarithmique de o; tend uniformément vers une limite finie quand z
croit indéfiniment avec un argument donné.
Soit donc une fonction entiére  quelconque ¢(2) jouissant de cette
propriété.  Soit
¢(2) =0C, + Cz+ C2* + ....

Nous supposons que quand z croit indéfiniment avec un argument donné,
la dérivée logarithmique de ¢ tend vers une limite finie et déterminée,
qui peut d’ailleurs varier quand l'argument de z varie.

Formons lintégrale

J :fgp(.z)c“”dz

prise le long d’une droite partant du point o et s'étendant indéfiniment
avec l'argument w 4 7, w étant 'argument de z.
J sera représenté asymptotiquement par la série

Cu

i
wla

n

¢,  C | 20, »
?+F+?"_+"'+ + ..

D’aprés le raisonnement précédent, cette série devra converger pour les
grandes valeurs de x. Done:

nC,

v
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tend vers une limite finic quand % croit indéfiniment. Cette propriété
appartient & toutes les fonctions entiéres ¢(2) qui satisfont & la condition
énoncée plus haut.

Ce résultat doit étre rapproché de celui que jai obtenu dans une
note intitulée: Sur les fonctions entiéres (Bulletin de la Société Ma-
thématique de France, T. 11, 1883, n° 4, p. 136—144). '

De cette analyse, il suit que pour qu'une série normale converge,
il faut et il suffit que lintégrale o, qui lui correspond dans la trans-
formée de LAPLACE soit égale & une fonction holomorphe multipli¢e par
une puissance de 72— a,.

Mais il convient d'ajouter que nous avons laissé de coté le cas ou
v, contient des logarithmes et out f3, est entier.

Soit done:

v, = v, + w; log (¢ — a,)

’

v

i

sera holomorphe ou méromorphe dans le voisinage du point z = «;.
- S'il est méromorphe, nous écrirons:

G G,
o= o = e +—

z2—a; @ (2— ay) — a,)

Quant & w, nous l'éerirons
— (! o
= C, + O,

Nous aurons alors:

a)+ Cle —a) + ...

J; :/v{’e”dz —l—fw{’e”dz -{—fw,f log (¢ — a,)e* dz.

La premiére intégrale est nulle; la seconde est égale a e%* multiplic
par un polynéme entier de degré r — 1 en ; quant & la troisiéme elle
est représentée asymptotiquement par la séric

T2z (C (1) + C'F( Yot + C, I (3)e™% 4 .. ).
Pour que cette série soit convergente, il faut évidemment que
lim ¢, =

ct par conséquent que w] soit une fonction holomorphe dans tout le plan,
v, pouvant d’ailleurs étre quelconque.
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Cette condition est d'ailleurs suffissante; on a en effet, quel que soit
I'argument de x '

J; =f1};'re”dz +fw; log (2 — a,)edz.

La premiére intégrale étant égale & e%* multiplié par un polynéme entier
en x, nous n'avons pas & mnous en occuper. Quant a la seconde, si w]
est holomorphe dans tout le plan, elle sera toujours représentée asymp-
totiquement par la méme série normale, et si on fait varier I'argument
de z, elle représentera une méme fonction de z, uniforme et continue.
En raisonnant encore comme plus haut, on verrait done que la série

normale- correspondante doit étre convergente.

C. Q F. D.

Si f, est entier positif sans qu'il y ait de logarithme dans v,, ce qui
exige que ‘
fi>m—1

alors la condition nécessaire et suffizante pour que la série normale cor-
respondante converge, c'est que v, soit holomorphe dans tout le plan.

Si enfin f,
la séric normale correspondante convergera toujours, car elle se réduira
a un polyndéme entier multiplié par une exponentielle.

J'ai peu de chose a ajouter sur le cas ou deux points singuliers
simples @, et a; se confondent en un seul point singulier double a;. Si
les intégrales sont irrégulieres, il n'y a pas de série normale et nous
devons laisser ce cas de coté. Si les intégrales sont réguliéres, il y a une

équation déterminante qui aura pour racines

est entier négatif sans qu'il y ait de logarithme dans v,,

N 14
0, 1, 2, ..., m—3, B, f.
Si f; et  ne différent pas d'un entier, il n'y a rien a changer & ce
qui précede; si 3; et f; différent d'un entier, il arrivera en général qu’une
intégrale v; sera de la forme suivante:

(2 — a)ilp + ¢ log(z — a,)]

¢ et ¢ étant holomorphes dans le voisinage du point z = a;,. Pour que
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la série normale correspondante converge, il faut et il suffit que ¢ et ¢’
soient holomorphes dans tout le plan.

Considérons maintenant une équation (1) et sa transformée (3); sup-
posons que cette derniére n'ait que des points singuliers simples et qu’aucun
des 8, ne soit entier. Alors nous aurons n séries normales a chacune
desquelles correspondra une fonction:

v, = (¢ — @) ¢,

¢; holomorphe pour z = a;.

Une série normale sera convergente si la fonction ¢, correspondante
est une fonction entiére; I'équation (1) aura précizément autant d’intégrales
normales que l'équation (3) aura d'intégrales égales & une fonction entiére
multipliée par une puissance de 7z — a.

A une méme intégrale de (3) ne pourront pas correspondre plusicurs
intégrales normales de (1). Il n'en sera plus de méme si plusieurs des
; sont entiers et sil y a des logarithmes. Supposons par exemple que
I'on ait pour une intégrale de (3):

v, = ¢ + ¢ log(z — a) 4 0 log(z — 1)

¢ et 0 étant holomorphes dans tout le plan et ¢ étant holomorphe dans
le voisinage des points @ et b, mais dailleurs quelconques.
Les deux intégrales

[ v,e"dz et / vz
i i

(k et k' étant deux contours analogues a k; et enveloppant le premier le
point a, le second le point J) seront deux intégrales normales de I'équa-
tion, (1).

Envisageons par exemple I'équation suivante:

L 2%y 2, .2
(1) | e R
dont la transformée de LaPLAcE sera:

av dv

(3) (47— ay)d—zz + 42+ (2 —pr =o.

Acta mathematica. 8. Imprimé le 11 Aofit 1886. 41
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C'est une équation hypergéométrique, dont les points singuliers sont
a, —a, 00

avec des équations déterminantes, dont les points singuliers sont respec-

tivemenf:
3 I
0, — 1; 0, — 1;___.5-]—_\/_ +ﬂ

Pour que dans le voisinage du point singulier a par exemple, une
intégrale prenne la forme:

¢ + ¢ log(z —a)

¢ étant holomorphe dans tout le plan, il faut que I'une des racines de
I'équation déterminante relaiive au point £ = oo soit enticre. Cela n'ar-

rive que si

f=mnn -+ 1)

n étant entier.  Supposons donc f==n(n 4 1). Alors I'équation (3')
admet pour intégrale un polynome entier P en z. Une seconde intégrale

gsera de la forme:

Z —
v = P log (
zjz + ° + Q
@) étant méromorphe dans le voisinage des points 2z ==a, £ = —a. Donc

Pintégrale:
' f vedz

prise successivement le long de deux contours analogues a k; et envelop-
pant respectivement le point z = « et le point z = — a, nous dounnera
deux intégrales mnormales de T'équation (1). Nous retrouvons ainsi un
résultat donné¢ autrefois par LiovviLre et qui, depuis les travaux de M.
Hatpurx, n'est plus qu'un cas particulier d’'une théorie plus générale.

Comme second exemple, nous choisirons l'équation suivante con-
sidérée par M. Havrurx (Sur lo réduction des équations linéaires aux formes
intégrables, p. 180)

1” l‘;’l/ (l,/ i )
1 31 2 “y 2 1 5 _
(1) Lo + (1 e )xdw <1 —n® 4 S ma )y o.
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Formons la transformnée de Larrack, il viendra:
. 1 d*v AR o dv , 9 ‘
" z;"—«—m>* 3 19 —n)z— + v(8 — 2r°) = O,
(3 (2 —gm)5r + 05 L+ (19— w)a gl 4 w( )

Posgons

et soit 7 une racine cubique de l'unité.
Les points singuliers seront:

@, af, aj> et 0O,
Les racines de Péquation déterminante seront pour les points singuliers
a distance finie:
I, 0 et —1I.

Pour le point singulier co elles seront données par:

plp—1)p—2)+9o(p— 1)+ (19—n’p + 8 — 20 =o0

ou
ol 460" + (12 —nPp + 8 — 2n’ =
Cette équation admet la racine — 2; en la faisant disparaitre, il reste:
pPFap+ 4—n*=o0
dont les racines sont — 2 + 5.

Dans le voisinage du point z = a, I'intégrale logarithmique v peut
se mettre sous la forme:

¢+ ¢ log(z — o)

¢ étant méromorphe et ¢ holomorphe dans le domaine de ce point.

Pour que la 'série normale correspondante converge, il faut et il
suffit que ¢ soit holomorphe dans tout le plan. Alors ¢ doit correspon-
dre a la racine — 2 4+ » de la troisiéme équation déterminante et dtre
un polynéme entier de degré » — 2. Il faut alors que n soit entier.
De plus ¢ doit étre une intégrale de 1'équation (3).

Drailleurs tout se passe de méme dans le voisinage des points 2 = ay,
2 =aj*, de sorte que, pour quc l'équation (I) admnette une intégrale nor-
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male, il faut que I'équation (3) admette comme intégrale un polyndme
entler.
Posons donc:

il viendra:
(2 4+n+2)(—n+ 2)d, =do"i(i — 1) — 2)d;y;.
Nous prendrons le polynome de degré » — 2; nous prendrons:
i=n—2 (mod 3)

et cette équation nous permettra de calculer par récurrence tous les coét-

ficients du polynome ¢, & moins que I'un des facteurs
i+ 2, ¢+ n 4+ 2, i —n 4+ 2
ne s'annule, ce qui ne pourrd avoir lieu puisque
i > 0, < n— 2,
Donc il existera toujours si n est entier ¢t plus grand que 2 un poly-

nome entier satisfaisant a l'équation (3).

Pour aller plus loin, posons 2* = ¢; I'équation (3) deviendra:

d?v dv

d*v 3 - 3

27(t — a%)t?

A dv dv

+ 81t T T 54t[{? + 3t(19 — n?)ﬁ + (8 — 2n*)v = o.

Il n’y a plus que. trois points singuliers:
o, I, ¢t <O

et les racines des équations déterminantes sont respectivement

I 2

O, ] _;

3 3

o, I, — I
2 w 2 n
—I = =
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Supposons que n ne soit pas divisible par 3 et pour fixer davantage les
idées soit
n=1 (mod 3).

Soient X, Y, Z trois intégrales de I'équation en £, la seconde se réduisant
a ¢. Je choisirai ces trois intégrales de telle fagon que quand le point
¢ tournera autour du point o, clles subissent la substitution linéaire:

1 0 O
o 4 O.
o o 7

Quand on tournera autour du point 1, nos intégrales subiront la

substitution linéaire:

a b ¢
i
O 1 O.
|
a U c’}
Les racines de léquation déterminante étant o, 1 et — 1; on devra

avoir identiquement par rapport a S:

a— S ) ¢
0 1 — 8 o = (1—298)7"
a’ v ¢ — S

De plus comme une seule intégrale est logarithmique, il faut que:
al — b’ =V el — b= — 0.

Quand le point ¢ décrira un contour de rayon trés grand, les trois inté-
grales subiront la substitution linéaire:

a b ¢
o J o
a byt

Mais en ce qui concerne le point ¢t = 00, les racines de l'équation déter-
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. 2 w2 — R — . ’ N
minante sont —3 T3 3 et par conséquent sont égales, @ des
. C I 2 . , . .
entiers prés, a O, - et 3 Il en résulte que T'on a identiquement:
J
a—3S b ¢)? ‘
o j-=S o \ e 1 — 57,
' by ¢y —8|
Ces conditions suffisant pour montrer que
0= ¢=1, a'c =0
ceci nous conduirait aux hypotheéses suivantes:
1’ @ = ¢ =0
2° @ = 1, ¢ = 0, b =o0
3° ¢ =1, o == 0, b =

Les deux derniéres hypothéses sont inacceptables, car eclles conduiraient
a admettre que 'équation (3') a une scconde intégrale holomorphe dans
tout le plan et qui ne pourrait étre qu'un polyndme entier. Or cela est
manifestement impossible.

Nous devons done adopter la premiére hypothése, et nous pouvons
conclure que I'équation (3) a une intégrale de la forme:

v=¢log(:® —a’) -+ M

¢ ¢étant le polynome défini plus haut et M étant méromorphe dans tout
le plan.

On arriverait au méme résultat i on avait
n=2 (mod 3).
On conclut de la que lintégrale:

f ve

prise successivement le long de trols contours u,m,l.logl,l()s a k, et envelop-



Sar les intégrales irrégulidres des équations lindaires. 327

pant respectivement le point «, le point @/ ct le point aj’ nous fournira
trois intégrales normales de T'équation (1). : ,
Si f; est entier négatif et si lintégrale v; correspondante n'est pas

loearithmique, lintéorale J. correspondante sera toujours normale. Re-

2 ) & i J
prenons par exemple les équations (17) et (3”) et faisonsy = 1. La
théorie précédente semble alors en défaut, car 1équation (3”) n’admet

) J

plus comme intégrale un polynome entier. L’il’)tégmle générale de I'équa-
tion (3") est alors:

A+ Bz + Cz*

v :
2% ——

A, B et € ¢tant des constantes arbitraires. Nous n'avons plus alors ni
intégrule entiere, ni intégrale logarithmique, mais les intégrales sont méro-
morphes dans le voisinage des trois points singuliers. L’équation (1”)
doit donc encore admettre trois intégrales normales, ce qu'il est d'ailleurs
aisé de vérifier,

Dans le cas ol 3 est entier positif, et ou lintégrale »; n'est pas
logarithmique, une méme intégrale de (3), holomorphe dans tout le plan,
peut fournir plusieurs intégrales normales de (1). Ainsi si I'équation (3)
admet une intégrale holomorphe dans tout le plan et gannulant ainsi
que ses 7 — 1 premicres dérivées en k points différents (qui doivent étre
alors des points a apparence singuliére), 'équation (1) admettra % inté-
grales normales.

Dans les exemples que nous avons considérés plus haut (équations
(1) et (1”) les transformées de Larrace (3°) et (3”) avaient toutes
leurs intégrales réguliéres. Cela arrivera toutes les fois que P, sera
de degré n et divisible par 2", P,_, divisible par z"', P,_, divisible par
2%, ..., P, divisible par z.

Supposons que Véqnation (1) satisfasse a ces conditions. Alors 'équa-
tion (3) aura teutes ses intégrales réguliéres tant a distance finie que dans
le domaine du point z = oc. Si donc elle admet une intégrale égale
a une fonction entiére multipliée par une puissance de 2 — a;, cette fonc-
tion entiére ne pourra étre qu'un polyndme.

D’ou, cette conclusion, que si Péquation (1) satisfait aux conditions
énoncées, une gérie normale ne pourra converger qu'a la condition d’étre

limitée.



3928 H. Poincaré.

Il est aisé de former des équations admettant un nombre déterminé
d'intégrales normales.
Soit une équation linéaire:

—1
d"n 4 o

Qn‘ + (l)n—l_ﬁ+"'+ (k)lz_}_ (l)/uujo

dz" dz

ou les polyndémes @ sont de degré m < n. Cette équation admettra
n — m intégrales holomorphes dans tout le plan. Posons ensuite

w = v(z — a)".

Alors v satisfera aussi a4 une équation linéaire (3") facile a former. La
transformée de Larrnace de (3”) aura alors évidemment n——m intégrales
normales.

§ b. Cas du sccond ordre,

Nous allons chercher maintenant & étendre au cas général les ré-
sultats qui n'ont été jusqu’ici obtenus qu’en supposant que toutfes les
séries normales sont du 1 ordre et par conséquent que tous les poly-
nomes P sont de degré égal ou inférieur a celui de P,.

Considérons une équation:

i

+ P, =+ Py=o0

dx

a"y ar! g

n—1 ) PP
da" dz"

(1) P,

ot les degrés des polynémes P, vont en croissant, mais de la maniére

sera par exemple de dearé m; P, ; sera de degré m + 1
au plus; P, , de degré m + 2 au plug; ...; P, de degré m 4 n— 1
au plus, et P de degré m -+ n au plus. Il arrivera alors en général

que P'équation (1) admettra # séries normales du 2% ordre:

sulvante: P

n

0 Vaill e (@) ¢y(7) s (@),
n aura d’ailleurs:

a I

I , fos , . . . I .
¢<—> étant une série ordonnée suivant les puissances croissantes de o» mais

@

généralement divergentes.
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Soit y = f(x) une intégrale quelconque de l'équation (r). Posons:

w = f{e)f(— ).

Il est aisé de voir que u satisfait & une équation linéaire d'ordre n”:

A" u a1
2 Qe—
( ) n Z:Un-

2.
dz"

ol les coéfficients @ sont des polyndmes entiers en z.

+ Qn‘z—l—l-l_'" + QI%_*_ Qou:

Cette équation admettra les n® séries normales suivantes:

e(2)¢(— ), ¢a(®) e (— ), .., gu(®)ei(— )

¢ (2)¢s(— @), ¢2(w)@a(— ), ..., ¢u(®)a(— 2);

(@), (—a), eu(@)e(—a), .., ga(@)ga(— 2)

»

qui sont toutes du 2° ordre. Donc les degrés des polynémes @ iront en
croissant de telle facon que le degré de @,._, ne puisse dépasser celui

de @,. de plus de % unités.

De plus cette équation (2), d’aprés son mode de formation, ne devra
? p b

pas changer quand on changera z en — x; d'olt il résulte qu'un méme

polynéme € ne pourra contenir que des puissances de z d'une méme

parité. Chacun des polynémes @ sera ou une fonction paire ou une fonc-
tion impaire; si @,. est pair, ., sera impair, Q.. , sera pair et ainsi

de suite; ce sera le contraire si §,. est impair.
Posons maintenant:

nous aurons:

L’équation (2) qu’on peut écrire:

d’u
2o o

deviendra donc:

XX gt T

lp—aql2g—p a

Acta mathematica 8. Imprimeé le 10 Aot 1886.

(@=p; p=29)

(p=0; p=n?)

42
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ZR d"u:O

vy

o bien:

les R, étant des polyndémes définis par la maniére suivante:

Rq = Z Qp(Qx)?q”” W_%l%q—_—P (pz=q; p=29; p=1n%)

Nous aurons en particulier:

an = Qn2(2 CU)"Z.

Soit m le degré de @,.; celui de @, sera au plus égal & m + n*— p.
Le degré de R, (en x) sera égal & m 4 n’. Le degré de @, (2z) "
sera au plus égal a m + #® + 2¢ — 2p; mais si T'on observe que ¢g—p
est au plus égal a o, on verra que le degré de @,(22)" 7 et par consé-
quent celui de R, est au plus égal a m 4 n’

Donc le degré d'un quelconque des polynémes R, est au plus égal
au degré de R,..

Nous pouvons toujours supposer que m -+ n® est pair. Car si cela
n’était pas nous multiplierions Véquation (2) par z, augmentant ainsi m
d’'une unité. Alors @,. sera une fonction paire ou impaire selon que m
sera pair ou impair, et par conséquent selon que »n* sera pair ou impair.
De plus les polyndémes ¢, devront étre alternativement des fonctions
paires ou impaires, d’ou il suit que Q,(2z)* et par conséquent R, est
toujours pair.

Si donc on remplace x® par ¢, R, est un polynéme entier en ¢.

L’équation (3) est alors une équation de méme forme que (1), mais
qui sera de rang 1 et mon plus de rang 2, pour employer Iexpression
du paragraphe 2.

Soit par exemple I'équation:

72

[ u___ 3 —
(1) i (z* 4+ 1)y = o.
Soit y, ce qu'on obtient en changeant  en — x dans y; on aura:
a’y ;
=5 — (@' — 1)y, =o.
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Soit u = yy,; nous désignerons par y, y;, «’, y”, etc. les dérivées succes-
sives de y, y, et w. On obtiendra en tenant compte des équations diffé-
rentielles:

u = yy,
w = y'y + Yy
(59 u” = 2a%y, 4 29y,

. 2 N “~ ’
w" = qayy, + (4%2 + 9—) vy + (4562 —;)y%

u'’ = <8x“ + 4 -—%)yyl + <I 2% —;;)yyi + <12 + —jz)y'yl + 8x%'y.

En ¢liminant entre ces cinq équations (5°) les quatre quantités
Yy YY1, YY1, YY1, on arrive a I'équation:

, d*a du d*u du .
(2) xgw+xw—4x4w—I6x3d—x—(8x2'—4>uzo.

Il est aisé de vérifier que cette équation est de rang 2.
On trouve ensuite:

R, = @, (2x)* = 162°
R, = Q,(20)* . 12 + @Q,(22)® = 562* |
R, =@, .12 4+ Q(22).6 + Q,(22)° = — 162° + 24%°

R = @,.2 + Q,(20) = — gou*
R0=Q0=—8$U2+4.

d’ou enfin 1'équation:

dtu d dtu du

(3" 48 o+ 14t d;:’—-— (41" 4 60) oz — 10t* p — (2t — 1)u =0

qui, comme on le voit est de rang 1.

L’intégration de 'équation (1) est ainsi ramenée a celle de 'équation
(3) qui est de rang 1. On formera donc la transformée de Larrace (4)
de cette équation (3) et on obtiendra ainsi  sous la forme d'une inté-
grale définie. ' ‘
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Cominent lorsqu’on connaitra u pourra-t-on obtenir y?
Appelons y, ce que devient y quand on y change z en —x. On
trouvera n® 4 1 équations de la forme suivante:

/3 /3, 7, a=0,1,2,..,n
(5> d”u — Z r d v d Yy <ﬁ=3,;,3,‘..,ng_1>

o gy L apy g 7"
do fr + ofy da;ﬁ dz’ 720,1,2, ..., i—1

Dans ces équations I, désigne une série de fonctions rationnelles en z.

d’u

IYailleurs naturellement Jnv Teprésente u. Ces équations sont ana-

logues aux équations (5') écrites plus haut.
Si Pon élimine par un déterminant, entre ces n® 4 1 équations les
n? produits
' 8. ar
©) vy
de’ da”

on obtiendra Péquation (2). Ne retenons plus maintenant que les »°
premiéres équations (5), celles olt 'on a pour « successivement les valeurs:

a=0,1, 2, ..., #*—1.

On pourra alors résoudre les n’ équations par rapport aux #? produits
(6) (comme si ces »® produits étaient des variables indépendantes) pourvu
toutefois que le déterminant correspondant ne soit pas nul, ce que nous
supposerons. Nous mnous réservons d'ailleurs de revenir plus loin sur le
cas particulier ou ce déterminant est nul.
On tirera en particulier:
dy
dw

vy, et gy
sous la forme suivante:

n2__ .
)

du d*u ;
yyl = @01,& + @IZZ}; + @2w+ RS + ¢n2—l:Z;"_’_—l

21
, du d" u

d‘!/_ ’ ’ o
yld—m_ @0% + @1% 4+ ... -+- @nzﬂl(—lgz_l

ce qui donnera enfin:

Al
dy Zd)” dx®
yde e

20

Y da?
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Si w est connu, cette équation donnera y par une simple quadrature.
On peut d’ailleurs obtenir ce résultat d’une infinité de maniéres;
en calculant:
o a
d Y1 et dy d’y,

da” dz  da" '

Y

Il n’arrivera pas que toutes ces quantités soient nulles & la fois.
Voyons maintenant ce qu’il faudrait faire si le déterminant était
nul et st par conséquent on ne pouvait pas résoudre les équations (5)
par rapport aux n’ produits (6).
Pour le voir, faisons » = 2 et écrivons les équations (5) en reprenant
la notation de LAGRANGE

U = Yy
w =Yy + Yy
(5”) w’ = Ayy, + Byyi + Cy'y, + Dy'y;

u" = A'yy, + Byy, + Cy'y. + Dy'y;

A, B, C, D, A, B, C'y D' seront des fonctions rationnelles de z telles
que le déterminant

A B C D
4 B C D

soit nul. Nous supposerons toutefois que les mineurs du 1* ordre ne
solent pas tows nuls & la fois. Nous pourrons alors écrire:

!

vy = “_
yh = au -+ Bu’ 4 ju” -+ ow' 4 ey'y,
y,yl — a’u + ﬂ’u’ —-I—‘T’u” + 0‘"%”’ + e’y’y;

a, B, 1, etc. étant rationnels en z. En faisant lo produit des deux der-
niéres équations et en y remplacant yy, par w, on obtient une équation
du second degré en y'y;. Il en résulte que y'y; et par conséquent yy,,

’

uy,, y'y, et enfin L sont des fonctions algébriques de z, w, u, w” et .
Y le Y q ’
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Toutes les fois donec que le déterminant:

z a=0,1,2,..,n%°—1
+ Fa . <,5=0,1,2,..., n~‘1>
— T apr
7=0,1,2,..., n—1
sera nul, 'expression
' dy

e

sera non plus une fonction rationnelle, mais une fonction algébrique de
z, de u et de ces dérivées. Donc quand on connaitra %, on en déduira
y par une simple quadrature. '

Il est facile maintenant d’étendre au cas général ce que nous venons
de dire des équations de rang 2. Supposons que (1) soit une équation
de rang p et soit satisfaite par n séries normales d’ordre p. Soit:

y = f()

une intégrale quelconque de I'équation (1). Posons:

= f(2)f(ax)f(@’x)...[(a’ " )

a étant une des racines p° primitives de lunité.

I1 arrivera alors que u satisfera & une équation différentielle linéaire
(2) de rang p et d’ordre #? dont les coéfficients seront des polyndmes en
x. L’équation ne devra pas changer si on change © en az. Il en ré-
sulte que si I'on écrit cette équation sous la forme:

] lh’ dh
(2) ZQn(—Cﬁé: ZAMWI‘J

da

on devra avoir
k — h = une constante (mod p).

En multipliant I'équation par une puissance convenablement choisie

de z, on aura alors: .
k=1h (mod p).
Faisons maintenant
= .

L’équation (2) deviendra par ce changement de variable

(3) ZR du o)

v
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(¢

les R, étant des polyndmes entiers en #¢. Cette équation (3) sera d
rang I.
Supposons qu’on en tire u; comment obtiendra-t-on y? On obtiendra
#n® 4 1 équations
d7?/. a'y,
(5) Z /9/ /1 d.’ﬂr o dwl
(a=0, 1,2, ..., 05 8,1y, ...,A=0, 1, 2, ..., B — 1)

Dans ces équations les Z' sont des fonctions rationnelles de « et y, désigne
la fonction f(a’z).
Des n” premiéres équations (5) on tirera les »* produits:
dﬁ?/ fl’ T
P A
Si on considére en effet ces w? produits comme des variables indépen-
dantes, les m, premiéres équations (5) seront linéaires par rapport & ces
n? variables. On pourra donc les résoudre, pourvu que leur déterminant
ne soit pas nul.
On obtiendra ainsi:

d'u
yj’/llyg LR yp~-l = Z(Dq___q

dzx

(g=0,1,2,...,77 —1)
dy , A%
aylyg e Yy = Z (pq dt

les @ étant rationnelles en . On en tirera

, A
dy % da’
ydo d"u

o g

de sorte que la dérivée logarithmique de y est une fonction rationnelle
de z, de u et de ses dérivées.

Si le. déterminant des équations (5) était nul, cette dérivée loga-
rithmique ne serait plus une fonction rationnelle, mais algébrique de z,
de u et de ses dérivées.

Dans tous les cas, si on suppose # connu, y s'obtiendra par une
simple quadrature.
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§ 6. Généralisation des §% 3 et 4.

Quelle est la condition pour que 'équation (1) envisagée dans le
paragraphe précédent, ait une intégrale normale, c’est a dire pour que
I'une des séries normales qui y satisfont converge?

Supposons pour fixer les idées que cette équation

) : .. [l'n "l/ (lw-—] y
(I) Pn’d‘;,_*-Pn—lm_l-"'_*—Poy:O
soit de rang 2 et soit
eax‘2+bz§0(x)

une série normale qui y satisfasse; nous allons chercher la condition pour
que cette séric converge. Si elle converge, il en sera de méme de

ca,'v'l‘—lmt¢ (x)
§ = ¢ (yi)g(— i)

t = a2

ou encore du produit:

ou Yon a posé:

Mais cette série normale S qui est du 1 ordre, satisfera formelle-
ment a l'équation:
(3) 2%

dat’

que l'on formera comme dans le paragraphe précédent, en appelant y,
ce que devient y quand on change z en — x, et en faisant u = yy, ét
¢ =2 .

Mais cette équation (3) est de rang 1; pour quellc admette une
intégrale normale, il faut donc et il suffit que sa transformée de La-
PLACE (4) admette une intégrale de la forme suivante:

v = (¢ — a)G(z)

((z) étant une fonction entiére de 2.
Cette condition est donc aussi nécessaire pour que 1'équation (1) ait
une intégrale normale.
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Je dis qu'elle est également suffisante. Supposons en cffet qu'elle
soit remplie; alors on pourra trouver une intégrale de 'équation (3) qui
soit de la forme:

(6) ) U = e‘_’ui tl 9’ ( ,) — e‘_’a.t‘zx?).gc (T ?)

. . I
¢ désignant une fonction holomorphe en - pour ¢ = co.
’ ¢
Nous avons vu au paragraphe précédent qu'en supposant que le dé-

terminant des équations (5) ne soit pas nul, on aura:

RS

Yh = z (Dq da?
dy ,d%n
ath = =0

les @ et les @ étant rationnels en z. Si dans ces équations nous rem-
plagons u par sa valeur (6), puis que nous les divisions I'une par autre,
il vient:

dy

LA ‘
M'_zax+b+m+

@

d e
12+£§+"‘f

Car on voit aisément que:

peut se développer en série snivant les puissances croissantes de i
On en déduit aisément:
Y = euz‘—‘+bx¢,(x)xc
¢ étant une série convergente ordonnée suivant les puissances croissantes

de -. La condition énoncée plus haut comme nécessaire est donc aussi
@ .

suffisante.
Elle lest encore si le déterminant des équations (5) est nul. 1Tl
arrive alors que l'on a:

d du Ay
Y F(% u?%""’ﬁ——_l)

yda
Acta mathematica. 8. Y¥mprimé le 17 Aot 1886, 43



338 H. Poincaré.

F étant Dalgorithme d’une fonction algébrique. De plus la fonction F

21
du d" T u

est homogéne et de degré o par rapport a u, T ey s
2 de"

Si donc on y remplace u par son expression (6), I'exponentielle ¢***
qui entre dans cette expression disparaitra, ce qui montre qu'aprés cette
substitution le point 2 = oo sera pour la fonction F (qui ne dépend
plus maintenant que de 2z puisquon a remplacé w« par une fonction
connue de x) un point singulier algébrique.

On pourra donc développer F suivant les puissances décroissantes
(entiéres ou fractionnaires) de x. Si l'on n’a que des puissances entiéres,
il viendra

(ly_ c
yd%__zax-l-b—{—;j—{—...

et on retombera sur le cas précédent. Si au contraire on avait des
puissances fractionnaires, on trouverait

y— g

¢ 6tant l'algorithme d’'un polynéme entier et ¢ celui d’une fonction ho-
lomorphe.

[’équation (1) devrait donc étre satisfaite par une série anormale,
ce que Nous n‘avons pas supposé.

On doit done conclure que la condition énoncée est dans tous les
cas nécessaire et suffisante pour qu’une équation de rang 2 ait une in-
tégrale normale et on verrait de la méme maniere qu'il en est de méme
pour une équation de rang quelconque.

Supposons maintenant que la série normale que nous envisageons et
qui satisfait & 1'équation (1) ne soit pas convergente. Soit:

S — eax7+b.rxl¢(x)
cette série normale divergente; formons la série:

S

| = 6a.t2—b;vx)«¢(___ 7/.)

et multiplions ces deux séries membre 4 membre, nons trouverons:

§ = 88, = &"Po(yi)e(— Vi) =
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et S’ sera une gérie normale du 1 ordre en ¢ ¢t qui satisfera formellement
a Déquation (3) qui est de rang 1. Cette sériec S représentera alors
asymptotiquement une certaine intégrale w de cette équation d’apreés ce
que nous avons démontré au § 3.

Si Ton posc ensuite:

o d’u
dy ! da?
yde ~ dlu

2 dx"

(les @ et les ¢ ayant méme signification que plus haut) y sera une
intégrale de Péquation (1).

Je dis que y sera représenté asymptotiquement par la série S.

En effet, on pourra former d'aprés les regles ordinaires du calcul,
les séries suivantes:

q 7 Q
2o 8 o, s
da’ da?

On obtiendra ainsi deux séries divergentes qui représenteront asymptotique-

ment

3 [);d vt 2(1) a’ u
da’ ! dat
Cela demande un mot d’explication; pour établir les égalités asymp-
totiques: :

‘1 4 4
(7) I LD SYTL A ') “E— %ot

da’ du dw de
dr 2’
il faut admettre que T st représenté asymnptotiqueruent par T de
@ @
la méme maniére que w est représenté par §'. Or les principes du § 1
ne permettent pas en général de différentier unc égalité asymptotique
comme une égalité ordinaire.
Mais ici cette difficulté ne peut nous arréter. En effet u satisfait
\ ’ . . 7 _* L 2 . . L4 .
& une équation lindaire d'ordre #*® et de rang 1, qui est I'équation (3).

. Co d'w PTP SSNOTSRT
Il en résulte immeédiatement que r doit satisfaire & une équation li-

néaire (8) qui sera comme l'équation (3) d'ordre n® et de rang 1. En
raisonnant sur l'équation (8) comme sur l'équation (3), on verrait que
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cette ¢quation est satisfaite formellement par une série normale et que

cette série représente asymptotiquement une des intégrales de l'équation.
P . . . d’u

On vérifierait ensuite sans peine que cette intégrale est — et que cette

dt’
7 Q!
série est T On a donc asymptotiquement
A’ . dqﬁ'-'
dt* dt?
et par conseéquent:
AR o a? s
dx? dz’
On a donc aussi asymptotiquement
z a"s’ 2a.r? 2 2—1 32
y!/[ - q)qgv_q-: ¢ (aox + alx + azx + .. )

d S i )
—d_i/;yl = Z(I) T——: e (ﬂoxl.-l—l + ﬂlxl + ﬂgx). 1 + . )

Il est d'ailleurs aisé de vérifier que:

ﬂo = ae,.

On aura donc asymptotiquement:

—2qx?
_ a, _ a, o .

Yy = + -t ‘+a“x +...=14+ X
Ly 0 [

—2aux? ;

e " dy 3 A, . .

— =y, =ar + 222t =X

ot A T4, 2

Si donc nous posons:
—2au?
—Y =1+ 0
a,x

(]

6—2411' dQ/

— Y =
T oY

[luw drt 1

les fonctions @, et w, seront représentées asymptotiquement par les sérics
Y et ¥, et on aura:
dy o, )
yde 1+ o,
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Mais
I

2
—_— = I — +(0'—
1+ w, ! !

est une fonction holomorphe de w, pour w, = o. On peut donc, d’apres

¢
les principes du § 1 y substituer son expression asymptotique X, daprés

les régles ordinaires du calcul; on obtiendra une série divergente Y, qui
représentera asymptotiquement —— .
p ymptotq I+ o,
Mais d'apres les principes du méme paragraphe, nous avons le droit
de multiplier les deux égalités asymptotiques:

W, = «,

I

I+wl— 3

d’aprés les régles ordinaires du caleul, ce qui nous donne asymptotique-
ment
dy -
—y! = dz3,%,.
Si je rappelle en outre que les principes du § 1 nous permettent
d'intégrer les égalités asymptotiques comme les égalités ordinaires, j’écrirai:

logy = /1({;02'32'2

ce qui montre que logy peut étre représenté asymptotiquement par une
certaine séric que l'on peut former aisément et que nous écrirons:

az® + bz + Aogx + 2+ 24 =ax + b+ Alogx + X,
o] x @ D 4

Posons alors:

y = el

7 sera représenté asymptotiquement par X,. Mais & est une fonction
holomorphe de % pour » = o; j'y puis donc substituer a la place de y

son expression asymptotique X,, ce qui donne asymptotiquement

49

y = " Hgled,
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Il en résulte que y est représenté asymptotiquemient par une série de
forme normale qui ne peut étre différente de S.
Légalité asymptotique

est donc démontrée. :

Mais il convient d’observer que toutes les intégrales de I'équation
linéaire (2) ne peuvent pas étre regardées comme le produit d’une inté-
grale y de P'équation (1) par ce que devient cette méme intégrale lorsqu’on
chunge £ en — #, ni méme comme le produit d’une intégrale y de 'équa-
tion (1) par une intégrale y, de P'équation (1) obtenue en changeant
en — z dans l'équation (1). Cette propriété n'appartient qua certaines
intégrales particuliéres de l'équation (2).

Il résulte de 1a que si Von tire y de l'égalité:

, dlu
) B
yde d’u

la valeur de y ainsi obtenue ne sera unc intégrale de 'équation (1) que
si Ton a choisi pour w certaines intégrales particulicres de I'équation (2).
Parmi ces intégrales particuliéres on peut toutefois en trouver #* qui
sont linéairement indépendantes.

‘ Il est aisé de voir que parmi les intégrales de I'équation (2) il y
en a une (que jappellerai u ), qui est représentéc asymptotiquement par

une série normale S, (en supposant par exemple, pour fixer les idées,

1?
que z croisse indéfiniment par valeurs réclles positives) ct qui est telle
quon en puisse trouver n’-— 1 autres dont le rapport a %, tende vers

o quand « croit indéfiniment.
En appelant u,, , ..., w, ces n® — 1 intégrales, on aura:

. W, . " . g2
lim=2=o0 lIm=2=0, ... limm =% = o,
% J b b

1 %l ul

L'intégrale générale de I'équation (2) sera alors de la forme:

A;ul + A?u‘J + e + An“uzﬂ
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et elle sera représentée asymptotiquement par la série 4, S, pourvu que
4, ne soit pas nul. Ainsi l'intégrale la plus générale de 'équation (2)
sera représentée asymptotiquement par une série normale.

Considérons maintenant, non plus lintégrale la plus générale de
I'équation (2), mais la plus générale parmi celles qui substituées a u
dans Véquation (8) donnent pour y une intégrale de I'équation (1). Si
I'on veut qu'il en soit ainsi, on ne peut pas choisir les constantes d’inté-
gration 4, 4,, ..., 4, dune facon arbitraire; il faut qu’il y ait entre
elles certaines relations quadratiques (9). Mais quand méme on suppose
que ces équations quadratiques (g9) sont satisfaites, 4, ne sera pas nul
en général. Donc lintégrale de l'équation (2) la plus générale parmi
celles qui satisfont aux relations (9) est encore représentée asymptotique-
ment par une série normale,

Il suit de la et des raisonnements développés plus haut, que linté-
grale la plus générale de I'équation (1) sera représentée asymptotiquement
par une gérie normale.

Cest dans ce sens que les résultats du § 3 peuvent étre regardés
comme généralisés.

Le raisonnement qui précéde s'applique encore si, le déterminant

. . . 1t .
des équations (5) étant nul, Dexpression gﬁ% n'est plus une fonction

rationnelle mais algébrique de x, de » et de ses dérivées. Ce raisonne-
ment est fondé en effet sur ce principe, démontré au § 1, que toutes
les opérations du calcul sont applicables aux égalités asymptotiques, si
l'on excepte la différentiation. Il n'est pas permis en général de diffé-
rentier une égalité asymptotique. Mais daprés ce que nous avons vu
plus haut, dans le cas particulier ol » est une intégrale d'une équation
linéaire, il est permis de différentier I'égalité asymptotique

= NS.

Il ne se présente donc aucune difficulté.

Il 'y aurait rien & changer aux développements qui précédent, si
l'équation (1) au lieu d'étre de rang 2 était de rang quelconque.

Les résultats des §§ 3 et 4 peuvent donc s’'étendre au cas le plus
général, avec les restrictions énoncées plus haut.
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Je puis donc énoncer le résultat suivant qui sera la conclusion de
ce mémoire.

L'intégrale la plus générale d'une équation de rang quelconque est
représentée asymptotiquement par une des séries normales qui satisfont
formellement 4 cette méme équation.

Il pent y avoir exception si 1'équation admet des séries anormales.

Paris, 7 Février 1886.




