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ANZAHL-BESTIMMUNGEN FUR LINEARE RAUME

BELIEBIGER DIMENSION
VON

H. SCHUBERT

in HAMBURG.

In einer Abhandlung,' die im 26%" Bande der Mathematischen
Annalen (S. 26—51) erschienen ist, habe ich als Funktionen von » alle
diejenigen Anzahlen ausgedriickt, welche angeben, wieviel Straklen in
einem #n-dimensionalen linearen Raume gegebene Grundbedingungen er-
fullen, wo unter Grundbedingung jede Bedingung zu verstehen ist, welche
verlangt, dass ein Strahl in einem gegebenen a-dimensionalen linearen
Raume liegt (2 Zn) und dabei einen in diesem Raume liegenden a-di-
mensionalen linearen Ranm (¢ < a) schneidet, d. h. einpunktig trifft.
Zugleich habe ich dort nicht allein fur den Strahl sondern auch fiur dic
Ebene und aberhaupt fur jeden p-dimensionalen linearen Raum diejenigen
Bedingungen aufgezihlt und auch mit passenden Symbolen bezeichnet,
welche man als Grundbedingungen zu betrachten hat. Ich wiederhole hier
diese auch im Folgenden fortwahrend angewandte Bezeichnungsweise:

Die Dimension des linearen Raums, in welchem alle vorkommenden
Gebilde gedacht werden sollen, heisse stets n. Es bedeute ferner jedes

Symbol
[a],

' Die n-dimensionalen Verallgemeinerungen der fundamentalen Anzahlen unseres Raumes.
Von dieser Abhandlung, die ich im Folgenden immer kurz Fund. Anz. nennen werde,
beuutze ich hier hauptsichlich nur die dort in § 2 angefithrten, zum Theil auch schon
von Herrn VeronesE (Mathematische Annalen, Bd. 19) zusammengesteliten, sehr
naheliegenden allgemeinen Sitze iber lineare Riume und ihre Dimensionen.

Acta mathematica. 8. Tmprimé le 1 Mars 1886. 13
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wo a irgend eine ganze Zahl oder ein eine ganze Zahl darstellender
Buchstaben-Ausdruck ist, einen q-dimensionalen linearen Raum, z. B. [o]
cinen Punkt, [1] einen Strahl, [2] eine Ebene, u. s w., endlich [n] den
n-dimensionalen linearen Raun, der allen Betrachtungen zu Grunde gelegt
wird. Man erhalt dann die samtlichen Grundbedingungen, welche einem
[p] auferlegbar sind, wenn man sich auf alle mogliche Weise p + 1
Raume [a,], (@], [a,], ..., [a,] als gegeben denkt, von denen [g,] in
(a1, [a,] in [a,], [@,] in [a,], u. s w., liegt, und wenn man dann ver-
langt, dass der [p] mit dem [@,] ecinen Punkt, mit dem [a,] einen Strahl,
mit dem [a,] eine Ebene, und uberhaupt mit dem [a,] einen [k] ge-
meinsam haben soll. Die Bedingung, welche dadurch dem [p] auferlegt
ist, bezeichne ich stets mit

(@, @y @y, a3, o, a,_y, a).

Es bedeutet hiernach z. B. das Grundbedingungs-Symbol:
(0, 2), dass cin Strahl einem gegebenen Strahlbiischel angeht‘)rén soll,

(0, ), dass ein Strahl durch einen gegebenen Punkt gehen soll,

(4, 5), dass ein Strahl in einem gegebenen funfdimensionalen linearen
Raume liegen soll (dass er dabei auch einen in dem [5] liegenden [4]
schneiden soll, kann bei der chrsetzung des Symbols fortgelassen werden,
weil in einem [5] jeder Strahl mit einem [4] einen Punkt gemein hat),

(n — 3, n — 1, n), dass eine Ebenc mit einem [# — 3] einen Punkt
gemeinsam haben soll,

(@ — 2, a— 1, a), dass eine Ebene in einem [«] liegen soll,
(0, 1, 2, 3), dass ein [3] gegeben sein soll,

(0, 1, 4, 5, n), dass ein [4] mit einem gegebenen [5] einen [3] ge-
meinsam  haben soll, und dabei durch einen gegebenen, in dem [5]
liegenden Strahl gehen soll.

Aus der Definition des Bedingungssymbols (a,, a;, @, ..., @,) geht
hervor, dass a, < a, <a, < a, <...<a,-n sein muss. Da @, nicht
kleiner als o sein kann, so kann also auch a, nicht kleiner als % sein.
Indem man die p 4 1 Buchstaben o, «,, a,, ..., a, allen hiernach zu-
lissigen ganzen Zahlen gleichsetzt, erhialt man leicht, dass sich einem [p]
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\n + 1
|p +1in -—p'
lassen, wobei die nullfache Grundbedingung (n—p, n—p +1, ..., n—1, 1)
und die Grundbedingung (o, 1, 2, ..., p), welche ausspricht, dass der
p] gegeben ist, mitgezihlt sind. In den Fund. Anz. zcigte ich ferner,

dass ein [p] die Konstanten-Zahl (p + 1)(n — p) hat, und dass die Di-
mension der Grundbedingung (a,, a,, a,, ..., a,) gleich

im ganzen' (n 4 1),,, = Grundbedingungen auferlegen

(p + I)n—ép(p + 10— +a +a +...4qa,)
ist.

Fundamentale Anzallen eines [p] mdgen nun alle diejenigen Anzahlen
heissen, welche angeben, wieviel Gebilde [p] irgend welche gegebene
Grundbedingungen erfillen, wobei die Dimensionssumme der gegebenen
Grundbedingungen naturlich gleich der Konstantenzahl (p 4 1)(n — p)
des [p] sein muss.

Was den Punkt anbetrifft, so sind fiir ihn alle fundamentalen Anzahlen
selbstverstandlich gleich 1. Algebraisch heisst ja dies nichts anderes, als
dass, wenn beliebig viele Systeme vonzusammen # Gleichungen ersten Grades
zwischen x,, x,, #;, ..., 2, gegeben sind, eine einzige Wertgruppe der
Ty, Ty, Xy, ..., ¥, existiert, die alle Gleichungssysteme zugleich befriedigt.

Was den Strakl anbetrifft, so habe ich fur ihn die simmtlichen fun-
damentalen Anzahlen in den Fund. Anz. bestimmt. Die Mittel hierzu
lieferte eine Formel, welche jede aus zwei Grundbedingungen zusammen-
gesetzte Bedingung als Summe von nicht-zusammengesetzten Grundbedin-
gungen ausdriickte.* Hierbei ergab sich auch die Anzahl der Strahlen,
welche in einem [#] cinen gegebenen [«] schneiden, dabei in einem durch
diesen [a] gehenden [a] liegen, und ausserdem a -+ a — 1 beliebig ge-
gebene [ — 2] schneiden. Die Funktion von ¢ und a, welche diese
Anzahl ausdriickte,® kann folgendermaassen geschricben werden:

‘a+a—_l(a—a)

Ia{a

! Hier wie im Folgenden bezcichnet ,(L das Produkt aller ganzen Zahlen von I bis

@, und b, dic Kombinationszahl, welche gleich ——I—b‘——a ist.
¢lb—

* Vergl. Mathematische Annalen, Bd. 26, 8. 40.
® Vergl. Mathematische Annalen, Bd. 26, S. 46 cben.
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In der vorlicgenden Abhandlung ist nun, als ziemlich allgemeines
Beispiel fuir die Bestimmung der fundamentalen Anzahlen von lincaren
Raumen hoherer Dimension, zunichst fiir die Ebene und dann auch all-
gemein far den [p], das Analogon bezw. die Verallgemeinerung der cben
angegebenen Formel entwickelt. Dem entsprechend zerfallt diese Abhand-
lung in drei Abschnitte.

Im ersten Abschnitt wird die Formel entwickelt, welche fur jeden
[p] die aus einer beliebigen Grundbedingung (a,, @,, @, ..., a,) und
der einfachen Grundbedingung (W —p—1, n—p+ 1, n—p+ 2, ..., n)
zusammengesetzte Bedingung als Summe von nicht zusammengesetzten
Grundbedingungen darstellt.? Bei der Ableitung dieser Formel habe ich
von keinen andern Hilfsmitteln, als von den folgenden beiden allgemeinen
Sitzen Gebrauch gemacht. Erstens: Wenn ein [a] und ein [5] so liegen,
dass sie einen [¢|, aber nicht unendlich viele [¢], gemeinsam haben, so
giebt es immer einen und nur einen [@ + b— ¢}, welcher den [a] und den
[b] zugleich enthalt.® Zweitens: Wenn man den beiden Gebilden, welche
durch zwei einem Gebilde I" auferlegte algebraische Bedingungen als ge-
geben vorausgesetzt werden, eine speciellere Lage zu einander erteilt, so
wird die Anzahl von Gebilden I', welche diese beiden Bedingungen und
ausserdem noch irgend welche andere algebraische Bedingungen erfiillen,
erhalten oder unendlich gross.?

' Man erinnere sich aus meinem Bedingungskalkiil (§§ 2 und 3 meines Kalkiils der
abzihlenden Geometrie, Leipz'g 1879), dass erstens das Produkt mehrerer Bedingungen
die Bedingung bezeichnet, welche ausspricht, dass jene Bedingungen zugleich erfiillt werden
sollen, dass zweitens eine cinem Gebilde von der Konstantenzahl ¢ auferlegte c-fache Be-
dingung gleich der Anzahl der Gebilde gesetzt wird, die diese Bedingung erfillen, und
dass drittens eine lineare GHleichung zwischen d-fachen Bedingungen, die einem solchen
Gebilde auferlegt sind, aussprechen soll, dass aus ihr eine richtige Zahlengleichung entsteht;
wenn man jede dieser d-fachen Bedingungen mit einer und derselben (¢ — d)-fachcu Be-
dingung multipliciert, und fir die erhaltenen ¢-fachen Bedingungsprodukte die zugehorigen
Anzahlen einsetzt. »

? Dieser Satz, der fir @ = I, b =1, ¢ == 0 das geometrische Axiom giebt, dass
zwei sich schneidende Strahlen zugleich in einer und derselben Ebene liegen, ist algebraisch
leicht ersichtlich (Vergl. die Fund. Anz., § 2, IIT).

® Dieser Satz ist nichts anderes als eine Form jenes fruchtbaren, der Algebra ent-
lehnten Princips, das ich in meinem Kalkil d. abzihl. Geom. (§ 4) Princip der Er-
haltung der Anzahl gepannt habe. Bei den Anwendungen hier sind die beiden als gegeben
vorausgesetzten Gebilde immer lineare Riume,
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Im zweiten Abschnitt werde ich, von den kleinsten Werten von a,
und @, ausgehend und allmahlich zu den allgemeinen Werten aufsteigend,
schliesslich finden, dass die Anzahl der Ebenen, welche die Bedingung
(¢, @,, a,) erfullen und ausserdem jeden von ¢, + a, 4 @, — 3 gegebenen
(n — 3)-dimensionalen linearen Réumen einpunktig treffen, durch den fol-
genden Ausdruck dargestellt wird:

‘ao +a, + a,— 3 (¢, — a)a, — a,a, — «,)

ENEAS

Iin  dritten  Abschnitt wird der Beweis gefithrt, dass auch die all-
gemeine Formel, welche aus der Gestalt der eben angefiihrten Formel
und der auf den Strahl beziglichen analogen Formel fur den [p] ver:
mutet werden kann, wirklich richtig ist. Das allgemeinste Resultat dieser
Abhandlung ist also die Bestimmung der Anzahl aller derjenigen [p],

welche die beliebige Bedingung (a,, @, @, ..., a,_,, a,) erfillen, und

mit @+ a, +a, + ...+ ¢, »—:—;p(p + 1) beliebig gegebenen [#— p— 1]

je einen Punkt gemeinsam haben. Die Funktion der Zahlen ay, a,, a,, ..., @,
und p, welche sich fur diese Anzahl ergeben wird, lautet:’

|a0+a, +a,+ .o —sp(p+ ). D

9010 [, - [ ap

?

wo D das Produkt aller moglichen —;p(p + 1) positiven Differenzen je

. . .
zweter der Zahlen ay, @, @, ..., a, ist.

" Den aus g, =n—p, a, =n—p+ 1, a, =n-—p-+2, ..., ap=n resul-
tiercuden speciellen Fall dieser Formel sprach ich schon in den Mitteilungen der
Hawburger Mathematischen Gesellschaft (vom April 1884) aus, ohne aber. cinen
Beweis hinzuzufiigen. Ist noch specieller auch p = I, so ecrgiebt sich ein Resultat, zu
dem auch Herr Fraxz MEYER in Tibingen (Mathematisehe Aunnalen, Bd. 21, 8. 132)
und Herr Stepnanos (Thése vom Juli 1884), von invariantentheoretischer Seite her,
gelangt sind.
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L.

Die zusammengesetzte Bedingung (a,, ¢,)(n — 2, n) setzt erstens einen
|a,] und in demselben einen [a,], zweitens einen [n — 2] als gegeben
voraus, und verlangt dann die Strahlen, welche, in dem [e,| liegend, so-
wohl den [a,| als auch den [# — 2] einpunktig treffen. Damit nun aber
ein Strahl sowohl in dem [a@,] ganz liege wie auch den [#n — 2] schneide,
muss er den Raum schneiden, der dem [¢,] und dem [n-— 2| gemeinsam
ist. Dies ist aber, nach Fund. Anz., § 2, 1, ein Raum von der Dimen-
sion «, 4+ (n— 2) —mn, d. h. ein [a, — 2]. Jeder Strahl, der (a,, a,)(n — 2, n)
erfilllen soll, muss also in dem [a,| liegen, und dabei erstens cinen in
dem [a,] gelegenen [q,|, zweitens auch einen gleichfalls in dem [a | ge-
. — 2| schneiden. Tm Hinblick auf den zweiten der in der
Einleitung ausgesprochenen beiden Sitze denken wir uns nun die Lage
des [a,] und des [a, — 2] derartig specialisiert, dass sie nicht wie bei
allgemeiner Lage einen [a, — 2], sondern einen [@, — 1] gemeinsam haben.
Dann muss nach dem ersten jener beiden Einleitungssitze ein [a, — 1]
existieren, der beide, den [a,| und den [@, — 2] zugleich enthalt. Die
gestellte zusammengesetzte Bedingung kann daher jetzt auf zweierlei Weise
erfullt werden, erstens von denjenigen Strahlen in [a,], welche einen auf
dem [a@, — 1] licgenden Punkt besitzen, zweitens aber auch von denjenigen
Strahlen, welche, in dem [a#, — 1| liegend, sowohl den [g,] als auch
den [a, — 2] schneiden. Den [@, — 2| schneidet aber jeder in [a, — 1]
liegende Strahl, weil (Fund. Anz., § 2, II) (¢, —2) + 1 — (¢, — 1) =0
ist. Wir erhalten also die beiden Bedingungen (¢, —1, @,) und (a,, a, — 1).
Da diese Bedingungen von derselben Dimension sind, wie die zusammen-
gesetzte Bedingung (a,, @,)(n — 2, n), so ist durch die Lage-Specialisierung
die Anzahl nicht unendlich gross geworden, und wir erhalten desshalb
nach dem zweiten der beiden Einleitungssitze, dass die Anzahl der die
Bedingung (a,, a,)(r — 2, n) und cine sonstige algebraische Bedingung
Z erfullenden Strahlen gleich der Summe der beiden Anzahlen ist, von
denen die erste angiebt, wicviel Strahlen (¢, — 1, @,) und Z erfillen,

legenen |[a
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die zweite angiebt, wieviel Strahlen (a,, ¢, — 1) und Z erfollen. In der
Sprache der Bedingungs-Symbolik lautet dieses Resultat:

(1) (a,, a)(n— 2, n) = (a, — 1, a,) + (a,, a, — 1).

Der Gedankengang, welcher zu dieser Formel fithrte, ist in zwei Ifillen
zu modificieren, erstens, wenn @, = o ist, zweitens, wenn a, = ¢, + 1 ist.
In diesen Fallen aber erkennt man ohne Weiteres die Richtigkeit der
Formeln: ‘

(0, a,)(n — 2, n) = (0, a, — 1)

und

Aay, ay + 1)(n— 2, n) = (4, — 1, a, + 1).

Daher kann die Formel (1) als allgemeingultig angesehen werden, wenn
man die durch ihre Anwendung etwa auftretenden sinnlosen Bedingungs-
symbole gleich Null setzt. Die Sinnlosigkeit entsteht dabei auf zweierlei
Weise, erstens dadurch, dass die Anwendung der Formel (— 1, @) er-
geben wirde, zweitens dadurch, dass (¢,, @,) kommen wiirde.

Auf die soeben fiir den Strahl aufgestellte Formel lisst sich nun
die entsprechende Formel fur die Ebene, d. h. fur p = 2, zurickfithren,
wie folgende Uberlegung zeigt. Jede Ebene, welche die Bedingung
(ay, @, a,) und die einfache Bedingung (» — 3, » — 1, %) zugleich er-
fullen soll, muss mit dem Raume, der dem [a,] und dem [nw — 3] ge-
meinsam ist, also mit einem [, — 3|, einen Punkt gemeinsam haben.
Man lege nun diesen [a, — 3] und den gegebenen [a,] derartig zusammen,
dass sie einen [¢, — 2] gemeinsam haben. Dann muss es nach dem ersten
der beiden Einleitungssiitze einen [a, — 1] geben, der beide, den [a, — 3]
und den [a,], zugleich enthalt. Demnach wird die gestellte zusammen-
gesetzte Bedingung jetat in zwei Fillen erfullt. Erstens erfullt sie jede
Ebene, welche einen Strahl besitzt, der, in dem |a,| liegend, sowohl den
gegebenen [a,], wie auch den [a, — 2| schneidet. Diese Strahlbedingung
kann aber, wie aus Formel (1) hervorgeht, wenn man sich dort unter
dem [n] den [a,] vorstellt, gleich (@, — 1, @,) + (a,, @, — 1) gesetzt werden.
Zweitens wird die gestellte Bedingung aber auch von jeder Ebene erfullt,
die, in dem [a, — 1| liegend, einen Strahl besitzt, der in dem [a,] ge-
legen ist, und dabei den [q,| schneidet, der also (a, a,) erfullt. Unnotig
ist es, hinzuzufugen, dass eine solche Ebene auch den [a, — 3] einpunktig
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treffen muss, weil dies, da (¢, — 3) + 2 — (¢, — 1) = 0 ist, jede Ebene
des [@, — 1] thut. Wir erbalten also:

(2) (a,, a,, a)n— 3, n— 1, n) = (a, — 1, a,, @) + (a,, a, — 1, @,)
+ (ao’ Qs @y — I)'

Ebenso kann man nun wieder auf diese Formel fur die Ebene die
analoge, auf den dreidimensionalen, linearen Raum beziigliche Formel
stutzen, indem man, wenn (a,, a,, @, a,)(n — 4, n — 2, n — 1, n) ge-
geben ist, den [a,] und den [a; — 4], in dem sich der [a,] und der [n— 4|
schneiden, so legt, dass sie einen [a, — 3] gemeinsam haben, wodurch
dann ein [a, — 1| entsteht, der sowohl den [a,] wic auch den [a, — 4]
enthalt. So erhalt man, dass die gestellte Bedingung erstens von jedem [3]
erfullt wird, der eine Ebenc besitzt, welche den Bedingungen (a,, a,, a,)
und (a, — 3, a, — 1, a,) zugleich geniigt, zweitens aber auch von jedem
[3] erfullt wird, der, in dem [a, — 1] liegend, eine Ebene besitast, die
der Bedingung (a,, a,, a,) geniugt. Also kommt:

(3) (a,, a,y a,, a)(n—4, n—2,n—1, n) = (a,—1, a,, 4y, a,)
+ (a,, a,—1, ay, @)+ (a,, a,, ¢,—1, @)
+ (a,, @, @y, a;—1).

Da die Rekursion von p auf p— 1 unbehindert bleibt, so erhilt
man schliesslich die allgemeine Formel:

4) (4, a, a,, a,. ..., o) n—p—1, n—p+1, n—p+2, ..., n—1, n)
= (@, — 1, @), Uy Gy ooy @)+ (g, G — 1, Gy gy ..oy @)
+ (a,, a,, a,—1, @, ..o, @)+ (A, @ Gy ooy @y, a,—1).

Was oben beim Strahl uber Modificationen der Formel (1) gesagt ist,
gilt entsprechend auch fur die Ebene, fur den [3] und fur den allgemei-
nen [p]. Danach ist die Anwendung der Formel (4) ganz unbeschrankt,
wenn man die durch die Anwendung etwa auftretenden sinnlosen Be-
dingungssymbole gleich Null setzt. Sinnlos aber wird ein Bedingungs-
symbol bei der Anwendung der Formel (4) erstens dadurch, dass ¢, —1
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gleich — 1 wird, weil g, Null war, zweitens dadurch, dass zwei durch
ein Komma getrennte Zahlen gleich werden, weil vorher ¢, nur um 1
grosser war als a,.

Wir figen noch zwei Beispiele hinzu, welche einerseits die Anwen-
dung der entwickelten Formel zeigen sollen, andererscits auch erkennen
lassen, wie man mittels dérselben fundamentale Anzahlen bestimmen kann.
Jede Reihe geht bei diesen Beispielen aus der vorhergehenden durch Mul-
tiplication mit der Bedingung erster Dimension und durch Anwendungen
unserer Formel hervor.

Par n = 4, p =2, a, =1, a, = 2, a, = 4 ergiebt sich zuerst:

(1, 2, 4)(1, 3, 4) = (0, 2, 4) + (1, 2, 3)

und hieraus nach und nach:

(I’ 2, 4)(17 3 4)2= (07 I, 4) + 2-(01 2, 3>v
(1, 2, 4)(1, 35 4)3: 3.(0, 1, 3),
(1, 2, 4)(1, 3, 4)* = 3.(0, 1, 2).

Da (o, 1, 2) bedeutet, dass die Ebene eine gegebene Lage haben soll,
also gleich 1 zu setzen ist, so heisst diescs Resultat in Worten: In einem
vierdimensionalen linearen Raume giebt es immer 3 LIbencn, von denen
jede eine gegebene Ebene in einer geraden Linie schncidet, und ausserdem
vier gegebene Strahlen je einpunktig trifft. :

Far n =6, p=3, o, =2, a, =4, a, = 5, a, = 6 ergiebt sich

0 3
zuerst:

(2, 4, 5, 6)* = (1, 4, 5, 6)+ (2, 3, 5, 6)

und dann nach und nach:

(2, 4, 5, 6)* = (0, 4, 5, 6) + 2.(1. 3. 5, 6) + (2, 3, 4 6),
(2, 4, 5, 6)* =3.(0, 3, 5, 6) + 2.(1, 2, 5, 6) + 3.(1, 3, 4 6)
~+ (2, 3, 4, 5),
(2, 4. 5, 6)°=5.(0, 2, 5, 6) + 6.(0, 3, 4 6) + 5.(1, 2, 3, 6)
+ 4.(1, 3, 4 5),

Acta mathematica 8. Imprimé le-1 Mars 1886. 14
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(2, 4,5 6)° =5.(0, 1, 5, 6) + 16.(0, 2, 4, 6) 4 10.(0, 3, 4, 5)
' + 5'(17 2, 3 6) + 9'(17 2’ 4y 5)’

l

(2,4, 5, 6)" =21.(0, 1, 4, 6) + 21.(0, 2, 3, 6) + 35.(0, 2, 4, 5)
+ 14.(1, 2, 3, 5),

(2, 4, 5, 6)° = 42.(0, 1, 3, 6) + 56.(0, 1, 4, 5) + 70.(0, 2, 3, 5)
+ 14.(1, 2, 3, 4),

42.(0, 1, 2, 6) + 168.(0, 1, 3, 5) + 84.(0, 2, 3, 4),

+

@
2
2

|

I

(2, 4
(2, 4, 5, 6)'"=210.(0, 1, 2, 5) + 252.(0, 1, 3, 4),
(27 4, 5 6)“ = 462.(0, I, 2, 4)s

(2, 4, 5, 6)'* = 462.(0, 1, 2, 3).

Dieses Resultat ergiebt den Satz: In jedem scchsdimensionalen linearen
Raume giebt es 462 dreidimensionale lineare Raume, von denen jeder 12
gegebene Ebenen in je einem Punkte trifft,

IL.

Unser ..Ziel in diesem Abschnitt ist die Auffindung der Funktion,
welche fur die Ebene die Anzahl

a, a, ajn—z3, n—1, 0 ay+-ay+ay—3
0 1 2 9

durch @, a,, a, ausdriickt. Dabei wollen wir von der folgenden Ab-

kiirzung Gebrauch machen. Es bezeichiie
f(“o’ al’ a?)
stets die Zahl der Ebenen, welche die Bedingung:

; ) 3
(ag, @, a,)(n — 3, n — 1, m)o+rate
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erfullen, wie klein oder wie gross auch die Zahlen a,, a,, @, sein mogen.
Dann ist nach der in I entwickelten Formel:

(5) f(“o’ ap %):f(ao—l, @y a2)+f(ao’ a—T, a2)+f(a0, @, %——I),
wobei jedoch immer die Symbole f(— 1, b, ¢), f(a, a, ¢) und f(a, b, b)

zu unterdritcken sind. Bei der Ableitung der gesuchten Funktion werden
wir bestandig von der folgenden, bekannten, auf Kombinationszahlen be-
ziiglichen Formel Gebrauch machen: '

6 b+@b+ 1)+ +24...+b+d,=0+d+ 1) — b

Wir wenden zuerst die Formel (5) an, um f(o, 1, @,) zu bestimmen.
Dann erhalten wir:

(7) flo, 1, a))=f(0, 1, a,—1)=f(0, 1, @,—2)=...=f(0, 1, 2)=1.

Um weitergehend f(o, 2, @,) zu bestimmen, addieren wir die a, — 2
Gleichungen:

f(o, 2, a,) = f(o, 1, a,) + f(o, 2, a, — 1)
f(o, 2, a,— 1) ==f(o, 1, a, — 1) -+ f(o, 2, a, — 2)
f(o, 2, a, — 2) = f(o, 1, a, — 2_)ﬁ+ f(o, 2, a, — 3)
f(o, 2, 3) A = f(o, 1, 3) + o.
Dadurch erhalten wir bei Benutzung ven (7):
f (o, 2,‘ a,) = a, — 2,

wofiir wir licber schreiben:

(8) o f‘(O, 25 a")) = (d2 — I>1 - (aa - l)o‘
Um f(o, 3, a,) zu bestimmen, addieren wir die a, — 3 Gleichungen:
f(o, 3’ a,) = f(0, 2, a,) + f(o, 3, a, — 1)

f(o’ 3 a, — I) = f(O, 2, @, — 1) + f(O, 3 ay — 2)

f(O, 3 4) :f(O, 2, 4) 4+ o,
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und erhalten:
fo, 3, &) =10, 2, 4 +f(o, 2, 5)+ ... + flo, 2, a,),
woraus sich bei Benutzung von (8) ergiebt:
o) 35 a) = (3, — 3)) + (4, — 4) + ... + [(g — 1), — (&, — 1)},

wofiir wegen der unter (6) angefuhrten Kombinationszahl-Formel gesetat
werden kann:

(9) f(O, 3 aq) = (a‘2)2 - (02)1 - (32 - 31)
== (“2)2 - (“2)1'
Gerade so erhialt man mit Benutzung von (9):
f(O’ 4, «“2) == (52 - 51) + (62 — 61) + .00 [(a§>2 —(a‘z)l]
oder wegen (6):
(IO) f(07 4, az) = (a2 + I)a - (aa + 1)2”

weil 5, — 5, Null ist.
So fortfahrend, gelangt man zu:

o, a, a) = [(20—3)u0— (20— 3)us] + (20, — 2)o, s — (20— 2)0 | + .
o (0 8- 4), (0 0 — )]s

woraus man erhalt:

F(05 a5y @) = (a1 dy = 3)qy 1 — (@ + 83— 3)qy o] = (20— 3)a, 1 — (201 — 3) o).

Da die in der letzten Klammer stehenden beiden Kombinationszahlen
(28, — 3), 4 und (2a, — 3), , einander gleich sind, weil

(@, — 1) + (0, — 2) = 20, — 3

ist, so-kommt:

(11) o, a, ) = (ay + a, — 3)(:,4 —{a, + ay— 3)u,—2-
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Driickt man die Kombinationszahlen durch Fakultaten aus, so erhilt diese
Formel die Form:

a, + a —"30/ .a _(a, ____a)
(12) flo, a,, ag)zl___z_‘r&|é , (2, —a,

In derselben Weise bestimmen wir nun auch f(1, @,, a,), indem wir von
f(1, 2, a,) ausgehen. Wir erhalten:

(1, 2, @) = f(0, 2, 3) + (0, 2, 4) + ... 4+ (0, 2, a,),
woraus sich bei Benutzung von (8) ergieht:
(1, 2, a) = (2, — 2,) + (3, — 3,) + .. + [(8, — 1), — (@, — 1),],
also:
(13) (1, 2, a,) = (a,), — (a), + 1.

Bei der Bestimmung von f(1, 3, a,) sind die folgenden @, — 3 Glei-
chungen zu addieren:

f(‘; 3 %) =f{o, 3 "g) +f(17 2, “2) + f(l’ 3y @y — I)
f(h 3 a2_1>:f(09 3 a2—1)+f<1’ 2, (12~—I)+f(l, 3s 02‘—2)

(1, 3. 4) = f(o, 3, 4) + (1, 2, 4) + o,
sodass man erhalt:
(1, 35 a,) = (0, 3, 4) + (0, 3, 5) + ... + (0 3, a)
+ (1, 2, 4) + (1, 2, 5) + .+ (1, 2, ay).
Hieraus ergiebt sich dann bei Benutzung von (9) und (13):
1, 3, a) = 2{(ay, + 1), — (o, + 1),] + (¢, + 1),
wofar wir lieber schreiben:

(14) 7(1, 3y a;) = [3, — 3,)l(a, + 1); —{a; + 1), + 1,.(a; + 1),.
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Bei f(1, 4, a,) erhalten ‘wir zuniichst:
(1 4 ;) = [0, 4 35) +7(0, 4. 6) + ... +1(0 4 )
+ /(1 3, 5) + £(1, 3, 6) + ... + £(1, 3, ay),

und hieraus vermittelst (10) und (14):

%

f(lz 4, “2) = [41 - 40][(“2 + 2)4 :—(02"{" 2)3} + 20'(“2 + 2)2;

also schliesslich:

(15) (1, a, a) = [(al)l I (“1)6”(“’1 + a, — 2).11’"“' (@, + ay — 2)a,—1]
+ (a1 — 2)0(“1 + a, — 2)0,——2'

Auf demselben Wege gelangt man zu:

(16) f(2, a,, a;)= K“L+ I>2—(a1 + 1)1”(“1 +a,— 1>a,+1“" (al + a,— 1)11,]
+ [(01 — 1)1 — (@, — I)O][(al + a, — I)a,-—l]'

Entwickelt man nun auch noch die Formel fur (3, @, a,), so er-
kennt man, dass sich dieselbe von der fur f(2, a,, a,) nur dadurch unter-
scheidet, dass sowohl die Basen wie die Indices der Kombinationszahlen
um 1 gewachsen sind, und man sieht auch leicht aus dem Bildungs-
gesetze jener Funktionen, dass diese Eigenschaft erhalten bleibt. Daher ist:

f(ao’ “b “2) = [(“o + a— I)an *‘(”0 +a— I)“o“l] )
) X [(ao + @, + aé— 3>an+a,—1 - (00 + a, + ay — 3)ao+al——2;
+ (@ 4 a,— 3)«0——1 — (a, 4 a,— S)ao—z][(“o + oy — 3>a;+al—3]'

Fithrt man nun noch statt der Kombinationszahlen Fakultiten ein, so
gelangt man nach einiger Umformung zu dem Resultate:
. e, + a + a, —3.(a, — a)a, —a)a, —a,)

(17)  fla, a, a) = EHEREN

Dies ist also in einem [n| die Zahl der Ebenen, welche in einem |a,)
liegen, einen in dem [a,) gelegenen [a,] in einer geraden Linie schneiden,
dabei mit einem in dem [a,| gelegenen [a,) einen Punkt gemeinsam haben
und endlich a, 4 a, + a, — 3 gegebene [n — 3} in je einem Punkte treffen.
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I11.

Entsprechend der schon in II eingefihrten Bezeichnung f(a,, @, a,)
bezeichne allgemein fur einen [ p] '

f(at)? al, Ayy oo oy ap-—l? ap)

stets die Anzahl derjenigen [p], welche die Bedingung (a,, a,, a,, oy ap_l‘; ap)
erfullen, und welche ausserdem a, 4+ a 4+ a, +... + q, \—ép(p'-{— 1)

gegebene [n — p — 1] einpunktig zu treffen vermogen, d. h. die Anzahl,
welche in unserer Symbolik durch die [(p 4 1)(r — p))-fache zusammen-
gesetzte Bedingung :
1 g
. aytay . tap—p(p+1)
(ag, @y, Gy, .., @) —p—1,0—p—+1,...,n) 2
ausgedri'lbkt wird. Wegen der in I bewiesenen Formel (4) kann man
dann setzen:

(18) : f(a(n Ayy Ay oy (L}',)
=f(ao— L, Oy Gy oo v ap) "I‘»f(ao, 4 — 1, a,, , ap)
+f(ao’ @y, a2—17""7ap)+"'+f(a’07 @y, 612,...,(1?—1).

Es handelt sich nun darum, die Zahl f(a,, a,, a,, ..., a,) wirklich
als Funktion der Zahlen @, a;, a,, ..., a, darzustellen. Man kann sich
dies, wie auch das zweite Beispiel am Schluss von I zeigt, dadurch be-
werkstelligt denken, dass man auf jeden Addenden der rechten Seite von
(18) wiederum die Formel (18) anwendet, und so fortfahrt, bis schliesslich
alle Addenden gleich f(o, 1, 2, 3, ..., p) geworden sind, d. h. bis
man zu

Z.f(0, 1, 2, 3y ..., D)

gekommen ist. Dann muss « die gesuchte Funktion sein, da f(o, 1, 2, 3, ..., p)
bedecutet, dass der [p] eine gegebene. Lage haben soll, d. h. gleich 1 zu
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setzen ist. Die wirkliche Anwendung der cben erwahnten Reduktions-
methode bictet aber, so lange a,, ay, @y, ..., @, allzemein bleiben, dess-
wegen bedeutende Schwierigkeiten, weil man, wie in I ausfuhrlich be-
merkt ist, bei der Anwendung der Formel (18) darauf achten muss, dass
man Symbole, in denen a, gleich — 1 geworden ist, oder in denen zwei
aufeinander folgende Zahlen, wie a;, und a,,,, gleich geworden sind, voll-
standig zu unterdriicken hat, und an derartigen Symbolen also nicht von
neuem die Reduktion anwenden darf. Da map aber, wenn man nur alle
diese Bedingungen genau beachtet, auf dem besprochenen Wege zu der
gesuchten Funktion gelangen miisste, so konnte der Verfasser schliessen,
dass eine Funktion wirklich die Anzahl f(a,, ay, ..., a,) darstellen muss,
wenn sie nur die folgenden vier Bedingungen erfallt:

1. Sie muss der Formel (18) gehorchen;

2, Sie muss fir 6,=0, 4,=1, 4,=12, ..., a,=p gleich 1 werden;

3. Sie muss fur g, = — 1 Null werden;

4. Sie muss auch Null werden, wenn zwel hu_fein;md_ep folgende
Zahlen gleich sind, also fur a, = a,, ferner fir @, = a,, u. s. w. bis
fur a,_, = a,.

Nun konnte aher der Verfasser aus der Gestalt der in der Einleitung
erwihnten Formel fir den Steahl, aus der Gestalt der Formel (v7) fur
die Ebene, und aus der Gestalt der auch noch von ihm, analog wie fur
die Ebene in II, entwickelten Foemel fur f(a,, a,, a,, a,), mit Recht
vermuten, dass die gesuchte allgemeine Funktion folgendermaassen aus-

a

sehen muss:

(19)

|a0+a,+a2+...+a,,—-,§zp(p+ 1).D

{20 ] 2 |92 ;

wo D das Produkt aller moglichen ép(p + 1) positiven Differenzen der

Zahlen a,, a,, a,, ..., a,, oder, wag dasselbe ist, die Determinante

I 11 I
a, a, a, a,
(20) a af ay ... a
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bedeutet. Man erkennt sofort, dass die Funktion (19) in der That den
drei letzten der vier oben genannten Bedingungen geniigt. Iis handelt
sich also nur noch darum, zu beweisen, dass die Funktion auch der in
(18) aufgestellten Funktionalgleichung geniigt. Um dieses zu beweisen,
betrachten wir den Ausdruck:

A(IO(I +(,1La,o><l +a,-l—a‘0><l +“a i‘J"o>
tali ) (i) () ()

@0 (=) (=) a=s) e (ha=a)

ta () (e =) O ) ()

Dieser Ausdruck ist eine Summe von p 4+ 1 Addenden, und jeder Ad-
dend ist ein Produkt von @; mit einem Produkte von p Summen, deren
erster Addend immer 1, und deren zweiter Addend ein Bruch ist. Denkt
man sich nun die angedeuteten Multiplicationen simtlich ausgefithrt, so
erhilt man, da jeder der p + 1 Addenden 2” Addenden liefert, cine
Summe von im ganzen 27(p 4 1) Addenden. In dieser Summme denken
wir uns dann alle diejenigen Addenden zusammengefasst, welche gar keinen
Bruch enthalten, dann auch alle diejenigen, welche einen Bruch enthalten,
dann alle die, welche zwei Briiche als IFFaktoren enthalten, u. s. w. bis
‘zu denjenigen Addenden, welche p Briche als Faktoren enthalten. Indem
wir dann die Summe aller solcher Addenden, die k Briiche enthalten, mit
¥, bezeichnen, erhalten wir, dass der Ausdruck in (21) gleich

Yo+ +o.+. ... F+yv.04+9

. . . + 1 '

ist, wo jedes y, eine Summe von p,.(p + 1) —_—_,—/—«rllpp_/_ Addenden um-
fasst. Man erkennt dann unmittelbar, dass N

(22) Y=0 +a+a+...+aqa

Acta mathematica, 8. Tmprimé le 6 Avril 1886, 15
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ist.  Von den p(p + 1) Addenden, aus dencn sich y, zusammensetzt,
fassen wir immer je zwei, welche dieselben beiden Indices enthalten, zu-
sammen, so dass wir erhalten: '
Yo == Zy +ZO‘.’+'€,03+"'+20]?
+ et e+ + o,

+ Zp—],p’
‘ . a; A . . ~ .
wo 2, gleich d. h. aber gleich — 1 ist. Is ereiebt
ik a 9 o tw)
Ay ~— Uy a; — day

. o . I . .
sich also fir y, eine Summe von ;2(p + 1) Addenden, deren jeder gleich

— 1 ist. Daher ist:
1
(23) Y= —5p(p + 1)

. . I
Um y, zu bestimmen, fassen wir von den 5(71 + Hp(p— 1) Adden-

den, aus denen sich gy, zusammensetzt, immer je drei, welche dieselben
drei Indices enthalten, zusammen, so dass

Y, = Z(Z,“)

. . I ‘
wird, wo das Summenzeichen g(p + 1)p(p — 1) Addenden umfasst, und

a,; a1 - a;

= (tp — a)() — 717) + (a; — ap)ery —= uy) + (1 — a)(ap — ay)

Zin

gesetzt ist.  Addiert man die drei Briiche, aus denen sich z,, zusammen-
setzt, so erhilt man:
ailay — 0)) — aplo; — a)) + a;{a; — a;)

£, == —— .
w T = apag — a)a; — ay)

Zahler und Nenner dieses Bruches lassen sich leicht in Determinantenforn
schreiben und ergeben:

a, a, a I 11
Zu=—|a, a @al|:la «a, a /|,
I 11 a; a; aj
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woraus hervorgeht, dass 2z, gleich Null ist, weil in der den Dividendus
bildenden Determinante zwei Horizontalreihen gleich sind.  Demnach ist

y, als eine Summe von é(p + 1)p(p — 1) Addenden, deren jeder gleich

Null ist, selbst gleich Null. Gerade so liasst sich erkennen, dass
'!/3 = z(ziklm)

ist, wo das Summenzeichen %(p + Op(p — 1)(p — 2) Addenden umfasst,
und

o a;

o (f’k h "'i,‘(“l - a:)("m __7'1—) + (”i - “'k)(”l —_ (’Ic)("(m — (ll;)

zik(uz

o, Ay

(A — a)ag — a)(op — ay) + (s — @) — ay)ay — ap)

+

ist. Hieraus ergiebt sich aber:

a  a a  a, I

a2 2 2 4 ;

R N o @ a,

Bipim = — : 9 9 .2 2 "
a, a,  a, a - dy oy, |

. |

I 1 I 1 al @i al al,

also ein Quotient, der cleich Null ist, weil sein Dividendus eine Deter-
minante mit zwei gleichen Horizontalreihen ist. Daraus folgt, dass auch
Y, = O ist.

So erkennt man- auch allgemein, dass y,, wenn nur g > 1 ist, gleich
Null ist, weil y, als Suinme von (p + 1),,, Addenden aufgefasst werden
kann, deren jeder cin verschwindender Determinantenquotient ist.  Wir
erhalten daher mit Benutzung von (22) und (23), dass der Ausdruck in
(21) mit

(24) o+ a + a+ ...+ q, ——ép(p + 1)
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identisch ist. Wenn wir daher (24) und (21) mit dem oben bei (19) D
genannten Produkte multiplizieren, so erhalten wir dic Identitat:

(25) | [a(, +a 4+ a+ ...+ ctp——;p(p -+ I)] D
= ay(t,—a,+ 1)ay—a, + 1)ty —a, + 1)...(¢, —a, + 1).D,
+ a,(a, — ag— 1)(ay—a, + 1)y —a, + 1) ... (¢, —a, + 1).D,
+ a,(a,— ay— 1)(ay—a, — 1)y —a, + 1)...(a,— a, + 1). D
+ a,(ay — a, — 1)@y — @, — 1)(a; —a, — 1) ... (¢, — a, + 1). D,

+ a, (1, — ay— 1)@, — a, — )0, —a, — 1) ... (¢, — a,_, — 1).D,,

wo jedes D, das Produkt aller moglichen %(p — 1)p positiven Differenzen

je zweier der Zablen a,, @y, @, ..., %_1, @yyy @py, ..., a, ist. Multi-
plizieren wir dic Identitat (25) nun noch mit

lao +a, +a,+...F+a,—3p(p+1)—1

KRR

’ .

so erhalten wir links die Funktion (19) und rechts eine Summe von
p -+ 1 Addenden, von denen der erste aus (19) hervorgeht, wenn man
in (19) uberall a, durch @, — 1 ersetzt, und von denen uberhaupt der
(k 4 1)* aus (19) hervorgeht, wenn man dort tberall «, durch a, — 1
ersetzt. Damit ist bewiesen, dass dic in (19) aufgestellte Funktion in
der That die in (18) angegebene Funktionalgleichung erfillt, und also
dic gesuchte Anzahl f(a,, @,, @,, ..., a,) darstellt. Wir konnen daher
den Satz aussprechen: »

Es sei gegeben in einem [n] ein [a,], in ikm liegend ein [a,_,), in

diesem liegend ein |a,_,

] w. s. w. bis zu cinem [a,), der in einem [a,]
. . 1 . .
liegt; ferner seien gegeben a, + a, + a, + . . b p(p + 1) lineare Riume,

samtlich von der Dimension nw— p— 1. Dann giebt es eine endliche An-
zahl wvon p-dimensionalen linearen Riumen, von denen jeder mit dem |[a,)
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cinen Punkt, mit dem [a)] einen Strahl, diberhaupt mit dem [a,] einen [k
gemeinsam hat, und ausserdem jeden der gegebencn [m — p — 1) einpunktiy
trifft. Diese endliche Anzahl ist gleich

'”‘a +a, +a, + +u,—3p(p+ 1).D

(26) ; IAENEANR !

wo D das Produkt aller mdiglichen positiven Differenzen je zweier der Zahlen
Gy, A, Gy, ..., a, bedeutet. (Jede eckige Klammer bedeutet cinen linearen
Raum, dessen Dimension gleich der in der eckigen Klammer befindlichen
Zahl ist.)

Von diesem allgemeinen Resultate aus kann man zu der von mir
in den Mitteilungen der Hamburger Mathematischen Gesell-
schaft vom Jahre 1884 mitgeteilten Anzahl durch Specialisierung auf
zwei Wegen gelangen, crstens, indem man

g = 1 — P, a, =n—p-+ 1, y=mn—p-+2, ..., 4, ="n
setzt, zweitens auch, indem man
Ay ==n—p—1, a, =mn-—p -+ 1, dy=n—p-+2,...,0=="0

setzt. In beiden Fallen ergiebt sich ubereinstimmend:

(27) [P+ ) —p) [L]2]3.. 2

|1~z1n-——l|n—2...ln——p

Setzt man hier p = 1, so erhialt man die Anzahl, zu der auch die Herren
Fraxz Mever und Srepumaxos (vgl. die Anmerkung am Schluss der Ein-
leitung) gelangt sind. Setzt man ferner in (26):

a, = 0, ¢, =n—p-+1, Uy =N — P+ 2, «..y @, = 1N,

so erhilt man:

ao+al—{—a?—}-...—l—-u},:np—]—ép-—ép”
und

D=|[n—p+ 1)(;@—]9—}—2)...72]."1)——1|p——2...}\_£,
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also

(28) o= |12 fp =1

n—1|n-—2...10—7p
| | "1

far die Anzahl aller derjenigen p-dimensionalen linearen Riume, welche
durch einen gegebenen Punkt gehen und p(n — p) gegebene (n— p — 1)-
dimensionale lineare Riume einpunktig treffen. Fur p = 1 wird diesc
Anzahl stets gleich 1, wic gross auch = sein mag, was auch unmittelbar
crkennt werden kann, '

Setzt man endlich voraus, dass p=mn — 1 ist, so ergiebt sich aus (26)
stets dic Zahl 1, welche zulassigen Werte man auch far a,, a,, a,, ..., a,_,
setzen mag. Auch dicses Resultat kann man voraussehen, wenn man
beachtet, dass im [n] cin {# — 1] cinem Punkte dual entspricht, und
dass alle fundamentale Anzablen des Punktes 1 sein miussen.

Hamburg, im Aungust 1885.




