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ANZAHL-BESTIMMUNGEN FOR LINEARE RAUME 

BELIEBIGER DIMENSION 

V O N  

H. SCHUBERT 
i n  t t A ~ B U R G .  

In einer Abhandlung, 1 die im 26 ten Bande der M a t h e m a t i s e h e n  
A n n a l e n  (S. 26- -5I  ) ersehienen ist, habe ich als Funktionen yon na l l e  
diejenigen Anzahlen ausgedr~ekt, welche angeben, wieviel Straklen in 
einem n-dimensionalen linearen Raume gegebene Grundbedingungen er- 
fi'filen, wo unter Grundbedingung jede Bedingung zu verstehen ist, welche 
verlang~, dass eln Strahl in einem gegebenen a.dimensionalen linearen 
Raume liegt ( a ~ n )  und dabei einen in diesem Raume liegenden a-di- 
mensi0nalen linearen Raum (a < ~) schneider, d. h. einpunktig trifft. 
Zugleieh habe ich dort nicht allein far den Strahl sondern auch f~r die 
Ebene und fiberh~upt fi~r jeden p.dimensiona!en !inearen Raum diejenigen 
Bedingungen aufgezghlt und auch mit passenden Symbo!en bezeieh;net, 
welehe man als Grundbedingungen zu betraehten hat. Ich wiederho!e hier 
diesc auch im Folgenden fortwghrend angewandte Bezeichnungsweise: 

Die Dimension des linearen Raums, in welehem alle vorkommenden 
Gebi!de gedaeht werden sollen, helsse stets n. Es bedeute ferner jedes 
Symbol 

Die u-dimensionalen Verallgemeinerungen der fttndamentalen Anzahlen unseres Raumes. 
Von dieser Abhandlung, die ich im Folgenden immer kurz Fund. Anz. nennen werdc, 
benutze ieh hier hauptsttehlieh nut die dort in w 2 angeftthrten, zum Theil auch schon 
von Herrn VERO~ESE (Mathematisehe Annalen: Bd. I9) zusammengestelltcn~ sehr 
naheliegenden allgemeinen Stttze fiber lineare Riiume und ihre Dimensionen. 

.4eta m a t h e m a t i c a .  8. I m p r i m $  le 1 Mars 1886. 1~ 
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wo a irgend eine ganze Zahl oder ein eine ganze Zahl darstellender 
Buchstaben-Ausdruck ist, einen a-dimensionalen linearen Raum, z. B. [o] 
einen Punkt,  [i] einen Strahl, [2] eine Ebene, u. s. w., endlich In] den 
n-dimensionalen linearen Raum, der allen Betrachtungen zu Grunde gelegt 
wird. Man erhalt dann die samtlichen Grundbedingungen, welche einem 
[p] auferlegbar sin(l, wenn man sich auf alle m0gliehe Weise p - 4 - i  
Raume [ao], [a:], [a,!, . . . ,  lap] a ls gegeben denkt, yon denen [ao] in 
[a:! ,  [a~] in [a~], [a2] in [aa] , u. s. w., liegt, und wenn man dann ver- 
langt, dass der [p] mit dem [a0] einen Punkt,  mit dem [a~] einen Strahl, 
mit dem [%] eine Ebene, und rtberhaupt mit dem [ak] einen [k] ge- 
meinsam haben soll. Die Bedingung, welche dadurch dem [p] auferlegt 
ist, bezeichne ich stets mit 

(a  o, tt t ,  a, 2, a,~ . . . . .  ctp : .  a~) .  

Es bedentet hiernaeh z. B. das Grundbedingungs-Symbol: 

(% 2), dass ein Strahl einem gegebenen Strahlbt'~sehel angehSren soll, 

(o, n), dass ein Strahl dureh einen gegebenen Punkt  gehen sol!. 

(4, 5), dass ein Strahl in einem gegebenen fanfdimensionalen linearen 
Raume liegen soll (dass er dabei aueh einen in dem [5] liegenden [4] 
sehneiden soll, kann bei der [~:bersetzung des Symbols fortgelassen werden, 
well in elnem [5] ieder Strahl mit einem 14! einen Punkt  gemein hat), 

( n - - 3 ,  n i, n), dass eine Ebene mit einem I n - - 3 ]  einen Punkt  
gemeinsam haben soll, 

(a 2, a i. a), dass eine Ebene in einem [a] liegen soll. 

(o, i. 2. 3), dass ein [3] gegeben sein soll. 

(o, t, 4, 5, n), dass ein [41 mit einem gegebenen [5] einen [3] ge- 
meinsam haben soll. und dabei dureh einen gegebenen, in dem I5] 
l iegemen Strahl gehen soll. 

Aus der Definition des Bedingungssymbols (a0, a~, a., . . . . .  %) geht 
hervor, dass a o < a :  < a ~  < a ~  < . . .  < a p ~ n  sein muss. Da a 0 nieht 
kleiner a l s o  sein kann, so kann also auch a~ nicht kleiner als k sein. 
Indem man die p-J-  I Buehstaben a0, a~, a:, . . . .  ap allen hiernach zu- 
l~sigen ganzen Zahlen gleiehsetzt, erhi~lt man leieht, (lass sich einem [p] 
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In + I Grundbedingungen auferlegcn i l n  g l~ I Izen  1 (/~ --[- I )p+ l  - -  i i  ) -~ i l-fl, - -  ~0 

l~lssen, wobei die nultfaehe Grundbedingung ( n - - p ,  n p n u I, ..., n i, n) 
und die Grundbedingung (o, I, 2, . . . ,  p), welehe aussprieht, dass der 
I-P! gegeben ist, mitgezrthlt sind. In den Fund. Anz. zeigte ieh ferner, 
dass ein [p] die Konstanten-Zahl (p + I)(n 19) hat, und dass die Di- 
mension der Gru,ndbedingun 9 (ao, al, a~, . . . ,  %) gleieh 

(p .3f_ i),, 2p(p  -~- i) ("o q- (t, -q- (t~ -q- . . .  -~ (,1,) 
ist. 

Fundamentale Anzahlen eines [/Jl mSgen nun alle diejenigen Anzahlen 
heissen, welehe angeben, wieviel Gebiide !1)] irgend welehe gegebene 
Grundbedingungen erffillen, wobei die Dimensionssumme der gegebenen 
Grundbedingungen natarlieh gleieh der Konstantenzahl (p n u i)(n p) 
des [p] sein muss. 

Was den Punkt  anbetrifft, so sind ffir ihn alle fundamentalen Anzahlen 
selbstverstandlich gleieh I. Algebraiseh heisst ja dies nichts anderes, als 
dass, wenn beliebig viele Systeme vonzusammen n Gleiehungen ersten Grades 
zwisehen x~, x~. x~, . . . ,  x,, gegeben sind. eine einzige Wertgruppe der 
xj, x,. x~, . . . ,  x, existiert, die alle Gleichungssysteme zugleich befriedigt. 

Was den Strahl anbetrifft, so babe ich far ihn die sammtlichen fun- 
damentalen Anzahlen in den Fund. Anz. bestimmt. Die Mittel hierzu 
lieferte eine Formel, welche jede aus zwei Grundbedingungen zusammen- 
gesetzte Bedingung als Summe yon nicht-zusammengesetzten Grundbedin- 
gungen au,~drt'mkte. 2 Hierbei ergab sieh auch die Anzahl der Strahlen, 
welehe in einem In] einen gegebenen [a] sehneiden, dabei in einem dutch 
diesen [a] gehenden [a] liegen, und ausserdem a - [ - a  i beliebig ge- 
gebene [ n ~  2] schneiden. Die Funktion yon a und a, welehe diese 
Anzahl ausdriickte, 3 kann folgendermaassen gesehrieben werden: 

(~ + a -  I (a ,) 

lIier wie im Fo]gendcn bezeichnet et das Produkt aller ganzcn Zahlen you I his 

If 
a ,  und be dic Kombinationszahl~ welchc glcieh ist. 

,- I b - - c  
Vergl. M a t h e m a t i s e h e  Annalen~ Bd. 26, S. 4o. 
Vergl. M a t h e m a t i s e h e  Annalen~ Bd. 26, S. 46 oben. 
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In der vorlicgenden Abhandlung ist nun, als ziemlich allgemeines 
Beispiel ffir die Bcstimmung der fundamentalcn Anzahlen yon linearen 
Raumcn h6hercr Diinension, zuniichst ftir die Ebcne und dann auch all- 
gemein far den I P], das Anaiogon bezw. die Veral]gemeinerung der cben 
angegebenen Formel entwickelt. Dem entsprechend zerfi~llt diese Abhand- 
lung in drei Abschnitte. 

Im ersten Abschnitt wird die Formel entwickclt, welchc fi;~r jeden 
[p] die aus einer beliebigen Grundbedingung (a0, a~, a2, . . . ,  a,) und 
der einfachen Grundbedingung ( n - - p - - I ,  n ~ p - t -  i, n - - p - l - 2 ,  . . . ,  n) 
zusammengcsetzte Bedingung als Summe yon nicht zusammengesetzten 
Grundbedlngungen darstellt. ~ Bei der Ableituug dieser Formel habe ich 
yon keinen audern Hilfsmittelu, als yon den folgenden beiden allgcmeiuen 
Si'~tzen Gebrauch gemacht. Erstens: Wenn ein [a] und ein [b I so liegcn, 
dass sie einen [ci, aber uicht unendlich viele [c], gemeinsam haben, so 
giebt es immer eiuen und nur eiuen [a + b--c] ,  welcher den [a] und den 
[hi zugleich euth'alt. ~ Zweitens: Wenn man den beiden Gebilden, welchc 
durch zwei einem Gebilde F auferlegte algebraische Bedingungen als ge- 
geben vorausgesetzt werden, eine spcciellere Lage zu einander erteilt, so 
wird die Anzahl yon Gebilden F, welche diesc beiden Bedingungen und 
ausserdem noch irgend welche andere algcbraische Bedingungen erffillcn, 
erhalten oder unendlich gross. 3 

Man erinnere sich aus meinem Bedingungskalktil (w167 2 und 3 melees Kalkiils der 
abz~hlet~deu Geometrie, Leipz!g I879)~ dass erstens das _Pro~Tukt mehrerer Bedingungen 
die Bedingung bezeiehnet~ welche ausspriCht, dass jene Bedingungen zugleich erftillt werden 
sollen, dass zweitens eine einem Gebilde yon der Konstantenzahl c auferlegte c-faehe Be, 

dingung gleich der A~zahl der Gebilde gesetzt wlrd~ die diese Bedlngung erftilien~ und 
d ass drittens eine lineare Oleichung zwischen d-faehen :Bedlngungen~ die einem solchen 
Gebilde auferlegt sind, aussprechcn soil, dass aus ihr eine riehtige Zahlengleiehung entsteht~ 
wenn man jede dleser d-fachea Bediegungen mit eincr und derselben (c ~ d)-fachcn Bc- 
dingung multipliciert~ und ftir die erhaltenen c-fachen Bedingungsprodukte die zugehtirigen 
Anzahlen einsetzt. 

Dieser Satz~ der ftir a = z, b ~ I, c = o das geometrische Axiom giebt, dass 
zwei sieh sehneidende Strah]en zugleieh in einer uad derselben Ebene liegen~ ist algebraiseh 
leieht ersichtiich (Verg]. die Fund. Anz., w 2~ i I [ ) .  

8 Dieser Satz ist nichts anderes a]s eine Form jenes fruchtbaren~ der Algebra ent- 
lehnten Princips~ das ieh in meinem Kalkiil d. abz~hl. Geom. (w 4) Prineip der Er- 

haltung der Anzahl genannt babe. Bei den Anwendungen hie,- sind die beiden als gegeben 
vorausgesetzten Gebilde immer lineare Riiume. 
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hn zweiten Abschnitt  werde ich, yon den kleinsten Werten yon a 0 
und a~ ausgehend und allmghlich zu den allgemeinen Werten aufsteigend, 
schliesslich finden, dass die Anzahl der Ebenen, welche die Bedingung 
(a0, a~, a~) erfallen und ausserdem jeden von a o + a 1 + % ~ 3 gegebenen 
( n  - -  3).dimensionalen linearen Rgumen einpunktig treffcn, dutch den fol- 
genden Ausdruck dargestellt  wird: 

]O,o + a, + % - -  3 (a, - -  %)(% --  ao)(~ -- ",) 

Im dritten Absehnitt  wird der Beweis gefi~hrt, dass auch die all- 
gemeine Formel, welehe aus der Gestalt der eben angefiihrtcn Formel 
und der auf  den Strahl bezi~glichen analogen Formel far  den [p] ver: 
mutet  werden kann, wirklich riehtig ist. Das allgemeinste Resultat dieser 
Abhandlung ist also die Best immung der Anzahl aller derjenigen [p], 
welche die beliebige Bedingung (a0, a~, a~, . . . ,  ap_i, %) erftlllen, und 

I 
mit ao + a~ + a2 + . . .  + % ---~p(p + ~) belieblg gegebenen [,n~ 1) ~] 

je einen Punkt  gemeinsam haben. Die Funktion der Zahlen Oo, a~, %, ..., a v 
und p, welche sieh f~r diese Anzahl ergeben wird, lautet:  ~ 

- -  5 

I-o I> I".... 

wo D alas Produkt  aller msgliehen ~p(p + ~) positiven Differenzen je 

zweier der Zahlen ao, a~, a~, . . . ,  % ist. 

1 Den aus a o = n - - l ~  a 1 - r i m 2  + I, 02 ~- n - - ~ )  + 2 . . . .  , ap = re resul- 

tiercnden speciellen Fal l  dieser Formel sprach ich schon in den M i t t e i l u n g e n  d c r  

H a m b u r g e r  M a t h e m a t i s e h e n  G e s e l l s c h a f t  (yore Apri l  I884)  aus: ohne abet  einen 

Beweis binzuzufugen, I s t  noch speeieller auch 2 = I~ so crgiebt sieh ein Resultat~ zu 

dem aueh Her r  FaA~z MEYER in Ttibingen ( M a t h e m a t i s c h e  A n n a l e n ~  Bd. 2I~ S. I32)  

und Herr  STEI'HAI~OS (Th&e yore Ju l i  1884) ~ yon invariantentheoretlscher Seite her~ 

gelangt sind, 
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I. 

Die zus'unmengesetzte Bedingung (ao, a,)(n, - -  2, n) setzt erstens einen 
[a,] und in demselben einen [ao] , zweitens einen I n - - 2 ]  als gegeben 
voraus, und verlangt dann die Strahlen, welche, in dem [a~] liegend, so- 
wohl den [ao] als au<~h den [ n - - 2 ]  einpunktig treffen. Damit nun aber 
ein Strahl sowohl in dem [a,] ganz liege wie aueh den [n - -2 ]  schneide, 
muss er den Raum schneiden, der dem [~7~1] und den, In--21 gemeinsam 
ist. Dies ist abet, naeh Fund. Anz.,w 2, II, ein Raum yon des Dimen- 
sion a, -t- ( n - -  2 ) - - n ,  d. h. ein [(~1- 2]. Jeder Strahl, der (ao, al)Cn-- {2, ~) 
erftillen soil, muss also in dem [a~] liegen, und dabei erstens einen in 
dem [a~] gelegenen [ao], zweitens aueh einen gleiehfalls in dem [all ge- 
legenen [a 1 - -= ]  sehneiden, hn Hinblieli auf den zweiten der in der 
Einleitung ausgesproehenen beiden Stitze denken wir uns nun die Lage 
des [ao] und des [ a , - - 2 ]  derartig speeialisiert, dass sie nieht ,vie bei 
allgemeiner Lage einen [a o - -  2], sondern einen [a o - - , ]  gemeinsam haben. 
Dann muss naeh dem ersten jener beiden Einleitungssatze ein [ a ~ -  i] 
existieren, der beide, den [ao] und den [ a ~ -  2] zugleieh enth~,lt. Die 
gestellte zusammengesetzte Bedingung kann daher jetzt auf zweierlei Weise 
erf~llt werden, erstens yon denjenigen Strahlen in Ial], welche einen auf 
dem [a o - -  i] liegenden Punkt besitzen, zweitens aber aueh yon denjenigen 
Strahlen, welehe, in dem [ a , - - I ]  negend, sowohl den [ao] als auch 
den [ a , -  2] schneiden. Den [ a ~ -  2] schneider aber jeder in [ a , -  i] 
liegende Strahl, well (Fund. Anz.,w 2, II) (a , - - -~)  q- ~-- (<q - -  ,) = o  
ist. Wir erhalten also die beiden Bedingungen (a 0 - -  ~, a~) und (ao, a , -  ~). 
Da diese Bedingungen yon derselben Dimension sind, wie die zusammen- 
gesetzte Bedingung (a0, a~)(n - -  2, n), so ist dureh die Lage-Specialisierung 
die Anzahl nicht unendlich gross geworden, und wit erhalten desshalb 
nach dem zweiten der beiden Einleitungsslitze, dass die Anzahl der die 
Bedingung (ao, a , ) (n- -  2, n) und eine sonstige a|gebraisehe Bedingung 
Z erfcdlenden Strahlen gleieh der Summe der beiden Anzahlen ist, yon 
denen die erste angiebt, wieviel Strahlen (a o ~ x, a~) und Z erfi:tllen, 
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die zweite angiebt, wieviel Sl;rahlen (ao, a~ - -  I) und Z erfallen. In der 
Spraehe der Bedingungs-Symbolik lautet dieses Resultat" 

(I)  (ao, ~ l ) @ t -  2, ~t) = ((t o - -  I, (tl)-Jr- ((to, ( t l -  I). 

Der Gedankengang, weleher zu dieser Formel fahrte, ist in zwei F~llen 
zu modifieieren, erstens, wenn (to = o ist, zweitens, wenn (t~ ~ (to-1-i ist. 
In diesen FMlen aber erkennt man ohne Weiteres die Riehtigkeit der 
Formeln: 

(o, a l ) (n - -  2, n)--=- (o, ( t l - -  i) 

u n d  

�9 ((to, (to + I ) ( n - -  2, ,~) = ((t o - -  I ,  a o -Jf- I). 

Daher kann die Formel ( I )  als allgemeingaltig angesehen werden, wenn 
man die dutch ihre Anwendung etwa auftretenden sinnlosen Bedingungs- 
symbole gleich Null setzt. Die Sinnlosigkeit entsteht dabei auf zweierlei 
Weise, erstens dadureh, dass die Anwendung der Formel ( - - ~ ,  al) er- 
geben w0rde, zweitens dadureh, dass (%, ao) kommen warde. 

Auf die soeben for den Strahl aufgestellte Formel lasst sieh nun 
die entspreehende Formel far  die Ebene, d. h. far  p = 2, zuraekfahren, 
wie folgende l~Tberlegung zeigt. Jede Ebene, welehe die Bedingung 
(a o, (t,, %) und die einfaehe Bedingung ( n - - 3 ,  n - - ~ ,  n) zugleieh er- 
fallen soll, muss mit dem Raume, der dem [a,l und dem [ n - - 3 ]  ge- 
meinsam ist, also mit einem [a~ ~ 3], einen Punkt gemeinsam haben. 
Man lege nun diesen [ % -  3] und den gegebenen [a~] derartig zusammen, 
dass sie einen [(t~ - -  2] gemeinsam haben, Dann muss es naeh dem ersten 
der beiden Einleitungss'~tze einen [ a ~ -  ~] geben, der beide, den [a 2 -  3] 
und den Jail, zugleieh enthMt. Demnaeh wird die gestellte zusammen- 
gesetzte Bedingung jetzt in zwei Fgllen erf~llt. Erstens erfallt sie jede 
Ebene, welehe einen Strahl besitzt, der, in dem [a~] liegend, sow0hl den 
gegebenen [ao] , wie aueh den [ a~- -2 ]  sehneidet. Uiese Strahlbedingung 
kann aber, wie aus Formel (I) hervorgeht, wenn man sigh da r t  unter 
dem [n] den [a,] vorstellt, gleieh (a 0 - -  i, a~) -t- (a0, a ~ -  i) gesetzt werden. 
Zweitens wird die gestellte Bedingung abet' aueh van jeder Ebene erfallt, 
die, in dem [% ~ I] liegend, einen Strahl besitzt, der in dem [ai] ge- 
legen ist, und dabei den [ao] schneider, der also (ao, a~)erfollt. Unn6tig 
ist es, hinzuzufi;gen, dass eine solehe Ebene auch den [a 2 -  3] einpunktig 
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treffen muss, well dies, da (% - -  3) +" 2 - -  (a s ~ I) ~--- O ist, jede Ebene 
des [a 2 m i] thut. Wir erhalten also: 

(2) (t/0' (/1' t / ~ ) (~$ -  3, n - -  I ,  n ) =  ( ( ~ 0 -  I, t/l, ((2) Jr- (t/O, t / , -  I, (/.2) 

+ (.0, al,  " ~ - -  ~)- 

Ebenso kann man nun wieder auf diese Formel fiat" die Ebene die 
analoge, auf den dreidimensionalen, linearen Raum bezi'lgliche Formel 
stiatzen, indem man, wenn (a0, al, as, a a ) ( n ~ 4  , n - - 2 ,  n - - i ,  n) ge- 
geben ist, den [a2] und den [aa- -4] ,  in dem sich der [%] und der I n - - 4 ]  
schneiden, so legt, dass sie einen [ a 2 -  31 gemeinsam haben, wodureh 
dann ein [a a - - , ]  entstcht, der sowohl den [%] wie auch den [c 6 - - 4 ]  
enthalt. So erhhlt man, dass die gestellte Bedingung erstens yon jedem [3[ 
erfiallt wird, der eine Ebene besitzt, welche den Bedingungen (ao, a~, %) 
und (a~ 3 ,  a~ ~ I, a2) zugleich geni~gt, zweitens aber auch yon jedem 
[3] erft~llt wird, der, in den, [aa .--~] liegend, eine Ebene besitzt, die 
der Bedingung (a0, al, a~) gcn0gt. Also kommt: 

(3) ("0, ~,, "~, t /~) (n--  4, , , - - ~ ,  , * - -  , ,  ,*) = ( t /0- -  ' ,  ~,, t/~, ~,) 

+ (~,0, ~, , - -  i ,  .3, .~) + (t/0, . , ,  . ~ - - , ,  t/~) 

+ (t/0, . , ,  .~, . ~ , - -  1). 

Da die Rekursion yon p auf 19~  I unbehindert bleibt, so erhitlt 
man schliesslich die allgemeine Formel: 

(4) (,,o, (,,, ,,~, ,,~, . . . ,  ,,,,) (n - -  ~, - -  , , , , - - p + , ,  , ~ - - p + ~ ,  , . . ,  n - - , ,  ,,) 

= (t /o--X,  ~,,,, t/,, a~, . . . ,  ,,,) +(~ ,o ,  t / , - - , ,  ,~, ~,~, , . . ,  a,,) 

"~-(go' gll; t/2 - I ,  (ta' " " ,  (tl')'q- "q-(('0, t/l, t/, ' " " '  (r ( / 2 - - I )  �9 

Was oben beim Strahl iaber Modifieationen der Formel ( I )gesagt  ist, 
gitt entspreehend auch f ~ r  die Ebene, fiat den [3] und fr~r den altgemei- 
nen [/9]. Dan aeh ist die Anwendung der Formel (4) ganz unbesehrankt, 
wenn man die dutch die Anwew]ung etwa auftretenden sinnlosen Be- 
dingungssymbole gleieh Null setzt. Sinnlos abet wird ein Bedingungs- 
symbol bei dee Anwendung der Formel (4) erstens dadureh, dass a o ~ I 
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gleich ~ I wird, well ao Null  war, zweitens dadurch~ dass zwei durch 
ein Kornma getrenntc Zahlcn gleich werden, well vorher a~+x nur um I 
grSsser war als a~. 

Wir  fi~gen noch zwei Beispielc hinzu, welche einerscits die Anwen- 
dung der cntwickelten Formel zeigen sollen, andererseits nuch erkennen 
lassen, wie man mittels derselben fundamentale Anzahlen bestimmen kann. 
Jede Reihe geht bci diesen Beispielen 'lus der vorhergehenden durch Mul- 
tiplication mit  der Bedingung erster Dimension und durch Anwcndungen 
unserer Formel hervor. 

For n --  4, P - -  2, a o --  i,  a I - -  2, a~ --  4 ergiebt sich zuerst: 

(1, 2, 4)(I, 3, 4 ) - - ( o ,  2, 4 ) +  (I, 2, 3) 

und hieraus nach und nach: 

( , ,  2, 4)(I, 3, 4) ~ =  (o, ,,  4)-t-" 2.(o,  2, 3), 

( , ,  2, 4)(I, 3, 4 ) 3 =  3.(~ ~, 3), 

(I, 2, 4)(I, 3, 4) * =  3.(0, ' ,  2 ) .  

Da (o, I, 2) bedeutet, 'dass die Ebene eine gegebene Lage haben soil, 
also gleich I zu setzen ist, so heisst dieses Resultat in Worten: In einem 
vierdimensionalen linearen Raume giebt es immer 3 Ebenen, yon denen 
jede eine gegebene Ebene in einer g~era(ten Linie schneidet, und ausserdem 
vier  gegebene Strahlen je einpunktig t rifft. 

For  n = 6, 1o----- 3, a0 ~-- 2, a, ---~ 4, as ---~ 5, a3 -= 6 ergiebt sich 
zuerst: 

(2, 4, 5, 6 ) ~ - - (  1, 4, 5, 6 ) - ] - (2 ,  3, 5, 6) 

und dann naeh und nach: 

(2, 4, 5, 6) :~= (o, 4, 5, 6)-t-  2~(!,  3. 5, 6 ) + (2, 3, 4, 6), 

(2, 4, 5, 6) 4--~ 3 . (  o, 3, 5, 6) q- 2.(1,  2, 5, 6) q- 3 . (1 ,  3, 4, 6) 

-Jr-(2, 3, 4, 5), 

(2, 4, 5, 6) 5 =  5 . (  ~ , 2, 5, 6) -Jr- 6 . (0 ,  3, 4, 6) n t- 5 . ( ' ,  2, 21, 6) 

- 1 - 4 . ( ' ,  3, 4, 5), 
3eta mathemat~ca 8. I m p r i m ~  le 1 Mars 1886. 14~ 
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(2, 4, 5, 6) 0 - - 5 . (  ~ , ', 5, 6) q- i6 . (o ,  2, 4, 6)--I- 1o.(o, 3, 4, 5) 

+ 5.(~, :, 3, 6 ) +  9~.(,, ~, 4, s), 

( 2 , 4 ,  5, 6) 7 - 2 i . ( o ,  I, 4, 6)-+- 2 i . (o ,  e, 3, 6)q-  35.(o, 2, 4; 5) 

+ I4 . ( I ,  2, 3, 5), 

(:2, 4, 5, 6) 8 = 42" (  0, I ,  3, 6) --['-" S6.(O, I, 4, 5) -{- 7 0 . (  o, 2, 3, 5) 

+ , 4 . ( I ,  2, 3, 4), 

(2, 4, 5, 6) '~ = 42 . (  ~ i, 2, 6 ) +  i68 . (o ,  1, 3, 5 )n  t- 84.(0, 2, 3, 4), 

(2, 4, 5, 6) ' 0 =  2 ,0 . (0 ,  ,, 2, 5 ) +  252.(0, ' ,  3, 4), 

(2, 4, 5, 6) ~ =  462.(0, ,, 2, 4), 

(2, 4, 5, 6) ~ ' =  462.(  ~ , ' ,  2, 3)- 

Dieses Resultat ergiebt den Salz: In jedem seehsdimensionalen linearen 
P~tame giebt es 462 dreidimensionale lineare Ilaume, yon denen jeder I2 
gegebene Ebenen in je einem Punkte trifft. 

II. 

Unser.Ziel in diesem Abschnitt ist die Auffindung der Funktion, 
welehe fill" die Ebene dig Anzahl 

("0, ",, . ~ ) ( n -  3, , ~ -  ,, n) ~176176 

dutch ao, a~, a s ausdvfickt. 
kilrzung Gebrauch machen. 

Dabei wollen wit yon dec folgenden Ab- 
Es bezeichne 

f(ao, a,, as) 

stets die Zahl der Ebenen, welche die Bedingung: 

("0, "1, " , ) ( ~ -  3, , ~ -  i, .)o0+.,+o,.,-3 
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erfiillen, wie klein oder wie gross auch die Zahlen a0, al, a: sein mOgen. 
Dann ist nach der in I entwickelten Formel: 

(5) f(%, a,, % ) = f ( a  o -  I, al, a~)--[-f(a o, a ~ -  ,, a~)+ f(ao, a~, a ~ - - i ) ,  

wobei jedoch immer die Symbole f ( - -  ,, b, c), f(a, a, c) und f(a, b, b) 
zu unterdr~cken sind. Bei der Ableitung der gesuehten Funktion werden 
wir best~ndig yon der folgenden, bekannten, auf Kombinationszahlen be- 
zogliehen Formel Gebraueh maehen: 

(6) b~ + (b + ,)~ + (b + 2)~ + . . .  + (b + d)~ = (b -4- d + ~)~+1--b~+,. 

Wir wenden zuerst die Formel (5) an, um f(o, ,, a : ) z u  bestimmen. 
Dann erhalten wir: 

(7) f(o, I, a~)=f(o ,  I, a ~ - - I ) = f ( o ,  x a , - - 2 )  . . . .  = f ( o ,  ,, 2 ) = I .  

Um weitergehend f(o, 2, a2) zu bestimmen, addieren wir die a~ - -2  
Gleichungen: 

f(o,  2, a~) = f(o, i, a~) + f(o,  2, a ~ -  i) 

f(o, 2, a ~ -  , ) =  f(o, ,, % - -  ,) + f(o, 2, % - -  2) 

f(o,  2, a ~ -  2) = f(o, , ,  a ~ - -  2 ) +  f(o,  2, a ~ - -  3) 
�9 * �9 �9 �9 �9 , �9 �9 . �9 . �9 �9 �9 �9 . �9 . 

[(o, 2, 3) ---- f(o, , ,  3) :-I- o. 

Dadurch crhalten wir bei Benutzung yon (7): 

f(o, :, a : ) =  a~ - -  2, 

woffir wir lieber schreiben: 

(s) 

Um f(o, 3, a~) ~ bestimmen, addieren wir die a ~ - - 3  Gleichungen: 

f(o, 8, a2) = f(o, 2, a~) + f(o, .3, a ~ -  ,) 

f(o, 3, a ~ - -  ~) = f(o, 2, a : - -  ~) + / ( o ,  3, a~ - -  2) 
�9 o �9 �9 * . , . �9 �9 �9 o :  . 

f(o, 5, 4) = f(o, 2, 4) + o, 
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und erhnlten: 

f(o, 3, % ) =  f(o, 2, 4) + f(o, 2, 5) + . . -  + f(o, 2, a2), 

woraus sich bei Benutzung yon (8) ergiebt: 

f(o, 3, " , ~ ) = ( 3 , ~ 3 o ) + ( 4 , - - 4 o ) +  . + [ ( % - - i ) ,  (a,--I)0] ,  

wofiir wegen dee unter (6) angefiihrten Kombinationszahl-Formel geseizt 
werden kann : 

(9) f(o, 3, %) = (%)2 - -  (a2), - -  (3: - -  3,) 

= ("'2)2 ("2)1" 

Gerade so erhMt man mit Benuizung yon (9): 

f(o, 4, a~) =~ (5 '2-  5,) + ( 6 ~ -  6,) + . , .  + [ ( a~ ) , -  (u'2),] 

oder wegcn (6): 

( ,o) r(o, 4, ,~2)= (.2 + ,)~ - -  (,,2 + , ) 2 ,  

well 53 52 Null ist. 
So fortfahrcnd, gelangt man zu: 

f(o, a,, a~) = [ (2al - -  3) . ,_~--(2a,--  3).,_3] + l (2a, - -  2)=,__2--(2a,-- 2):,_~] + ... 

... + l(a2 + a~-- 4)<,,-~-- (a`2 + a , - -  4)<,,-3], 

woraus man erhi~lt: 

f (o ,  a,, a2)= [ (a ,  + a , - -  3),,, _, - -  (a, -I- a2-- 3),,,_:] - -  [ (2a , - -  3)<,.__,-- (2a , - -  3)<,,-2]. 

Da die in der letzten Klammer stehenden beiden Kombinationszahlen 
(~at 3).,-i und (2a 1 --3)a,-2 einander gleich sind, well 

( g l -  I) "if- ( g l -  ~) = 2 a l -  3 

ist, so kommt:  

(~,) r(o, <,,, .'2)= (~, + , , , - -  ~)a,_i--@, + ~ , - -  D.,-~. 
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DrOckt man die Kombinationszahlen dutch Fakultit~n aus, so erhMt dieae 
Formel die Form: 

(, 2) f(o,  a,, a,2) [% .-t- a, - -  3. a,.  a, .  (a., a,) 

In derselben Weise bestimmcn wir nun auch f( I ,  a~, a~), indem wir von 
f ( i ,  3, a~) ausgehen. Wir erhalten: 

f ( i ,  2, a~) ----- f (o,  2, 3) '-I- f (o ,  :z, 4) + . . .  --t- f (o,  2, a~), 

woraus sich bei Benutzung yon (8) ergiebt: 

f(i, ~, a:) = ( 2 , - -  20) + ( 3 , -  30) + . . .  + [ ( % -  ' ) , -  ( % -  ')o], 

a l s o  : 

(~3) 

Bei der 

f(I,  2, a ~ ) =  (a~)~--(a2) ~ -I- I .  

Bestimmung von f ( i ,  3, a~) sind die folgendcn 
chungen zu addieren: 

f ( , ,  3, a~) = f(o, S, %) + f(~, 2, ,,~) 

f ( , ,  s, - ~ -  , ) -  f(o, s , - ~ -  ,) + f ( , ,  2, . ~ -  ,) + f ( , ,  3, - ~ -  2) 
�9 . �9 ~ . �9 ~ * �9 �9 �9 �9 ~ �9 �9 . ~ , * ~ ~ 

f ( , ,  3, 4) = f(o, 3, 4) + f ( , ,  : ,  4) + o, 

sodass man erhMt: 

f(~, 3, a,) = f(o, 3, 4) + f(o, 3, S) + . . -  + f(o, S, a,) 

- I - f ( i ,  2, 4 ) + f ( , ,  2, 5 ) + . . + f ( , ,  2, a~). 

Hieraus ergiebt sich dann bei Benutzung ,'on (9) und ( ,3 ) :  

f(,,  3, a~)= 2t(., + , ) , - ( , ~  + ,)~] + (% + i),, 

wofor wit lieber schreiben: 

(,4) f(,, ~, - , ) =  { 3 , -  3,]f(,,~ + , h - - ( . ,  + ,)~] + ,0.(,~ + ,),- 

a2 - -  3 Glei- 

+ f(1, 5, a ~ - -  I) 
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Bei f( i ,  4, a~) erhalten wi r  zunachst: 

f ( ' ,  4, a ~ ) =  f(o,  4, 5) + f (o,  4 ,  6) -Jr-...  + f(o, 4, a~) 

-I- f(~, 3, 5) -F f(~, 3, 6) + . . .  + f ( , ,  3, %), 

und hieraus vermittelst ( to) und (!4),: 
~.~~ ~ ~;.~ ~ '  

f ( I ,  4, a ~ ) =  [ 4 , -  4o][(a2 + e)4 . . . .  ( a ~ +  2)~1 + eo.(a ~ + 2)2, 

also schliesslich: 

( i5)  f ( , ,  al, a:) = [ ( a l ) l - -  (a~)o][(a~ + a ~ - -  2)~, - ,  (al + a ~ - -  2)~,_i] 

+ ( a , -  :)o(al + a ~ -  :)o,_~ 
Auf demselben Wege gelangt man zu: 

(~6) f ( 2 ,  a l ,  a 2 ) =  [(al-Ji  - ] ) 2 - - ( ~ 1 - J l  - l)l][(al..Jr a2- -  l)a,+l---(al --I- a2- -  ])a,] 

-~- [ (a  1 - -  I ) l -  ( a  I - -  l ) o ] [ ( a  1 + a 2 - -  I ) a , _ l ] .  

Entwickelt man nun auch noch die Formel far  [(3, a~, a~), so er- 
kennt man, dass sich dieselbe yon der for f(2, al, a~) nur dadurch unter- 
scheidet, dass sowohl die Basen wie die Indices der Kombinationszahlen 
um I gewachsen sind, und man sieht auch leicht aus dem Bildungs- 
gesetze jener Funktionen, dass diese Eigenschaft erhalten bleibt. Daher ist: 

f(ao, al, a~) = [(a o -t- a , - -  , ) , o - - ( a  o nt-al - I),o_,] 

• [(ao + a, + a2 - -  3).0§ (ao + a, + a ~ -  3).0+,,,-~: 

+ [(ao + a , - -  3)Oo_1--- (ao + a , - -  3)Oo_~][(a0 + " l + a~ - -  3)oi+o,-3]. 

Fiihrt man nun noch statt dee Kombinationszahlen Fakult~ten ein, so 
gelangt man nach einiger Umformung zu dem Resultate: 

(I7) f(a0, al, a~) = Sa~ +a ,  + a , - - 3 . ( a , - - a o ) ( a , - - a o ) ( % - - a , ) .  

Dies ist also in ei,nem [n] die Zahl der Ebenen, welche in einem [a2] 
lieffen, einen in dem [a2] 9eleyenen [al] in einer #eraden Linie schneiden, 
dabei mit einem in dem [all gelegenen [ao] einen Punkt ffemeinsam haben 
und endlich a o -t- a 1 -t7 a 2 ~ 3 #egebene [n ~ 3] in ]e einem Punkte treffen, 
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III.  

Entspceehend der sehon in II eingefiihrten Bezeiehnung f(ao, a,, %) 
bezeichne allgemein fiir einen [p] 

f(ao, <,  as . . . .  , a~_,, a)) 

stets die Anzahl derjenigen [Pl, welche die Bedin~unu (ao, a~, a~, ..., % 17 G) 
I 

erfiillen, und welehe ausserdem ao -l- a~ -{- a~ --~ . . .  Jr- ap ~ p ( p . +  I) 

gegebene In p 51 einpunktig zu treffen verm,Sgen, d. h. die Anzahl, 
welche in unserer Symbolik dutch die [(p-{- ~)(n p)]-faehe zusammen- 
gesetzte Bedingung 

(ao, tql, a s , . . .  , a p ) ( ~ - - p  I, ' ) g - - p  . . ] L I , . . . ,  , )  (lOA[-"l+'''+qp ~'P(P~']' 

ausgedr~'mkt wird. Wegen der in I beWiesenen Formel (4) kann man 
dann setzen: 

(58) f(ao, al, a s , .  , ai) 

- - f ( a  o i ,  a , ,  as,  . . . .  aj>) + f(a0, a, I, a2, . . . ,  ap) 

+ f(ao, a,, a s - -  i , , . . ,  a,) + . . .  + f(ao, a,, a ~ , . . . ,  a p - -  i). 

Es handelt sich nun darum, die Zahl f(ao, al, as, . . . ,  aio ) wirklich 
als Funktion der Zahlen a0, al, as, . . . ,  ap darzustellen. Man kann sich 
dies, wie auch das zweite Beispiel am Schluss von I zeigt, dadurch be- 
werkstelligt denken, dass inan auf jeden Addenden der rechten Seite yon 
(I8) wiederum die Formel (I8) anwendet, und so fortfahrt, bis schliesslich 
alle Addenden gleich f(o, ~, 2, 3, . . . ,  P) geworden sind, d. h. bis 
I l i a d  ZU 

x, f (o ,  I, : ,  3 , . . . ,  P) 

gekommen ist. Dann muss x die gesuchte Funktion sein, da f (o,  I, 2, 3, ..., P) 
bedeutet, dass der [p] eine gegebene~ Lage haben soll, d. h. gleich I zu 
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setzen ist. Die wirkliche Anwendung der eben erwi~hnten Reduktions- 
methode bietet abet, so lange ao, a~, a2, . . . ,  a~ allgemein bleiben, dess- 
wegen bedeutende Schwierigkeiten, well man. wie in I ausft'lhrlich be- 
merkt  ist, bei der Anwendung der Formel (I8) darauf achten muss, dass 
man Symbole, in denen a 0 gleich - - 1  geworden ist, oder in denen zwei 
aufeinander folgende Zahlen, wie a~ und a~+~, gleich geworden sind, voll- 

st'andig z~a un~erdraeken hat, und an derartigen Symbolen also nieht yon 
neuem die Reduktion anwenden darf. Da mar! abet, wenn man rlur alltQ 
diese Bedingungen genau beachtet, auf dem besprochenen Wege zu tier 
gesuchten Funktion gelangen miisste, st) konnte der Verfasser schliessen, 
dass eine Funktion wirklich die Anzahl f(ao, a~, . . . ~  ap)darstellen muss, 
wenn sie nut  die folgenden vier Bedingungen erfi~llt: 

I. Sie muss der Formel (I8) gehovchen; 

~, Sie muss fat, a~- -o ,  a ~ - - i ,  a ~  2, ..., a p - - p  gleictj i ~verden; 
3. Sie mu~s fhr a ~ -  I Null  wel~den; 
4. Sic muss aueh Null werden, wenn zwei anfeinctnder folgende 

Zahlen gleich sind. also fiir a 0 - -a~ ,  ferner fiir a ~ -  a~, u. s. w. bis 
fiir a,_~ --  a r. 

N~n kor~nte abet der Verf.asaer aL!s der Gestalt der it~ der Ebfleitm~g 
erwahnten Formel for den Strahl, aus der Gestalt der Formel (I7) for 
die Ebene, und aus der Gestalt der auch noch yon ihm, analog wie for 
die Ebene in II, entwiekelten Formel fiir f(ao, a~, a2, a.~), mit Recht 
vermuten, dass dig gesuchte allgemeine Funktion folgendermaassen aus- 
sehen muss: 

(19) [ao .4- a,  .-t- a,~ ..l- . . .  .4- a ~ - - ~ l , ( p  .4- , ) .  D 

I 
wo D das Produkt aller m~)gliehen ~p(p  "4- i) posifiven Differerlzen der  

Z~hlen ao, a~, a2 . . . .  , a~, o~ter, ~ da~elbe ist, die Determinante 

(20) 

I I I . . ,  ! 

ao ~1 a2 ' ' '  ~p 

a o a~ a2 . . .  ap 

a~ a ~ . . .  g 
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bedeutet. M,~n erkennt sofort, dass die Funktion (i9) in der That den 
drei letzten der vier ()ben genannten Bedingungen geni~gt. Es handelt 
sich also nut noch darum, zu beweisen, dass die Funktion aueh der in 
(18) aufgestellten Funktionalgleiehung geni~gt. Um dieses zu beweisen, 
betrachten wir den Ausdruck: 

I I I I 
aO(  I "31-a a - -  ~,o)( I "31- a ~ o )  ( I -  "31- a'a __ a , ~ o ) . . .  (I "-1- ap------~,o)-- 

( I ) (  I ) (  I )  ( ~ _ ~ l l )  I -31- . I -31- . . .  I -dr- Jr- a I I "4- ao __~l a, ~ a I r a - -  a t a p - -  

I (2I) -1-a2(I 2f_ tto _I t.~_/~ ) ( I  _ll-. (', I__ a , ) ( I  .--1-a'a I ai-) .o.  (I 2 I - a,p- ~t,2) 

+ 

( ' )( ,)( , )  ( , I -1 I "-t . . .  I d ap-- I - -ap/"  + %  I + % _ _ %  a.--,,p % - - %  

Dieser Ausdruek ist eine Summe von p + I Addenden, und jeder Ad- 
dend ist ein Produkt yon a, mit einem Produkte yon p Summen, deren 
erster Addend immer I, und deren zweiter Addend ein Bruch ist. Denkt 
man sich nun die angedeuteten Multiplicationen sii, mttich ausgefahrt, so 
erhMt man, d a  jeder tier p + I Addenden 2 ~ Addenden liefert, eine 
Summe yon irn ganzen 2~(p + 2) Addenden. In dieser Summe denken 
wit uns dann idle diejenigen Addenden zusammengefasst, welche gar keinen 
Bruch enthalten, dann auch alle diejenigen, welche einen Bruch enthalten, 
dann alle die, welche zwei Brache als Faktoren enthalten, 11. s. w. bis 
zu denjenigen Addenden, welche p Braehd als Faktoren enthalten. ]ndem 
wir dann die Summe aller solcher Addenden, (lie k Brnehe enthalten, mit 
Yk bezeichnen, erhalten wit, dass der Ausdruck in (2I) gleich 

y, + y, + y, + . . .  + y,-1 + y~ 

ist, wo jedes ?4, eine Summe von Pk.(P + I ) - -  I p + '  

f asst. Man erkennt dann unmittelbar, dass 

Addenden urn- 

(2 2) yo = ao + a, + a~ + o . ~  + a~ 
Acta mathemat iea .  8. I m p r i m 6  le 6 Avr i l  1886. 15 
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ist. Von den p ( p  + I )  Addenden, aus denen sieh y~ ~zu.ammensetzt,s 
fassen wit immer je zwei, we lehe  dieselben beiden Indices entMlten, zu- 
sainmen, dO dass wit erhMten: 

y, = Zo, + zoo. + Zo:, + . . .  + % 

+ z,,, + z,,~ + . . .  + z,~ 

J r - -  , �9 , �9 , . �9 , 

+ z~_,,,,, 

wo z,~. gleich m--a~": + a~--,----~'ak d. h. abet gleich ~ I i s t .  Es ergiebt�9 

I 
s ich  also far ?h eine Summe yon ~p(p  + ~) Addendon, deren jeder gleieh 

i ist. Daher ist: 

I 

U,n V~ zn 1,estimmen, fassen wit  yon den ! ( l ,  + , ) p ( p - - , ) A d d e n -  
2 

den, aus denen sieh 9~ zusaminensetzt, immer je drei, welehe dieselben 
drei Indices enthalten, zusammen, so dabs 

wird, 

y.. ,  = 

I 
wo das Summcnzeichen g(p  + ~)p(p ~ I )  Addenden umfasst, und 

0 i ~ O h. 

z , ,  ---- (,,.~ _ o,)(,, _ ,,,) + (o, --  ,,~)~,,, - -  ,,~) 
"t- r 

(0, - -  , , ) ( ( , , -  o,) 

gesetzt ist. Addiert  man dio droi Brioche, aus denen sich zm zusammen- 
setzt, so erhMt man: 

~ ' i k l  -'=='-- 
. , ( . , . -  . 3 -  . , t . ,  - - . , , )  + . , ( . , -  .,,) 

("i - -  o,)(,,h.- "t)(m - -  a,) 

Z:,thler und Nenner dieses Bruches lassen sieh leieht in Determinanterfform 

(1 i (1~. (I t 

( l  i ( I  k a t 

I I I 

sehreiben und ergeben: 

' ~ i / , l  = - -  - -  

I 

( l~  a t 
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woraus hcrvorgeht, dass z~k~ gleich Null is,, weil in der den Dividendus 
bildenden Dcterminante zwei Horizontalreihen gleich sind. Demnach is, 

I 
y~ ,,Is eine Summc vo,, g(p q- l )p (p- -  I) Addendcn, deren jeder gleich 

Null ist, selbst gleich NM1. Gcrade so liisst sich crkenncn, dass 

Ya--~ ~(a~a.!.,) 

ist, wo das Su,n,,,e,,ze,chen 2~(p -Jr- I ) p ( p -  , ) ( p -  2) Addenden umfasst, 

und 

+ 
(.~ - -  o , ) ( , . ~ ,  ~ , , , ) ( , , , , , -  ,,,) (,,, - , , , ) ( . ,  - -  , , ~ . ) ( , , , , ,  - -  .,.) 

' [ -  O, 1 "4-- 0 m 
( ~  - -  0 , ) ( " ~  - -  . , ) ( " , , ,  - -  ~,) (< - -  " , . , ) ( " k  - -  ",,,)(", - -  ~'~) 

is,. Hieraus crgiebt sich aber: 

' ~ i k l m  - -  

( l  i (I k (1. l (I m 

, )  o 

r i (I k (~1! (I, m 

I I 

I 

a~ 

I I ( / i  ~ 

I I I 

(~k t l l  (l 'm 

('Z "~ s 
! 

a i ,,~ a:,'. j 

also ein Quotient, der gleich Null is,, weil scin I)ividendus eine Deter- 
minante mit zwci gleicl,cn Horizontalreihen ist. Daraus iblgt, dass quch 
g~ =- o is,. 

So erkennt man-auch allgemein, dass y~, wenn nur q > t ist, gleich 
Null  ist, weil yq als 8umme yon (p + 1)q+~ Addenden aufgefasst werden 
kann, deren jeder ein versehwindender Determinantenquotient is,. Wi t  
erhalten daher mit Benutzung von (22) und (23) , dass der Ausdruek in 
(2~t) ,nit 

I 
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identisch ist. Wenn wir daher (24) und (2I) mit dem oben bei ( '9) D 
genannten Produkte multiplizieren, so erhalten wir die Identitat: 

I 

[.o + . ,  + ,,, + . .  + + ,I].,  

.o  ( . ,  - -  .o  + i ) ( .2  - -  ao + 

+ . , ( . , - -  ao - -  1 ) ( .~ - - . ,  + 

+ " ~ ( " ~ -  " o -  I)(.~ - -  . , -  

-Jr- . . �9 �9 . . , 

I ) ( ( l a - - a o  + I ) . . . ( t t i , - -  17o + 1 ) . D 0  

, ) ( , ~ - - , ,  + 1)...(,,,, ,,, + , ) D ,  

,)( , ,~--,~ + 1) . . .  ( , , , - , . :  + ,).D, 

I ) ( O ' a - -  , ,  2 - -  1 ) . . .  ( , , , , - - , f a  + , ) . D a  

�9 , . . . . , 

"-}- t"~i.((lio--O[ 0 - -  l ) ( r  'it I - -  ] ) ( ( l ~ l ) - - ' l .  2 - -  I )  �9 �9 �9 (tr - -  (~p_ 1 - -  I ) - D 2 v ,  

I 
wo jedes Dk das Produkt aller msglichen 2( p -  I)p positiven Differenzen 

je zweier der Zahlen ao, a~, a~, . . . ,  ak_l, ak~,, ak+,2, . . . ,  a~, ist. Multi- 
plizieren wir die Identitat (25) nun noch 1nit 

I % + %  + % + ' " + % - - ~ 1 " ( 1 ~ +  I ) - - I  

I~'o I", la2 .- �9 t"p 

so erhalten wir links die Funktion (I9) und rechts eine Sumlne yon 
p + I Addenden, yon denen der erste aus (19) hervorgeht, wenn man 
in (19) ilberall a o durch a o - - t  ersetzt, und yon denen i~berhaupt der 
(k + ! )  te aUS (I9) hervorgeht, wenn man dort ~berall a, durch a, I 
ersetzt. Damit ist bewiesen, dass die in (I9) aufgestellte Funktion in 
der That die in (18) angegebene Funktionalgleichung erffillt, und also 
die gesuchte Anzahl [(ao, aj, a2, . . . ,  a,) darstellt. Wir ksnnen daher 
den Satz aussprechen: 

E s  sei gegeben in einem [hi ein [ap], in ibm. lie[lend ein [at,_~] , in 

diesem liegend ein [ap_2] u. s. w. bis za einem [ao] , d e r  in. einem [a,] 
I 

liefl; ferner seien gegeben a o + a~ + a. 2 + . . .  2 p ( p  + 1) lineare Rdume, 

sdimtlich von tier Dimension n p I. Dann giebt es eine endliche An- 

zahl von p-dimensionalen linearen Baumen, yon denen jeder  mit dem [ao] 
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einen Pankt, mit dem [~ll] einen Strahl, iiberhaupt mit dem [a,] einen [k] 

gemeinsam hat, ~nd ausserdem jeden der .qegebencn I n - - p -  i] einpttnkti!l 
trifft. Diese endliche Anzahl ist gleieh 

(26) laoI ~', I~, ' I"" ' 

wo D das Prodakt aller re@lichen positiven Differenzen je zweier der Zahlen 
ao, at, a~, . . . ,  % bedeutet. (Jede eckige Klammer bedetttet einen linearen 
Raum, dessen Dimension gleich der in der eckigeti Klammer befindlichen 
Zahl ist.) 

Von diesem a l lgemeinen Resultate  aus kann man zu der yon mir  

in den M i t t e i l u n g c n  d e r  H a m b u r g e r  M a t h e m a t i s c h e n  G c s e l t -  

s e h a f t  vom Jahre  I884  mitgetei l ten Anzahl durch Specialisierung auf  

zwei Wegen gelangen,  erstens, indem man  

a o = n ~ l ) ,  a x = ' n - - p +  l ,  a ~ = n - - p +  2, . . . ,  % = n  

setzt, zweitens aueh, indem matt 

a o = n ~ p - -  i, tq ~-~ n - - l ~  q- I, % = n - - p  q- 2, . . o ,  a , - -  n 

setzt. In beiden Fi~llen ergiebt  sich i ibereins t immend:  

1{2' + i >  - v) I_~ I~ 1 _ 3 .  le (-'7) 

Setzt man  hier p = I, so erhlxlt man  die Anzahl,  zu der aueh die Herren 

FRANZ MEYm~ und 8TEI'HAXOS (vgl. die A n m e r k u n g  am 8ehluss der Ein- 

leitung) gelangt  sind. Setzt man  ferner in (26): 

a 0 = o ,  a ~ = n - - l ~ +  I, a ~ = n - - p +  2, . . . ,  % - - n ,  

so erhi~lt man:  

und 

i I 
a o + a , + a , + . , . + % = n p + ~ p - - E p "  

.D = [ ( ' ~ - -V  + l ) ( ~ , - - p  + 2 ) . ,  . , , ] .  _t0-- i Ip 2 . . .  ~_[ I , 
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tl, l so  

tI .  Schubert. 

fi~r die Anzahl aller derjenlgen p-dimensionalen linearen R~tume, welche 
dutch einen gegebenen Punkt gehen und . p (n - -p )  gegebene ( n - - p - - ~ ) -  
dimensionale llneare Rrmme einpunktig treffen. Fi]r p ~ I wird dicsc 
Anz~thl stets gleich i, wie gross aueh n skin mag, was auch unmittelbar 
crkennt werden kann. 

Setzt man endlich voraus, dass p = n - -  ~ ist, so ergiebt sigh aus (26) 
stets die Zahl x, wclche zul~ssigen Werte man aueh f~r a0, a~, a~, ..., a,_~ 
setzen mag. Aueh dieses Resultat kann man voraussehen, wenn man 
beachtet, dass im In] ein [ n - - ~ ]  einem Punktc dual entsprieht, und 
dass alle fundamentale Anzahlen des Punktcs I sein mi~ssen. 

Hamburg, im August I885. 


