ZUR THEORIE DER GAMMAFUNCTION®
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Den Ausgangspunct der nachfolgenden Untersuchungen bildet eine
Function der allgemeinen Form

'z —a)l™ e —a)... " (z—a)
I a— b7z —b) .o I — b))

(I) 1«'(3) o™

WO fliy «- .y fhyy Viy -+, ¥, positive ganze Zahlen und a, @, ..., a,,
b, ..., b, beliebige von z unabhiingige Grossen bezeichnen.

Die Sitze, welche Herr PryM in seiner in CreLie’s Journal Bd. 82
publicirten Arbeit: Zur Theorie der Gammafunction entwickelte, konnen
als ganz specielle Falle von denjenigen betrachtet werden, die im Folgenden
bewiesen werden sollen. Indem ich von dem Mrrrac-Lerrrer’schen Satze
Gebrauch mache, erhalte ich eine grosse Anzahl ncuer Transcendenten,
die mit der Gammafunction sehr nahe verwandt sind. Die Theorie der
Gammafunction wird gleichzeitig nicht unbedeutend erwecitert. Besonders
bemerkenswerth ist die formale Ubereinstimmung, welche dieselbe in ge-
wissen Hinsichten mit der Theorie der linearcn Differentialgleichungen
crhalt. Dieser Umstand kann, wie ich bei einer anderen Gelegenheit
zeigen will, dadurch erklart werden, dass in der That auch eine nihere
Bezichung zwischen den Integralen gewisser lincaren Differentialgleichungen

! Vergl. meine Abhandlung: Om en ny klass af' transcendenta functioner, hvilka dro
nira besligtade med gammafunktionen, Acta soc. seient. Fennice, Tom. XIV, XV;
1885, 1886.
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und solchen Transcendenten, von denen i Folgenden die Rede wird,
stattfindet. Diese Bezichung giebt cin Satz am Ende dieser Abhandlung.
Die Function I'(z) geniigt offenbar der Gleichung

(2) Fz 4 1) = () I'(z),

(z—aY"(z —a,¥*. . (z—a)"

(3) 1’(,2) 75—

(8 — b)) (@ —b)* .z — by

ist.
Zum Ausgangspuncte unserer Untersuchungen hitten wir cine Fune-
tion der noch allgemeineren Form

- P
HI ['F‘p’{apz — Op) H] F"LP(vp _ 7/32)
pu— e P= p=
f(Z) = , q ’
Pgll /)(/9,02 - b/’) pgl 4 p(”p —_ (?pZ)

wihlen konnen, in welcher p, v, m, n, a, 3, y, ¢ positive ganze Zahlen
und @, b, ¢, d beliebige von 2 unabhangige Grossen bezeichnen. Dass
dies nicht geschchen ist, hat hauptsichlich seinen Grund in dem folgenden
Satze:

Jeder  belicbigen rationalen Function r(z) entspricht eine und zwar,
wenn man von emem Factor ¢, wo k eine ganze Zahl, absicht, nur eine
einzige LFunction, welche die Form (1) hat und der Gleichung (2) geniigt.
Jede andere Irunction, die derselben Gleichung geniigt wie F(z), kann auf
diec Form ¢(2)F(2) gebracht werden, wo ¢(2) eine gewisse Function mit
der Periode 1 bezeichnet.

Auf Grund dieses Satzes, von dessen Richtigkeit man sich sofort
itberzeugt, konnen die Functionen der Form (1) als die Grundformen be-
trachtet werden, aus denen man alle @brigen ciner Gleichung (2) ge-
niigenden  Functionen durch Multiplication mit periodischen Functionen
erhalt. ‘
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L.

Der Eigenschaft I'(¢ 4+ 1) = 2/'(2) der Gammafunction entspricht
die Eigenschaft F(z 4+ 1) = r(2)F(2) von F(z). Ebenso entspricht der

Eigenschaft !

ACE XD
Iim —— =1
N |m — 1m

der ersteren Function eine ihnliche Eigenschaft der letzteren. Stellt man
nimlich diese Gleichung mit dem Ausdrucke von F(z) zusammen, so

findet man dass
F(z + m) _

(2, m)__

lim
m= %

ist, wo die Grosse (2, m) durch die Gleichung

oz m) (!

m-— I 1n2‘a‘)’"’(| m — I1n-2""“’)’"2 e (' m—1m° )"”

(2, m) = ¢

()i:‘;_l_mz*bx)VI (

definirt ist. Sectzt man zur Abkiirzung

. oo, pr
P 2)". . (] m o L " )V"

(4) p=m+pm+...+p,
() v=y 4+t
(6) x=upb + vb, + ...+ vb,—pa, —pa,—...—pa,,
so kann (¢, m) in der einfachen Form
(7) (2, m) = e"“*""(‘ m— 1wy
geschrieben werden.
tmf =1+ zlogm + IZ-; log’m + ...; mit logm ist der reelle Logarithmus zu

verstehen.



40 ~ Hj. Mellin.

Es befriedigt also I'(2) ein System von Functionalgleichungen von
folgender Formn

Iz 4+ 1) =r(2)F(2)
(8) P4 m)

Duarch wiederholte Anwendung der ersteren dieser Gleichungen ergiebt
sich

L F(z + m) _ F(z+ m)_ (z, m)
Trr 4 ...t +m—1)  (z, m) Tz +1)...T(z+m—1)

Wendet man auch die letztere an, so folgt

. ea“*‘r’“)(l m — 1 m*) > m*
(9) F<Z> :i]il;r(z)r(z-i- 0)...T# + m—1)

Die rechte Seite dieser Gleichung hat also einen bestimmten end-
lichen Werth fur jeden Werth 2, der nicht gleich einer Unendlichkeits-
stelle von F(z) ist. Da dieser neue eindeutige Ausdruck fur F(z) eine
nothwendige Folge der Bedingungen (8) allein ist, so geht daraus zugleich
hervor, dass F(z) durch diese Bedingungen cindeutig bestimmt ist.

Die Gradzahl des Zahlers von r(z) ist offenbar gleich g und die des
Nenners gleich v. Ist g >y so ist immer

lim (2, m) = oo;

m=w
ist 4 <y so ist immer
lim (2, m) = o;
m= oo
ist g = v so ist
lim (2, m) = co,

m=w

wenn der reelle Theil von a positiv ist, und

lim (2, m) = o,
wenn derselbe negativ ist. Ist” dagegen der reelle Theil von a gleich

Null, so ist
lim (2, m) = oo,

m=aw
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wenn der reelle Theil von x positiv ist, und

lim(z, m) = o,

m=ow

wenn derselbe negativ ist. Ist anch der reelle Theil von » gleich Null,

8o ist
‘ |z, m)| = |e”|-

Die letztere der Gleichungen (8) sagt also aus, wie sich die Function
F(z) verhalt, wenn das Argument z = x + iy sich dem Puncte co in
positiver Richtung liangs einer der z-Axe parallelen Gerade nahert.

Wir setzen hier noch folgende Bezeichnungen fest, die wir kinftig
anwenden werden:

I

(10) 8(2) #17(7)

(r1) ro(;) ="z — a) (g — a) ... (2 —a)"

(12) r(z) = (@ —b)@E— ). (e —b)
(13) limr(z) = M.

Ist die Gradzahl p von r,(2) grosser als die Gradzahl v von r,(2), so
ist M =oco. Ist p<ysoist M=o Tst p=v soist

73

M = ¢,

9

Es hat sich zweckmissig gezeigt, die Constanten ¢ und b in F(z
einer gewissen Bedingung zu unterwerfen, und zwar der Bedingung, dass
die Differenz irgend zweier dieser Grossen weder eine positive noch eine
negative ganze Zahl sein darf. Vermoge der Gleichung I'(z + 1) =2I"(2)
findet man, dass diese Bedingung nicht von einer mehr beschriankenden
Natur ist, als dass F(z), wenn die Bedingung nicht erfullt wire, auf die
Form eines Productes gebracht werden konnte, dessen Factoren eine ra-

Acta mathewmatica; 8, Imprimé le 12 Février 1886 51
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tionale Function und eine Function derselben Form wie F(z) sein wiirden,
in der aber die Constanten a, b die fragliche Bedingung erfadlten.

Ist diese Bedingung festgestellt, so konnen niemals zwei von den
r 4+ s Functionen

I@—a), ..., I'(z—a,), I"ez—20), ..., I'"(—10,)

fir denselben Werth z unendlich werden.

Da die Gammafunction keine Nullstelle besitzt, so kann auch der
Nenner von F'(z) fur keinen Werth des Arguments gleich Null werden.
Diejenigen Werthe, fur die F(z) unendlich wird, sind daher.in den Un-
endlichkeitsstellen des Zahlers enthalten. Der Factor I (e —a,) des
Zahlers von F(z) wird immer und nur dann unendlich, wenn 7 — a, ent-
weder gleich Null oder gleich einer negativen ganzen Zahl ist, d. h. fur

(14) 2= @, — T, ., @, — N, ...,

»

und zwar wird er an jeder dieser Stellen unendlich der Ordnung M
Da keiner von den iibrigen Factoren des Zahlers und auch keiner von
denen des Nenmers zufolge der festgestellten Bedingung an diesen Stellen
unendlich werden kann, so wird auch die Function F(z) selbst fur jeden
der Werthe (14) unendlich der Ordnung M- Setzt man in (14) p=1, 2, ...,7,
so ergeben sich sammtliche Unendlichkeitsstellen fir F(z). Diese Stellen
zerfallen also in r arithmetische Reihen, die den » Factoren im Zahler
von F(z) entsprechen.

In ahnlicher Weise ergiebt sich, dass die Nullstellen von F(z) als
Glieder in den s arithmetischen Reihen enthalten sind, welche man erhalt,
indem man in

(15 bpy by— 1, ..., b, —m, ..

den Index p die Werthe 1, 2, ..., s durchlaufen lasst. An jeder der
Stellen (15) wird F(z) Null von der Ordnung Y, '

Die Nullstellen des Zahlers r,(2) der rationalen Function r(z) sind
nach § 1 '

(16) Qi sy ooy Oy

und zwar sind diese beziiglich von den Ordnungen s, gy, ..., p,. Jede



Zur Theorie der Gammafunction. 43

dieser Stellen ist als erstes Glied in einer der » arithmetischen Reihen
enthalten, in welche die Unendlichkeitsstellen von F(z) zerfallen.
Die Nullstellen des Nenners r,(z) von r(z) sind

(17) bl’ b?’ AR bs’

und zwar haben diese beziglich die Ordnungen v, v,, ..., »,. Jede
dieser Stellen ist als erstes Glied in einer der s arithmetischen Reihen
enthalten, in welche die Nullstellen von F(z) zerfallen.

Da keine zwei von den Grdssen a, b einander gleich sind, so kénnen
Zshler und Nanner in r(2) keinen gemeinschaftlichen Theiler haben.

9
.

Im ersten Theile der schon citirten Arbeit habe ich gezeigt, dass
die Function I'(z) = I'*(2), welche der Gleichung

F(z + 1) = #F(z)

geniigt, als Summe einer Partialbruchreihe P(z) und einer bestindig con-
vergirenden Potenzreihe @(z2) dargestellt werden kann, von denen P(z)

einer Gleichung ~
Pz + 1) = 2" P(2) — R(2)

genigt, wo R(z) eine gewisse ganze rationale Function, deren Gradzahl
nicht grosser als g — 1 ist, bezeichnet. Hieraus folgte sodann, dass Q(2)
der Gleichung

Q@ + 1) = 2 Q(2) + R(2)
Geniige leistet.

Diese Ergebnisse geben Veranlassung zu der Vermuthung, dass sich
shnliche Satze auch fur die durch Gleichung (1) definirte allgemeinere
Function F(z) beweisen lagsen miissen. Diese Function befriedigt die
Gleichung

F(z + 1) =r(2)I'(2)
oder

r(2)F(z 4 1) -——1,(2)I"(2) = o.
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Nach ‘dem Mrrrag-LeprLer’'schen Satze kann man

F(z) = P(2) + €(2)

setzen, wo P{z) eine Partialbruchreihe und @(z) eine bestandig conver-
girende Potenzreihe bezeichnet. Es liegt nun am nachsten anzunehmen,

dass P(z) die Gleichung
r,(2)Plz + 1) —r,(2)P(z) = — R(2)

befriedige, wo R(z) sowie r,(z) und r,(z) eine ganze rationale oder we-
nigstens eine ganze transcendente Function bedeutet. Wire diese An-
nahme richtig, so witrde @(z) die Eigenschaft

1 () Q + 1) — 1,(s) Q(2) = R(2)

besitzen. Diese Gleichung sagt indessen nur in dem Falle etwas Bemer-
kenswerthes aus, wo sich R(z) auf eine ganze rationale Funetion reducirt.

Die allgemeine Form der Partialbruchreihe P(z) kann nach dem,
was in § 2 gesagt ist, leicht aufgestellt werden. Setzt man

| o s AP ’ AP AP
(18) (e a) =3 — et ) )

= \e—a® + ) (z—a,4+n)" z—a,+n

wo A Constante und g ganze rationale Functionen bezeichnen, die so zu
wahlen sind, dass die Reihe gleichmassig convergirt, so kann P(z) in
der Form

(19) S(z) = 8(¢; a,) + S(z; a) +... + S(z; a,)

geschrieben werden.

Wenn die Constanten A4 solche specielle Werthe haben, dass S(z)
als Partialbruchreihe fur F(z) betrachtet werden kann, so wenden wir
folgende Bezeichnungen an

P(z) statt  S(z)
Pz a) » Sz a,).

Bevor wir die Constanten 4 der Partialbruchreihe P(z) bestimmen,
suchen wir erst die Frage zu beantworten, ob es iiberhaupt moglich sei,
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in einem Ausdrucke der Form §(z) die Constanten 4 und die ganzen
rationalen I'unctionen g so zu bestimmen, dass die »r Reihen, von denen
S(2) eine Summe ist, gleichmassig convergirende Reihen ergeben und dic
Differenz ‘

(20) r(2)8S( 4 1) —r,(2)5(2)

cine ganze, rationale oder transcendente, Function werde. Ist dies mog-
lich, so kann die Differenz

S + 1) —(2)8(2)

im Endlichen nur fur solche Werthe unendlich werden, fir welche der
Nenner von r(z) verschwindet.

Vorausgesetst, dass die Reihen, von denen §(z) eine Summe ist,
gleichmissig convergiren, so stellt der Ausdruck (20) immer und nur
dann eine ganze F unction dar, wenn er in der Umgebung jeder Unend-
lichkeitsstelle @ fur S(z) oder S(z + 1) nach positiven ganzzahligen Po-
tenzen von z— @ entwickelt werden kann. Fs miissen mithin r,(2)S(z)
und r,(#)S(s + 1) fur dieselben Werthe unendlich werden und zwar so,
dass in den Entwickelungen derselben nach ganzen Potenzen von 2
die Coefficienten der gleich hohen negativen Potenzen beziehungsweise
einander gleich sind.

Die Unendlichkeitsstellen von 8(z) sind als Glieder in den r arith-
metischen Reihen

w

(21) a

enthalten. Die ersten Glieder
Uy Qoy .ony 0,

sind offenbar keine Unendlichkeitsstellen fur S(z 4+ 1). Das Product
r,(2)8(2) kann auch an keiner der letatgenannten Stellen unendlich
werden, denn r,(2) wird fur z = a, Null von der Ordnung s, wihrend
S(z) fur denselben Werth unendlich hochstens von der Ordnung g,
werden kann. Die Differenz (20) kann mithin, auch wenn die Grossen
4 in 8(z) unbestimmt gelassen werden, nur an denjenigen Stellen einen
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unendlich grossen Werth annchmen, wo §(z) und S(z + 1) beide gleich-
zeitig  unendlich werden. Diese far S§(z) und S(z 4+ 1) gemeinschaft-
lichen Unendlichkeitsstellen sind offenbar als Glieder in den » arithme-
tischen Reihen

(22) @, — 1, G,— 2, ..., @,—MN, ..
p=1,2, ..., 7

enthalten, die man aus den Reihen (21) durch Absonderung der resp.
ersten Glieder erhalt. Diesen Reihen entsprechen resp. die r Differenzen

(23) r,(2)86 + 15 4) — 1,(2)S(e; o)

p=1,2, ..., 7T

in welche die Differenz (20) aufgelost werden kann und fur welche sie
beziiglich die Reihen der Unendlichkeitsstellen bilden, wenn die Grossen
4 als unbestimmt betrachtet werden. Nach den Voraussetzungen, die in
§ 2 gemacht wurden, sind je zwei dieser Reihen in den Gliedern
von einander ganz verschieden, und es konnen also keine zwei der Diffe-
renzen (23) an derselben Stelle unendlich werden. Damit die Differenz
(20) eine ganze Function sei, ist es daher nothwendig, und hinrei-
chend, dass auch eine jede der r Differenzen (23) eine ganze Function
sein soll.

In der Umgebung einer fir 8(z; a,) und S(z + 1; a,) gemeinschaft-
lichen Unendlichkeitsstelle @, —n, » > 1, hat man

. AL AP
b(ﬁ; a‘0)2m+...+m+@(z—%+%)
und
Sz + 13 ap)z—Al(fZ—l—)—T—]— ...+——A—gii+@l(z—ap+n),
(z—a, + n)’r z2—a, +n

wo B und @, nach positiven, ganzzahligen Potenzen von 2z —a, + n
fortschreitende Reihen bezeichnen. Soll nun die Differenz

(24) r(2)8( 4 15 0) —1,(2) 85 a)

c¢ine ganze Function sein, so ist es, vorausgesctat, dass die Reihe S(z; a,)
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gleichmissig convergirt, daher nothwendig und hinreichend, die Constanten
A4 so bestimmen zu konnen, dass eine jede der unendlich vielen rationalen

Functionen
[ A A
(25) Ot s

A/(;‘,a’ n) A(l'o' #) >
—r ()| —2—— ‘e P EEE—
0( ) <(z —a, + )"’ T + Z—-a, + n,

n=1, 2,3,

eine ganze rationale Function werde.

Fur den reciproken Werth der rationalen Functlon r(
die Bezeichnung s(z) gewahlt. Da der Nenner r,(z) von s
in § 2 festgesetzten Bedingungen an keiner der Stellen

2) haben wir
(¢) nach den

= q, — 1, n=1, 2, 3,.

Null werden kann, so sind die Functionen (25) immer und nur dann
alle ganze rationale Functionen, wenn dic aus ihnen mittelst Division
durch —r (2) abgeleiteten Functionen

(0, n)
‘A/’-p + ‘ + A(lp,n)
(z —a, + n)*” 2—a, +n
’ A<P, n—1) (o, n4+1)
Mo Al
(T
O R R e
h=1, 2, 3

beziiglich nach positiven ganzen Potenzen von
Z2—a, + n, n =1, 2, 3,

entwickelt werden konnen. Wendet man nun die Gleichung an

%)
(g,

S(z)=s(ap——az)—l;'s'(aﬂ—wa)( —a,tn) ... 2 a}k "z — a, +n)f +...
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bewerkstelligt die Entwickelung und setzt die Coefficienten der negativen
a, + n gleich Null, so ergeben sich die Gleichungen

Potenzen von 2
AP =s8(a—mn)Ay
AP, == 8(a — ) A" 4 s(a — n) AP

n'—1

g (k1)
a — n . S a — N _ .
(26) AP, =" (| FAr 4 = AT D (0 — ) AV
gD —9)
(1) (@ — ) (71~1) (@ — '") (n—1) (n—1)
_—— a—n
‘41 ’U — 1 A + |,} __ 2 AU——I + + s(( 77>Al ’
n=1, 2,3 ...,

wo der Index p der Kitrze halber uiberall fortgelassen ist, indem ich

A0n = AP, a,=a, pn, =t
gesetzt habe. ‘

Unter Voraussetzung der gleichmissigen Convergenz der Reihe S(z; a,)
driicken die recurrirenden Gleichungen (26) die nothwendige und hin-
reichende Bedingung dafiir aus, dass die Differenz (24) eine ganze Fune-
tion sein soll.

Sobald den Constanten
AP, AP, oL, AP

des ersten Gliedes von S(z; a,) beliebige bestimmte Werthe zuertheilt
werden, so sind die Constanten 4 der folgenden Glieder durch die Formeln
(26) eindeutig bestimmt, und zwar sind fur jedes »

) )
A7, AZ’_,, coey AV
homogene lineare Functionen von
) 0) 0)
A{A' ) A'L—l? o0 ey Al .

Bedenkt man nun, dass man immer, wie auch die Constanten A
des ersten Gliedes von S(z; a,) gewahlt worden seien, nachdem den-
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jenigen der folgenden Glieder die aus den Formeln (26) sich ergebenden
Werthe zuertheilt worden sind, solche ganze rationale Functionen g (¢; a,),
g,(z; a,), ... darstellen kann, dass S(z; @,) zu einer gleichmissig conver-
girenden Reihe wird, so geht hieraus hervor, dass es unendlich viele Func-
tionen der Form S(¢; a,) geben muss, welche die Eigenschaft besitzen,
die Gleichung

5(2)8( + 15 0) = 1,() (5 a) — Bl a)

zu  befriedigen, wo R(z; a,) den Charakter einer ganzen Function hat.
Wird auf beide Seiten dieser Gleichung durch r,(2) dividirt, so folgt

(27) Sz + 15 a,) =r(2)S(; a,) — R(s; a,),

» R(z; a

R(z; a,) = —g_l—’(z)—”)
Dic Gleichung (27) driickt eine bemerkenswerthe Eigenschaft der Function
S(z; a,) aus, weil die beiden Functionen r{z) und R(z; a@,) nur eine end-
liche Anzahl von Unendlichkeitsstellen haben, wihrend die Anzahl der-
selben fur S(¢; a,) eine unendliche ist.

Aunf Grund der jetzt gewonnenen Resultate ergiebt sich in Bezug

auf den Ausdruck S(2), dessen allgemeine Form die Gleichungen (18)
und (19) angeben, Folgendes. Es giebt unendlich viele Functionen dieser
Form, welche die Eigenschaft besitzen, der Gleichung

(28) S+ 1) =71(2)S(2) — R(2)

zu gentigen, wo R(z) cine Function bezeichnet, welche in der Form eines
Qvotienten, dessen Zihler eine ganze Function und dessen Nenner die ra-
tionale ganze Function r,(2) ist, ~dargestellt werden kann. Soll S(z)
dieser Gleichung geniigen, so miissen vor allem die Constanten A der
Reihen, von denen S(z) eine Summe ist, durch 7 diesen Reihen ent-
sprechende Gleichungssysteme der Form (26) bestimmt werden. Sind
ausserdem die ganzen rationalen Functionen g so bestimmt, dass diese r
Reihen gleichmassig convergiren, so sind zugleich alle Bedingungen dafir,
dass S(z) eine Function der angegebenen Beschaffenheit darstelle, erfullt.

Acta mathematica, 8. Imprimé le 15 Février 1886. 7
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Die zu F(z) gehorige Partialbruchreihe P(z) hat dieselbe Form wie
S(z). Es ist nun die Frage zu beantworten, ob sie auch eincr Gleichung
derselben Form genugt wie S(z).

4.

Wir nehmen an, dass die Constanten 4 in dem allgemeinen Anus-
drucke S(2) solche specielle Werthe haben, dass wir

8(z) = P(2)

S(z; a,) = Plz; a,)
p=1I,2, ..., 7

setzen konnen, und werden zeigen, dass die zur Reihe P(z; a,) gehorigen
Constanten 4 die Bedingungen (26) erfilllen. Damit ist auch bewiesen,
dass P(z; a,) die Gleichung

Plz+ 15 a,) = r(é)P(z; a,)— R(z; a,)
und mithin P(2) die Gleichung
P(: + 1) = 2(:) P(s) — R(2)

erfullt, wo mit R(¢; a,) und R(z) Functionen bezeichnet werden, die sich
beide in der Form eines Qvotienten, dessen Zihler eine ganze Function
und dessen Nenner die rationale ganze Function r (2) ist, darstellen lassen.

Wenn die Constanten A die fraglichen \Verthe besitzen, so gilt for
eine gewisse Umgebung der Stelle

Z=a,—n
die Gleichung

A/(Z}) ' + N + A(n)

(z — a + n)" 7 —

—+ B(z—a + n),

F(3) =

WO
™ Aflew — '
AP, = Aﬁf’_ﬁ“ 6= a, yo=n,
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und @ eine nach positiven ganzzahligen Potenzen von z—a + n fort-
schreitende Recihe bezeichnet. Bekanntlich kann man nun eine jede der
Grossen 4 in der Form eines bestimmten Integrals ausdriicken, und
zwar ist '

b )
(29) AP, = ZL [F(a —n + re")(re"y—*dt,
0

T

wo 7 eine beliebige positive Grosse, welche kleiner als der Convergenz-
radius der Reihe & ist, bezeichnet. Aus (29) ergiebt sich

2
n— ! WY RO
Setzt man in (29)

Fla—n+re") = Fla—n+ 14 re")8(a — n+re*)

=y S(}')(a —mn), . _ R
== F(a — 0414 're”) (2 | 7 (re")" + (reu)kﬂ f(1”e")),

A=0 —

fahrt dic Integration gliedweise aus und beachtet die Gleichung (30),
so folgt

S(k)(a —n)

(31) AP, =8(e—n)A}P + 8(a —n) A7, + ... + w' — Agn

ki

-+ %{ Bf ﬂF(a —n 4 1 4 re)(re’y 1 f(re")dt.

Hier bezcichnet f(re) offenbar eine in Bezug auf re” rationale Function,
die fur » = o cinen endlichen Werth annimmt, Weil

limFla —n 4 1 4 re®)re®y”

r=0
eine endliche Grosse ist, und mithin

lin Fla— n + 1+ (e (re") = o,

r=0

so ist das letzte Glied der rechten Seite von (31) ebenfalls gleich Null,



52 Hj. Mellin.

Wird dasselbe aus der Gleichung fortgelassen und werden die ibrigen
Glieder der rechten Seite in umgekehrter Reihenfolge geschrieben, so
erhalt man

. *) (k—1)
A 8 (0 — n) A0 + s (@ — n_)
pok =y Ay

lf E{*— 4;:}:,1) R S(Cl — 1l) A;L":;})
Diese Gleichung zeigt, dass die Constanten 4 der Partialbruchreihe
P(z; a,) den Bedingungen (26) geniigen.

Es ist mithin eine ganz allgemeine und zugleich bemerkenswerthe Eigen-
schaft der Partialbruchreihe P(z) jeder Function I(z), welche die in § 2
erwdhnten Bedingungen erfillt, dass sie der Gleichung

Pz 4 1) =r(2)P(2) — R(2)

geniigt, mithin eine dhnliche Figenschaft besitzt wie die Function F(z),
welche die Gleichung
F(z + 1) =1r(2)F(2)

befriedigt. Die Functicn R(z2) ist in der Form eines Quotienten darstellbar,
dessen Zdhler eme ganze Function und dessen Nenner gleich demjenigen
von r(2) ist. ‘

Aus den vorigen Untersuchungen hat sich ferner ergeben, dass es
unendlich viele andere Functionen giebt, welche gleichwie P(z) einer
Gleichung der Form (28) geniigen. '

Unter diesen Functionen §(z), welche die Eigenschaft besitzen, einer
Gleichung der Form (28) zu gentigen, sind natiirlich diejenigen am
meisten bemerkenswerth, fiur welche R(z) sich auf eine rationale Fune-
tion reducirt.

Bis jetst ist die rationale Fuunction r(z) keinen anderen Bedingungen
unterwerfen gewesen, als dass der Zahler keine Constante und die Diffe-
renz irgend zweier der # 4 s Grossen «, b keine ganze Zahl sei. Ist
r(z) gegeben, so ist auch diejenige Function der Form (1), die der
Gleichung

Fz + 1) =1r(2)F(2)

geniigt, eindeutig bestimmt bis auf einen Factor ¢**, wo k eine ganze
Zahl. Umgekehrt ist r(z) eindeutig bestimmt, wenn F(z) gegeben ist.



(1 4
c2

Zur Theorie der Gammalunction.

Weiterhin werden wir beriicksichtigen ob, die Grosse

limr(z) =M

Z=w
dem absoluten Betrage nach grosser als, gleich oder kleiner als 1 ist.
Von nun an soll vorausgesetzt sein, dass

| M| > 1.
Fuar diesen Fall wollen wir zuniichst zeigen, dass die Reihen
S(z; a), Sz a), . . ., S a,),

von denen S(¢) cine Summe ist, auch dann gleichinissig convergiren,
wenn man die in den Gliedern derselben vorkommenden ganzen ratio-
nalen Functionen g gleich Null annimmt. Alle auf diese Weise erhaltenen
Functionen S(z) zeichnen sich dadurch aus, dass die entsprechenden Fune-
tionen R(#) immer rational sind.

Von grossem Interesse ist der Fall, wo |M|= 1 ist; hierher ge-
horen beispielsweise die Potenzen des Eurur'schen Integrals erster Gat-

tung .

2—1 a—1 _ F(Z)F(a:)

In diesem Falle convergiren die Reihen S(z) zwar nicht immer gleich-

missig, wenn die ganzen rationalen Functionen g gleich Null angenom-
men werden, wohl aber kann man bewirken, dass die Reihen gleichmassig
convergiren, ohne dass die Gradzahl der Functionen g mit der Ordnungs-
zahl Qber jede Grenze hinaus zu wachsen braucht. Die Untersuchung
fur den Fall, wo |M| =1 ist, will ich einer spiteren Arbeit aufbe-
wahren, da sie nicht durch so einfache Betrachtungen, wic sie weiterhin
in Frage kommen, erledigt werden kann.

Von nicht so grosse Interesse scheint der Fall zu sein, wo | M| <1
ist, weil die Gradzahl der Functionen g mit der Ordnungszahl tber jede
Grenze hieraus wachsen muss, damit die Reihen S(z) gleichmissig con-
vergiren.
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It
J.
Wir setzen also im Folgenden voraus, dass die Gradzahl des Zahlers

von r(z) entweder grosser als die des Nenners oder gleich derselben sei,
und, wenn das letztere zutrifft, dass

fimr(z) =M

=w

dem absoluten Betrage nach grosser als 1 ist, mit andern Worten, dass

I
Oilﬂl < 1.

Ist dann

o , A(}’l) (n) A(")
2) S(z; a,)) = — , oL R X ! >
(3 ) (’ P) ;((2——“4—7’!)’" +(z—-—(l+77/)'u’_‘+ V' 2—a 4 n

ny (o, n) _ R
(A = A1y a = @y p' = p1y)

eine Partialbruchreihe, in der die Grossen 4 die Bedingungen (26) er-
fiilllen, so kann bewiesen werden, dass diese Reihe gleichmissig convergirt.

b 3 > te] o
— Es sei namlich e eine positive Grosse, welche die Bedingung

1
IWII <e <1
erfullt. Weil

ist, und mithin
1

liin S(Z’) = ‘My

2 ==
so kann immer eine positive Grosse p so angenommen werden, dass

sl <,

wenn die Verianderliche # dem absoluten Betrage nach grosser als g ist.
Wird 8(2) in der bekannten Form ciner Summe von Partialbriichen und
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einer ganzen Function dargestellt, so muss offenbar diese ganze Function
gleich 3 sein. Werden nun durch Differentiation ahnliche Ausdriicke fur

die Ableitungen von 8(z) entwickelt, so leuchtet unmittelbar ein, dass

lims®(2) = o, k=1, 2, 3, ..

2=

Bezeichnet also ¢ eine positive Grosse, welche die Bedingung

e+ (—ni<i, p=p,

erfullt, so ist es immer moglich, eine positive ganze Zahl #' so anzu-
nehmen, dass die Ungleichheiten

|s(@a—n)|<e, |8a—n)|<a, ..., |8 Na—n)| <o

stattfinden, wenn n grosser als #' ist. Aus den Gleichungen (26) gehi
nun hervor, dass

| 47] < o] 427"

| A2 | < 0] A5 | + ] gD

== i i

| A2, | < 3] 42| + 0] AP | + ] AgD

| 4P| < o] 40| + 0| 49D |+ 3| AS | + ...+ 2| 480

A

s ist also

| AP+ [ 42 ]+ ...+ |4
<o+ (0 — 0|4+ [e + (0 — 2)a | 42D | + . + ¢ | 40

und mithin

|49+ 1420 ] + ...+ |40
<o+ (= D] (| 42| + |40 + .+ 40)).
Weil & + (o — I)o“ <1 so ist

Z (142 + 1420 4 ...+ 40))

n=90

(33)
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eine convergirende Reihe. Nachdem nun die Convergenz der Reihe (33)
nachgewiesen ist, so crgeben die gewdhnlichen Schlussfolgerungen, dass
die Reihe (32) eine unbedingt und gleichmissig convergirende ist.

Mit der Bezeichnung S(z; a@,) soll im weiteren Verlaufe dieser Unter-
suchungen immer eine Reihe verstanden sein, welche durch die Gleichung
(32) definirt ist. Die Constanten A4 sind den Bedingungen (26) unter-
worfen, durch welche die Constanten

AP, AR, L AD
des ersten Gliedes von S(z; @, nicht bestimmt werden. Indem man
diesen Constanten verschiedene Werthe beilegt, erhilt man eine unendliche
Anzahl von Functionen, von denen jede einer Gleichung

(34) Sz + 15 a,) —=1r(2)S(e; a,) — R(z; a,)

Gentige leistet.
Legt man ferner dem Index p in der Gleichung (32), wo der Kiirze
halber

(o,m) __ Am) — .
A[I.p——k - A/L' 9 a, = a, /lp =N

gesetzt sind, die Werthe p =1, 2, 3, ..., 7 bei, so entstehen » ver-
schiedene Gruppen von Functionen. Zu jeder dieser Gruppen gehort ein
System von recurrirenden Gleichungen der Form (26), mittelst dessen die
Constanten A jeder zur Gruppe gehorigen Function berechnet werden
konnen. Dieses System ist von einem zu einer anderen Gruppe gehorigen
Systeme wenigstens in den Coefficienten verschieden. Die Reihen

Plz; a), Pz a), . . ., Pz a)

deren Summe
P(z) — P(z; a)) + Plz; a)) + ... + Ple; a,)

gleich der zu F(z) gehorigen Partialbruchreihe ist, gehoren zu je einer
dieser » Gruppen. Diejenige Gruppe, zu welcher P(z; a,) gchort, wollen
wir kurz mit (a,) bezeichnen. Nach den in § 2 erwihnten Bedingungen
konnen zwei zu verschiedenen Gruppen gehorige Reihen fur denselben
Werth der Veriinderlichen z nicht unendlich werden. Dagegen werden
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alle zur Gruppe (a,) gehorigen Reihen unendlich, wenn die Veranderliche
2z mit einem Gliede der arithmetischen Reihe

a,,

By — Ty couy G, — My o
zusammenfillt,

Die Richtigkeit dieser letzten Behauptung geht aus dem Satze hervor,
dass die Constanten A desselben Gliedes einer Reihe S(z; a,) nicht gleich-
zeitiy Null sein konnen, wenn nicht S(z; a,) identisch gleich Null sein soll.
Dieses folgt aus den Gleichungen (26) und zwar, weil nicht nur eine
jede der Constanten
AP, AW L, AP

T s
als eine homogene lineare Function von

A®

wo?

(0) 0)
A/L'——l’ L) Al

ausgedriickt werden kann, sondern auch eine jede der letszteren als homo-

genc lineare Function der ersteren, da s(a — #) von Null verschieden ist.
' Aus den niamlichen Gleichungen leuchtet auch die Richtigkeit des
folgenden Satzes cin: Wenn jede der Constanten A des ersten Gliedes einer
aur Gruppe (a,) gehorigen Reihe gleich der entsprechenden Constante einer
anderen zu derselben Gruppe gehirigen Reihe ist, so sind die beiden Reihen
identisch.

Terner kann offenbar jede homogene und lineare Function einer Anzahl
zu derselben Gruppe gehiriger Reihen gleich einer einzigen zur Gruppe ge-
horigen Reihe gesetzt werden.

Es seien

S, (23 (tp)? S5 @), . . ., S,lp(z; a,)

n, zur Gruppe (a,) gehorige Reihen und

) )
AR, A%, ..., Af,

]/"p

{(p) (o) (o).
A21 ’ 22 9 vty ‘AQ[LP

») (» [¢2]
A//.pi’ A/Lp27 cery A/Lp 2
Aecta mathematica. 8. Imprimé le 4 Mars 1886. 8
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die zu den beziiglichen ersten Gliedern derselben gehorigen Constanten.
Sind nun die Reihen S so gewdhlt, dass die Delerminante

» ( (
AR A . Alﬁ)p
(» ) ®
AR AL ... A“,"flﬁ
(35) A, =
@ ® ()
A/Lpl A/, o .- A,Lp#p

von  Null wverschieden ist, so kann jede andere zur Gruppe (a,) gehdrige
Reihe S(z; a,) immer und nuwr auf eine Weise als homogene und lineare

Function von S, S,, ..., S,L,, ausgedriickt werden, d. h, in der Form

(36)  S(e; @) = pPS\(5; @) + 29 S(z a,) + . +10<”)S( a,)-

Denn, falls
( ()
AP, AP, ..., A,fa

die Constanten des ersten Gliedes von S(z; a,) bezeichnen, so giebt es,
weil die Determinante A des lincaren Gleichungssystems

AR PO + AR P + ..+ AD PO = AP

Agg) p;p) + A(2P2) p;p) _|_ . __|_ A(p) (p) —_ A(P)
(37)

. . . . . . . . . . . . . . .

( () (¢ 2]
A P+ AP+ A AL, = A

I

unserer Annahme nach von Null verschieden ist, ein, und zwar nur ein
einziges, System

0 o

v P s B

welches dem Gleichungssysteme geniigt, und fur welches auf Grund der
beiden vorhergehenden Satze die Gleichung (36) besteht.

Betrachten wir jetzt dic Functionen, welche durch den allgemeinen
Ausdruck

(38) S(2) = péS(z; a,),
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dargestellt werden, wo S(z; a,) cine belicbige zur Gruppe (a,) gehorige
Function bezeichnet, so ist

(59) S + 1) = 1(:)S(s) — R(2)
und
(40) R(:) = TR a)

Es seien

Si(z5 @), Se @), ..., Sﬂp(z; a,)

wie vorher g, zur Gruppe (a,) gehorige Reihen, die so gewihlt sind, dass
die Determinante A, cinen von Null verschicdenen Werth hat. Es be-
steht dann die Gleichung (36), mit deren Hulfe S(z) auf die Form

.
(41)  S() = T[S ) + 20505 ) + o+ S, (5 0)]
gebracht werden kann.  In diesemn Ausdrucke kommen g, +p,+ .. 4y, = p
Reihien vor und cbenso viele Constanten p. Dadurch, dass man nur dicse
Constanten veréindert, werden alle Functionen erhalten, die durch den
Ausdruck (38) dargestellt werden. Sind die indicirten Reihen gegeben
und handelt es sich darum, S(2) in der Form (41) darzustellen, so hat
man die Constanten p durch ein System von p 4 p + ...+ p, = p
lincaren Gleichungen zu bestimmen, wodurch die » Systeme, welche man
dadurch erhalt, dass man in (37) nach einander p = 1, 2, ..., r setat,
zusammenbegriffen werden.  Wird die Determinante des so erhaltenen
Systems mit A bezeichnet, so ist

A,

P |

b
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wenn A, das Schema
( (p)
AI’? Ampl

........

(2] (»)
APy . AP,

bezeichnet. Aus dieser Form der Determinante A geht hervor, dass

(42) A =AA,... A,

6.

Wir wollen nun nachweisen, dass in der Gleichung (34), welcher
eine zur Gruppe (a,) gehorige Reihe gentigt, die Function R(z; @,) immer
rational ist. Die Gleichung (40) zeigt sodann, dass auch R(z) in (39)
rational ist.

Zu diesem Zwecke betrachten wir den Zahler von R(z; a,):

R(z; a,) =1r,(2)S(2; a,) — 1, (2)S(z + 1; a,)

=) (A A

(z — )/‘ 2 —a

(") (n) (n--1) (n—1) -
A ) ) / /J,' A} )
14 1 L
i ——— | —Trde e 4. ——— 1 1y
+Z[ <z'~—0b+mUL + +z—a+n 1( )((z—a-{-n)‘“ g—at+n/

wo der Kiirze halber

Af[”ﬁ’ AL, a, = a, ty =
gesetzt sind.

Weil r (2) fur 2 = a Null der Ordnung 4 wird, so kann das erste
Theil der rechten Seite gleich einer ganzen rationalen Function gesetst
werden, deren Gradzahl hochstens p— 1 ist, wenn g wie in § 1 die
Gradzahl von 1 (2) bezeichnet. Da R(z; a,) den Charakter einer ganzen
Function hat, so kann auch keines von den Gliedern des zweiten Theiles
unendlich werden. Wird also das allgemeine Glied nach ganzen Po-
tenzen von z-— a + » entwickelt, so miissen die Coefficienten der nega-
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tiven Potenzen von z— a + n gleich Null werden. Weil dic Gradzabl
p von T,(z) nicht kleiner ist als die Gradzahl v von r,(2), so ist offen-
bar der Exponent der hochsten positiven Potenz von s —a 4 #», die im
Gliede itberhaupt erscheinen kann, gleich p— 1. Das allgemeine Glied
kann mithin auf die Form

Ao -+ A1<Z —a + n) + ... 4+ A‘u__l(g__ a + n)p.—1

gebracht werden. Wird dieser Ausdruck nach Potenzen von z entwickelt,
so folgt

Rl 0) = (B0 + Bos 4.+ B

Da dic Reihe 8(z; a@,) gleichmissig convergirt, so ist dies auch mit
R(#2; a,) der Fall. Man darf also diese Reihe nach Potenzen von z ent-
wickeln und erhilt somit ein Resultat der Form

(43) R(z; @) = &) + afP'z 4 ... + aP2",

wo o, af’, ..., ¢ von z unabhingige Grossen bezcichnen.

Dic in Gleichung (34) vorkommmende Function R(z; a,) ist nithin
immer rational und kann in der Form eines Qvotienten, dessen Nenner
gleich demjenigen von r(z) und dessen Zahler eine ganze rationale FFunc-

tion hochstens (xz — 1)** Grades ist, dargestellt werden:

Rz, ay,)
(44) R(Z; (l/,):: r (%) .

Vermoge der Gleichung (40) gilt das namliche von der in Gleichung
(39) vorkommenden Function R(z):

Rz
(45) | R(2) =3

(46) B(z) = TR 4) = o+ az + .+ 2,27

Der Beweis, dass jede Reihe S(z; @) der Form (32), deren Con-
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stanten 4 dic Bedingungen (26) erfillen, unbedingt und gleichmassig
convergire, wurde unter der Voraussetzung gefithrt dass

lim|r(z)| = | M| > 1

sei. In diesem Falle ist aber nach § 1

lim (2, m) = oo,

m=aw
woraus sich ergiebt, da offenbar

lim S(z + m; a,) = o

m=co
ist, dass S(¢; @,) nicht nur die Eigenschaft

S 4 15 a,) =71(2)S(z; a,) — Rzv a,)
sondern auch die folgende besitzt:

S + m; a,) _

2 m)
Hieraus geht nun ferner hervor, dass auch jede in der Form (38) oder
(41) ausdriickbare Function S(z) den beiden Gleichungen

lim o.

m=w (d!

Sz 4 1) =1r(2)S(2) — R(2)

lim Slz + m) =
m=w (Z 3 777/)

geniigt. Es fragt sich nun, ob jede beliebige IFunction mit diesen beiden
Eigenschaften in der Form (38) oder (41) darstelibar sei. Mit dieser
Frage hingt eine anderc zusammen. Wir konnen zwar unbeschrinkt viele
Functionen der Form 8§(z) bilden, von denen jede zwei Gleichungen der
oben angegebenen Form befriedigt, wo R(z) cindeutig bestimmt ist,
sobald S(2) gebildet ist. Ist cs aber, wenn die rationale Function R(z)
belicbig gegeben ist, auch umgekehrt moglich eine Function §(z) her-
zustellen, welche diesen beiden Gleichungen geniigt? — Indem wir diese
Fragen beantworten erhalten wir einen neuen allgemeinen Ausdruck fur
die in der Form (38) oder (41) darstellbaren Functionen.
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1.

Zuniichst wollen wir den folgenden Satz beweisen:
Jeder beliebigen rationalen Function R(z) entspricht eine und zwar nur
eine einzige Function S(z) mit den beiden Eigenschaften

Sz + 1) =1r(2)S(2) — R(2)

S(z + m) o

(z, m)

Jim

m=w

(47) |

Durch wiederholte Anwendung der ersten dieser Gleichungen er-
giebt sich

riz)r(z 4+ 1)... Tz 4+ m—1)

(48)

. Q R(z) Rz + 1) ' Rz 4+ m—1)
o b<z> R <I'(z) T r(z)r(z + 1) oot Y(z)r(z + 1)...r(z + m— [)>
Weil
Sz + m) . S(z + m) (z, m)
r(z). . .t +m—1) (2, m) T(z)...T(z+m— 1

ist, und nach § 1

3 (21 m) -
}nllll r(z)r@E+1)...re+m—1) F(z),

so zeigt die zweite der Gleichungen (47), dass die linke Seite von (48)
fur wachsendes m die Null zur Grenze hat, wenn z von den Unendlich-
keitsstellen der Function F(z) verschieden ist. Wenn also cine Function
mit den Eigenschaften (47) tuberhaupt existirt, so ist sie eindeutig be-
_stimmt durch diec Gleichung

w

] . —a : R(Z -+ "’)
<49) S(Z) - }_,r(z)r(z-{- 1)...!‘(z+11)'

n="0

Soll hiermit. die Existenz einer Function mit den genannten Eigenschaften
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erwiesen sein, so muss die rechte Seite von (49) eine convergirende Reile
bilden, fur welche diese Eigenschaften nachgewiesen werden konnen.
Da der Qvotient eines Gliedes der Reihe S(#) durch das vorher-
gehende gleich ‘
Rz 4 n) . 1
Rz4+n—1) vz 4 n)

ist, weil ferner in diesem Ausdrucke

Biztw) _

]imR(z +au—1) -

n=0o0

und

lim

n=ow

|~ il <

ist, so ergiebt sich durch ganz gewohnliche Betrachtungen, dass S(z)
eine unbedingt und gleichmissig convergirende Reihe ist. Sie stellt also
eine analytische Function dar, die offenbar den Charakter einer rationalen
Function hat. Aus der einfachen Bildungsweisc der Glieder geht ferner
hervor, dass sic die ecrste der Gleichungen (47) befriedigt, wovon dic
Gleichung (48) cine Folge ist. Aus dieser und den beiden darauf fol-
genden Gleichungen findet man, dass sic auch der zweiten von den Glei-
chungen (47) Genuge leistet. |

Im Folgenden betrachten wir nun die Reihe (49) nur unter der An-
nahme, dass R(2) einc rationale Function bezeichnet, welche auf die Form

_ Rz
oo (%)

R(2)

gebracht werden kann, wo der Zahler R(z) einc ganze rationale Function
hochstens (g — 1)*" Grades ist:

R(Z> = o -+ a2 + oo+ a,,,z"‘"l.

Indem man den Coefficienten a,, a,, ..., a, verschiedenec Werthe zuer-
theilt, bekommt man unendlich viele Functionen der Form (49), von
denen jede einem bestimmten Gleichungssysteme (47) Gentuige leistet. Zu
diesen gehoren alle Iunctionen, die in der Form (38) oder (41) dar-
gestellt werden konnen. Es bleibt noch tibrig zu entscheiden, ob auch
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uingekehrt jede Reihe der Form (49) auf die Form (41) gebracht werden
kann. o

Um dies entscheiden zu konnen muss man sich zunichst davon tiber-
zeugen, dass man unter den Functionen der Form (41) immer p ver-
schicdene auswihlen kann, zwischen denen keine lineare homogene Glei-
chung mit constanten Coefficienten stattfindet.

Man verfahre z. B. so, dass man aus der Gruppe () p, Reihen
S(e; ) nimmt, fiur welche die Determinante A, von Null verschieden
ist, aus der Gruppe (a,) p, Reihen S(z; @,) fur welche die Determinante
A, von Null verschieden ist, u. s. w., und schliesslich aus der Gruppe
(a,) g Reihen S(¢; a,) fur welche die Determinante A, von Null ver-
schieden ist. Man bekommt so im Ganzen py + p, + ...+ g, = ¢ Reihen,
die wir in einer beliebigen Reihenfolge schreiben und mit

(50) Si(2),  S(2)y - .o, Su(2)

bezeichnen wollen. Zwischen diesen Reihen kann nun keine lineare ho-
mogene Gleichung mit constanten Coefficienten stattfinden. Denn wiirde
eine solche bestehen, so miisste auch, da zwei zu verschiedenen Gruppen
gehorige Reihen keine gemeinschaftliche Unendlichkeitsstelle haben, eine
lineare homogene Gleichung mit constanten Coefficienten zwischen den zur
Gruppe (a,), (p =1, 2, ..., 7), gehorigen Reihen stattfinden, was un-
moglich ist, da die Determinante A, von Null verschieden ist.
Es seien nun
S,(z + 1) = r(2) S, (2) — R, (2)
2

A=1, 2, ..., ¥

die g Gleichungen, denen beziehungsweise die Reihen (50) gentigen; es
werde

Rz<3) = oy + a2 + .. F 54).,;.5"!#1

gesetzt, und die Determinante

(51) 0 —

a‘ml a”‘f)‘ ¢ o a‘(l'”.

Acta mathematica. 8. Imprimé le 6 Mars 1886, 9
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gebildet, so gilt der folgende Satz: Wenn die Functionen

(50) so gewdhlt

sind, dass zwischen ihnen keine homogene lineare Gleichung mit constanten
Coefficienten stattfindet, so kann die Determinante o6 nicht gleich Null sein.

Denn bildet man die Function

£(2) = pSi(2) + P2Sul2) + o + 282,

so besitzt sie offenbar die Eigenschaft

fle 4+ 1) = r()f(2) — R(2),
o 4
und

E(,%’) :lel<z> + p?R‘_’(Z) + v +19;1.R/L<‘z)

ist. Wird R(2) nach Potenzen von 2z entwickelt, so folgt ein Resultat

der Form

E<Z> == ’31 + agZ’ + ... + a‘,,‘Z""‘l,

Wiare nun 0= o0 so konnte dem homogenen linearen Gleichungssystem

’31 - allpl + a?l]"l + e v + a)ﬂ})ﬂ. == 0

Oy = Gy Py =+ ey + -+ o + AP, = O

o, = Oy, Py + Gop P2 + tee + Ay P = O
ein Werthsystem
Pis P2y o ooy Py

geniigen, wo die simmtlichen p nicht gleich Null sind.
aber sein

und mithin

flz + m) o
r(z)r(z + I)...l‘(z+m-_ ]>_f(‘4)’

Alsdann wiirde
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wic gross auch die positive ganze Zahl m sein mag. Es misste also
wegen der Relationen

limf(z + m) = o, lim|r(2)] > 1

2=w

f(#) identisch verschwinden, mit andern Worten die Gleichung

f(5> :plsl(‘g> +p2S)('z) + e + ZQ/L’S’[I(Z) = 0

fur alle Werthe der Veriinderlichen z stattfinden. Dies stimmt aber nicht
tiberein mit unserer Annahme, dass zwischen den Fuunctionen S keine
lineare homogene Gleichung mit constanten Coefficienten stattfindet. ILs
muss also ¢ von Null verschieden sein, wenn die Functionen § linear
unabhingig sind.

Wir wollen jetzt nachweisen, dass jede Reihe der Form (49), wo

.R(z> = o —I—' agz —-|— e __I_ a‘,LZ‘M‘I
ist, auf die Form (41) gebracht werden kann. Es selen wic frither
Sl(z)) SQ(Z), ey Sﬂ(g)

s Reihen (50), zwischen denen keine lineare homogene Gleichung mit
constanten Coefficienten stattfindet, und man bilde den Ausdruck

f(z) =p. S (&) + p.S:(2) + ... + p,S,.(2).
Da die Determinante ¢ des linearen Gleichungssystems
Uy == Gy Oy = Oy +nvy O, =0,

nach dem vorstehenden Satze von Null verschieden ist, so giebt es ein
und zwar nur ein Werthsystem

Prs Py oo s Dus
welches den Gleichungen gentigt, fur welches mithin

R(2) = R(2)
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ist. Fur dieses Werthsystem sind nun auch die Briche R(2) und R(2)
gleich, da sie denselben Nenner haben, und es ist also bewiesen, dass dic
Functionen 7(z) die erste der Gleichungen (47) befriedigt, denen S(z)
Geniige leistet. Sie befriedigt aber offenbar auch die zweite. Nach dem
im Anfange dieses § bewiesenen Satze ist also

() = S(2).

Hiermit ist nun folgender Satz bewiesen:
Sind :
81(2), Sy(2), ..., 8,(2)

p Functionen der Form (37) oder (41), welche so gewdhlt sind, dass zwischen
ihmen keine lineare homogene Gleichung mit constanten Coefficienten staltfindet,
so kann jede Function S(z) mit den beiden Eigenschaften (47), wo

n—1
_r/,1+rl.gz+ oot oaps
R(z) = X0

ist, tmmer und zwar nur auf eine Weise in der Form
S(z) =5 (2) + p.S(2) + ... + Z)I’LAS"’L<";;>7

wo Py, Pyy ..., P, Constanten bezeichnen, dargestellt werden.

Im Vorstehenden ist bewiesen worden, dass die Determinante ¢ einen
von Null verschiedenen Werth hat, wenn die Functionen 8,(2), Sy(2), .., 8,(2)
so gewahlt sind, dass zwischen ihnen keine lineare homogene Gleichung
mit constanten Coefficienten stattfindet. Aus den dabei angewandten Be-
trachtungen ergiebt sich aber, dass eine solche Gleichung besteht, wenn
0 =0 ist. Eine nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die
Functionen S linear unabhdingig seien, ist mithin, dass die Determinante 0
einen von Null verschiedenen Werth habe.

8.
Es sei R(#) eine rationale Function der Form

R(z) at a4+ ..+ a,,,,z’*—l

—— —2?

r,(z)



Zur Theorie der Gammafunction. 69

WO o, %y, ..., «, als unbestimmte Grossen betrachtet werden, und cs
mag ein particuldres Integral des Systems der Functionalgleichungen

l S+ 1) = r(2)8(z) — R(2)

o

~

i
o

~—

S
l lim (e + m) = 0

(z, m)

m=w

jede Function heissen, die cinem der unendlich vielen Gleichungssystemen
gentigt, worin das System (52) ubergehen kann, wenn R(z) als eine spe-
cielle rationale Function der angegebenen Form aufgefasst wird. Als-
dann hat man den folgenden Satz, der it einem fundamentalen Satze
aus der Theoric der linearen Differentialgleichungen vollstindig tber-
einstimmt.

Ist

(53 2 S ey 8,(2)

ein solches System particuldrer Integrale des obigen Systems wvon Functional-
gleichungen, dass seine Determinante ¢ einen von Null wverschiedenen Werth
hat, so kann jedes andere Integral S(z) desselben Systems als lineare homo-

s - i R N
gene Function mit constanten Coefficienten von S,(z), S,(2), ..., S,(z) aus
gedriickt werden:

EeYS

(54) S(2) = niSi(2) + 1Sue) + -+ 2,S,(2)

Da der Ausdruck (54) durch eine geeignete Specialisirung der Con-
stanten p;, p,, ..., p, gleich jeder beliebigen Functionen gemacht werden
kann, die cinem speciellen Gleichungssysteme der Form (52) geniugt, so
nennen wir diesen Ausdruck das allgemeine Integral des Systems der Func-
tionalgleichungen (52). Wird ferner mit einem Fundamentalsystem par-
ticularer Integrale jedes System (53) bezeichnet, von dessen Llementen
jedes Integral von (52) als lincare homogene Function ausgedriickt werden
kann, so gilt noch der folgende Satz:
Die particuldren Integrale

Sl»(5>, ASE(Z), o ey S,,(Z)

constituiren ein Fundamentalsystem einzig und allein in dem Falle wo keine
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lineare homogene Gleichung mit constanten Cocfficienten zwischen ihnen statt-
finden kann. B

Schliesslich hat man den folgenden Satz: Zwischen je p+ 1 particu-
laren Integralen des Systems (52) besteht eine lineare homogene Gleichung
mit constanten Coefficienten.

9.
Wir betrachten jetzt die Gleichung
(55) F(z) = P(e) + Q(2),

wo P(z) die zu F(z) gehorige Partialbruchreihe und (%) eine bestindig
convergirende Potenzreihe bezeichnet. Da die Function P(z2) nach den
vorigen Untersuchungen ein particulares Integral des Gleichungssystems
(52) ist, so hat man

(56) Pl + 1) = r(2) P(2) — R'(2),
wo R'(z) eine gewisse rationale Function der Form

R*(7) e e A "/L""{L'1
) r,(z)

bezeichnet. Stellt man die Gleichung F(z + 1) = r(2)F(¢) mit (55) und
(56) zusammen, so findet man, dass dic bestiindig convergirende Potenz-
reihe

Q) =cy+ g+ ... 42"+ ...
der Gleichung

(57) Q4 1) =r(2)Q(2) + B'(2)

geniigt,
Die Potenzreihe ¢(z) kann dem System der Functionalgleichungen
(52) nicht geniigen. Das genannte System ist ein Specialfall des folgenden

IS(z + 1) =1r(2)5(2) —R(z)
] e

M= 00 (Z i 7")

(58)
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wo K eine unbestimmte Constante und R(z) eine allgemeine rationale
Function der in vorigem § angegebenen Form bezeichnet. Dass @(z) ein
particulares Integral des Systems (58) ist, geht aus dem folgenden Satze
hervor: : }
Jeder Combination einer bestimmten Constante K und einer Specéellen
rationalen Function R(z2) der oft genannten Form entspricht eine und zwar
nur eine einzige Function S(z) mit den beiden Eigenschaften (58). Es ist
ferner immer und nur auf eine Weise moglich die Constanten p,, pyy ..., P, q
so zu bestimmen, dass

S(Z) = plSl(Z> + ]):;82(2) + A + p,uSu(z) + q(l)<z)

wird, wo S,(z), 8,(2), ..., 8,(2) ein Fundamentalsystem particulirer Inte-
grale des Systems der I'unctionalgleichungen (52) constituiren.
Durch wiederholte Anwendung der ersten der Gleichungen (58) er-
hilt man '
S + m)
r(z)r(z+ 1)...rz 4+ m—1)

— Qs R(2) R+ 1) R4+ m-—1) '
= 5() <r(2> T r(z)r(z + 1) oot r(z)r(z + 1)...r(z 4+ m — I)>-

Wendet man die zweite Gleichung an, so folgt

Iim S(z + m) .
1n=wr<z)r(z + I) . ~r(2 + m — I)

. S+ m) (z, m) o N
o ilznl (z, m) ~r(z)l'(z + 1)tz +m—1) K. F <Z)’

wenn auch die Gleichung (9) in § 1 in Betracht gezogen wird, und es
muss mithin

T, > Rz + n)
S<Z) - IKI(“') + ; r(z)r{z 4+ 1)...r(z + n)

sein.  Wenn also eine Function mit den beiden Eigenschaften (58) existirt,
so ist sie in dieser Form darstellbar. Da die rechte Seite der letsten
Gleichung eine Function wirklich darstellt, welche die beiden angenoni-
menen Eigenschaften der linken Seite offenbar besitzt, so ist hiermit der
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erste Theil des obigen Satzes bewiesen. Setzt man ferner auf der rechten
Seite
F(z) = P(2) + Q(z2),

so folgt auch die Richtigkeit des zweiten Theiles, wenn man bemerkt,
dass es immer und zwar nur auf eine Weise moglich ist, die Constanten
Pis Pay +++y P, 80 zU bestimmen, dass

0

KP(z) + Y

n=0

Rz + »)
r(z)r(z +1)...r(z 4+ n)

=pSi(2) + pSe(2) + ..o+ p.S.(2)

wird.
Da also der Ausdruck

(50) ()= puSi(e) + paSul) 4 o A S () + KQ(2)

durch eine gecignete Specialisirung der Constanten p,, p,, ..., p,, K
gleich jeder beliebigen Function gemacht werden kann, die einem speci-
ellen Gleichungssysteme der Form (58) genugt, so ist dieser Ausdruck
das allgemeine Integral des Systems der Functionalgleichungen. (58).
Nimmt man an, es sei K = 1, und bestimmt die Constanten p so, dass

S (2) + Sy (2) + .00 4 p,S.(2) = P(z)

ist, so wird

S(z) — F(2).

Nimmt man an, es sei K == o, und bestimmt dic Constanten p wic
frither, so wird ‘

S(z) = P(2).

Nimmt man an, ecs sei K =1, und setzt p, = p, ==...=p, =0,
so wird

§(z) = Q(2).

s sind also I'(2), P(z), @(2) particulare Integrale des allgemeinen
(rleichungssystems (58).

Aus dem socben bewiesenen Satze geht nun auch die Richtigkeit des
folgenden hervor:
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Die Function I'(2), welche die charakteristischen FEigenschaften

'z + m_)_ .

A(z, m)

e + 1)=r(2)F(z), lim
besitat, kann als eine Summe zweier anderen Functionen P(z) und @Q(2)
dargestellt werden, von denen P(z) eine Partialbruchreihe der Form (38)
mit den charakteristischen Eigenschafien

P(z + m) _

(2, m)

Pz 4+ 1) =1 (2)P(2) — R (2), lim =

m= 0

und Q(z) eine bestindig convergirende Potenzreihe mit den charakteristischen
Eigenschaften

@iz 4+ 1) =1r(2)Q(2) + R(2), lim

=

Qiz + m) s

(z, m)

bezeichnet.

Unter den particularen Integralen des Systems (58) sind F(z), P(2),
@(2) besonders bemerkenswerth und zwar aus folgenden Granden.

F(z) ist, abgesehen von einem constanten Factor, die einzige Function,
welche dem Gleichungssystem (58) geniigt, wenn R(z) = o ist.

Das allgemeine Integral geht nur dann in F(z) tber, wenn man
K =1 und

DS + 2Si(e) 4 .+ 2, (2) = ()
setzt.

@(z) ist, abgesehen von einem constanten Factor, die einzige Function
mit dem Charakter einer ganzen Function, welche dem Gleichungssystem
(58) genugt, und dann muss R(2) = — R’(#) sein. Deswegen ist auch
die rationale Function R"(z) besonders bemerkenswerth.

10.

Nach den vorigen Untersuchungen entspricht jeder Function §(2)
der Form (38) eine rationale Function der Form

p—1
:al+rz‘_,z+...+a#z

R(z) r(z)

Acto mathematica. 8. Imprimé le 6 Mars 1886, 10

2
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fir welche die Gleichung
S(z 4 1) =r(2)S(z) — R(2)

stattfindet. Umgekehrt entspricht auch jeder rationalen Function der ge-
nannten Form' eine Function S(z), welche dieser Gleichung gentugt. Es
ist noch wibrig zu zeigen, wie die eine dieser Functionen bestimmt werden
soll, wenn die andere gegeben ist.

Es mag zunichst angenommen werden, dass S(z) gegeben ist und
dass R(z) bestimmt werden soll. Es sei a irgend ein Werth, fur den
weder S(2) noch S(z + 1) unendlich wird. Werden r (2), r,(2), S(2),
S(z + 1) nach positiven ganzzahligen Potenzen von z — a entwickelt und

der Zahler von R(2)

R(z) = 1,(2)8(2) — 1,()8 (¢ + 1)

nach wachsenden Potenzen von z— ¢ geordnet, so werden die Coeffi-
cienten derjenigen Potenzen, deren Exponenten grosser als g4 — 1 sind,
gleich Null. Setzt man

R(z)=A + 4,6 —a) + ... + 4,(z — o),

so ist offenbar

Az+1:‘ro("j)’|(7*)+ r,(a) ]2—(1)+ o +l‘l(/: >S(a)
§Ma + , S* D + | (a
——<I‘1((l> (Ij I)+‘r1(a) |Z_(:I_Q +ru)S<a’+I)>

A=0, 1, ..., p— 1)
Hat man in dieser Weise fur die Elemente
S (2), S,(2), ..., S,(2)
eines Fundamentalsystems von (47) die entsprechenden Functionen

R,(2), R,(2), ..., BR,(2)

bestimmt, so ist dicjenige rationale Function R(z), die einem anderen
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beliebig gegebenen particuliren Integrale S(z) entspricht, durch die Glei-
chung

R(Z> =p:S(2) +p.S(2) + ... + ﬁuS;L(Z)

gegeben, wenn p,, py, ..., p, dasjenige Werthsystem bezeichnet, fir
welches die Gleichung

S(2) = pSi(2) + p.Se(2) + - 4 pSu(2)

stattfindet. Die Constanten p ergeben sich durch Auflosung eines Systems
von g linearen Gleichungen.

Ist R(2) gegeben, so ist die entsprechende Function S§(z) durch die
Gleichung

S(2) :Z R+ »n)

e r(2)P(z 4 1). . . F(z + n)

unmittelbar bestimmt. Hier tritt die Function S(z) jedoch nicht in der
Form einer Partialbruchreihe auf. Hat man aber fur ein Fundamental-
system, dessen Elemente §,(2¢), S,(2), ..., S,(2) in dieser Form gegeben
gsind, die beziiglichen zu den Elementen gehorigen rationalen Functionen
R,(2), Ry(2), ..., R,(#) bestimmt, so kann S(z) durch Auflosung eines
Systems von g linearen Gleichungen auf die Form einer Partialbruch-

reihe gebracht werden. s ist nimlich

8(z) = p. 8y (2) + P So(2) + .o p.S.(2),

wenn p;, P, ..., p, dasjenige Werthsystem bezeichnet fiir welches

R(Z> = lel(Z) + 172R2<Z> + v + p/LR/L(‘Z>'

Nach dem, was im vorigen § gezeigt worden ist, braucht es keiner
niheren Erdrterung, wenn es sich um die Losung der soeben betrach-
teten Probleme fur das allgemeinere System der Functionalgleichungen (58)

handelt. Es sei nur bemerkt, dass alsdann P(z) und die entsprechende
rationale Function R*(2) bestimmt scin miissen.
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Die Function P(#) ist eine Summe von » Reihen:
(60) P(2) = P(z; a)) + Pz; o)) + ... 4+ P(e; a,).

Zu jeder dieser r Reihen gehort ein System von Bedingungsgleichungen,
denen die Constanten A gentigen. Durch diese Gleichungen werden die
Constanten des ersten Gliedes nicht bestimmt. Diese sollen jetzt ermittelt
werden.

Bezeichnet man die logarithmischen Ableitungen von F(z) und I'(z)
beziehungsweise mit #(z) und ¢(2), so ist offenbar

(61) ¥(e)=a+ mdlz—a) + mple —a) + ...+ p¢lz —a,)
—de—0) —v,d(z—b) — ... — v,z —0).

Die Function ¢(z) kann bekanntlich in der Formn

== ot (=) + (=)

dargestellt werden, wo C die Evrer-Mascueront'sche Constante bezeichnet.
Es sei nun P(z; a,) eine der Reihen, von denen P(z) eine Summe ist,
und es mag der Kiuirze halber

i, 00 __
A/L‘,;——Ic - -A‘up—k

gesetzt werden. Durch theilweise Integration erhalten wir nun zunichst
aus

4, = —~fF + 1) (re’ye* dt
die Gleichung

27 )
I ynl % M P | »ptt\ 1, — N
(62) Ay = *T‘:mf E(a, + re") ¥(a, + re")(re"yodt.
0

Setzt man in Gleichung (61) # = a, + 1‘6”, so erscheint auf der rechten
Seite das Glied p,¢(re"). Setzt man

o (re) = — L5 (1 4 1)
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und entwickelt die rechte Seite von (61) nach ganzen Potenzen von re”,
so bekommt man eine Reihe der Form

(63) Ula, 4 re’) = »—--;‘%%—i— a+ C, + Cre" + ... +%()e")’ + ...

WO

»r ,
C, = 621(P)/«€p Sb(l) (Cl,, -— (t(,) _ g§1 v, ¢,(A) (ap e bg)

ist. Es wird durch X angedeutet, dass dasjenige Glied, wo o = p ist,
durch p,¢™(1) zu ersetzen ist. Setst man in (62) statt ¥(e, 4 re") die
Reihenentwickelung (63) ein und fithrt die Integration gliedweise aus, in-
dem man beachtet, dass

fF + re’)(re”) dt = o

fir b =p, 4+ 1, p, + 2, ..., so ergiebt sich
Ci
ICA[LP—K' = (a + Oo)-A//.p—k-{—l + ClA/Lp—k+2 + ¢ + ’k I:_‘I

4, .
Far k=1, 2, ..., p,— 1 bekommt man die Recursionsformeln
4, =@+ C)A4

24, ,=(a+0C,)4 ,,_1+,9;—A

p

(64) SA;L-—:; (@ + C,) A4, —2+llAu—1+‘2 #

(1 —1)4, = (x + )4, +)‘A +,*1+ A+ e A
WO
(65) A, =lim(z — a)rF(z)

gy 1@y — ) I (@, — a4, ) "0y — ap) - 770, = a)
I"(a, —b)I"a, —b,) ... " (0, —b,)
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12,

Die in den §§ 5—11 angestellten Untersuchungen sind unter der
Voraussetzung gefithrt worden, dass

lim|r(z)| > 1

ist. Den interessanten Fall, wo
lim | »(2)
ist, will ich bei einer anderen Gelegenheit behandeln.
Is findet cine enge Beziehung statt zwischen den Integralen gewisser
linearen Differentialgleichungen und solchen Transcendenten, von denen

im Vorigen die Rede gewesen ist. Die Beschaffenheit dieser Beziehung
soll hier kurz angegeben werden. Die zur Function

F(z) = (%)
gehorigen Reihen S(2) bilden eine Gruppe und haben alle die Form

B i , (n) A(n) + + A(ln) \)
_n:() (z+n) (.4-{- )”1 z+ n)

Jede derselben befriedigt eine Gleichung
Sz + 1) = 28(2) —R(2),

wo R(z) eine ganze rationale Function hochstens (p— 1)*® Grades be-
zeichnet. Die Constanten 4 geniigen den Bedingungen

Am = :l)” A@=D

1 n /A

" —u\ [— I\ —p — T\ptE— “
A/(l—)—le == < 2 )(“7) ( b + <k . 1) <_’I’L—> ,51.* b + + <777> /(L Ll)

m N ! MY ey ( —p : (n—-1) (1),
4 _(/A-—I>< n ) A" //.—2) n A”_l +- + A
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Setzt man
AP = o, AP, =o, ..., AP =1,
so bekommt man eine Reihe der Form

® (___ I),un 1
S(Z) = Z _(fn)/’- "z + n

n=0

Setzt man ferner

® (— I);m
y=> ——a
(1)

n=0

so kann S(z), wenn der reelle Theil von z grosser als Null ist, folgender-
maassen in der Form eines bestimmten Integrals ausgedriickt werden:

Die bestindig convergirende Potenzreihe y gentigt, wie sich leicht ergiebt,
der linearen homogenen Differentialgleichungen p** Ordnung

DaxD,...xD,y = (— 1)y.

Es gilt nun folgender Satz:
Jedem Fundamentalsystem particuldrer Integrale

(66) S (z), S,(2)y -.vy S.(2)
des Systems der Functionalgleichungen

IS(,z + 1) = 2"8(z) — R(2)

. Lz +m)
|l =

m ==

entspricht ein solches Fundamentalsystem particuldrer ’Integrrale
(67) Yis Yor o5 Y
der linearen homogenen Differentialgleichung ¢ Ordnung

Dmez e xDx?/ — (____ I),u.y’
dass

(68) Si(z) = f?/;.xz"ldx, G=1,2 ..., 1)
0
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wenn der reelle Theil von 2z positiv ist, und wmgekehrt entspricht auch jedem
Fundamentalsystem (67) ein Fundamentalsystem (66), fir welches die Glei-
chungen (68) stattfinden.

Dieser Satz ist nur ein Specialfall von anderen, die sich auf lineare
homogene Differentialgleichungen der Form

(69) 2"Dya"D, ... D a%y = cx’D 2" D, ... D a*y

beziehen. Die Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe ist von
der Form (69). Sie kann in der That folgendermaassen geschrieben werden:

¥ D,x" D,y = x' D, a* D x"y.

Die Gammafunction ist nicht die einzige Function, welche nach der
im Vorigen angewandten Methode behandelt werden kann und von der
man alsdann zu neuen mit der Function verwandten Transcendenten ge-
langt. Dieselbe Methode kann ebenfalls auf die Function

ﬁ([ + alqnz)'“‘ ... E(I + a,,,g"z)‘“f
F(z) — =2 (ol <1

ngo(l + b,g"2)" .. .nl;lo([ + bg"2)"

angewandt werden.




