SUR L'UNIFORMISATION DES FONCTIONS ANALYTIQUES

PAR

H. POINCARE

4 PARIS,

§ 1. Introduction.

Dans un mémoire intitulé «Sur un théoréme de la théorie générale des
fonctions» (Bulletin de la Société Mathématique de France, tome 11, 1883),
jai démontré que plusieurs fonctions analytiques d’une mé&me variable indépen-
dante peuvent toujours étre égalées & des fonctions uniformes d’une méme variable.

La question a été reprise par M. OsgooD, puis par M. JoEANssoN: Ueber die
Uniformisirung RiemanN’scher Flichen mit endlicher Anzahl Windungspunkte
(Acta Societatis Scientiarum Fennice, tome 33, N° 7) et enfin dans un intéressant
travail de M. Brop&N, Bemerkungen iiber die Uniformisirung analytischer Funk-
tionen (Lund, Berlingsche Buchdruckerei 1905) que nous aurons l'occasion de
citer plus loin.

Mon premier mémoire laissait subsister plusieurs questions non résolues.
1° Pour tout point de la surface de RIEMANN, pour lequel les fonctions données
existent, les fonctions uniformisantes se comportent réguliérement. Il y a excep-
tion pour trois de ces points qui constituent ce que M. HiLBERT appelle des
Ausnahmsstellen. Cette difficulté a été signalée de nouveau par M. HinBERT
dans sa communication au Congrés des Mathematiciens de Paris en 1900.

Elle tient & ce qu'on introduit une fonction auxiliaire, inverse d’une fonc-
tion fuchsienne et que pour ces trois points, cette fonction auxiliaire n’existe pas.
Il est possible de I'écarter, et cela de deux maniéres; d’abord en remplagant la
fonction auxiliaire par une autre, également inverse d’une fonction fuchsienne et
qui ne présente pas le méme inconvenient; c’est ce que je fais plus loin au
§ 4; Pautre maniére consiste & se passer complétement de fonetion auxiliaire,
c’est ce que je fais aux § 13 et I14.

2°. Mes procédés permettaient bien de démontrer que I'on pouvait faire la
représentation conforme de ma surface de RIEMANN sur une aire intérieure & un
cercle; mais on ne voyait pas que ce fiit possible sur un cercle; M. Osgoop a
écarté cette difficulté; nous aurons néanmoins 4 y revenir au § 8.
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3°. On n’était pas certain que cette fagon d’uniformiser les fonctions fiit la
plus simple de toutes; on était méme certain du contraire par ’exemple des fonc-
tions fuchsiennes. L’introduction de la fonction auxiliaire, arbitraire dans une large
mesure, donnait & la solution un caractére artificiel dont il convenait de se
débarrasser, et pour cela il fallait démontrer que toute surface de RiEmMANN,
simplement connexe, est représentable soit sur un cercle, soit sur une sphére
pointée (ou ce qui revient au méme sur le plan tout entier).

Le probléme n’est autre chose que le probléme de Dirichlet appliqué & une
surface de RIEMANN & une infinité de feuillets. Malheureusement les procédés
ordinaires ne sont pas toujours applicables pour deux raisons: 1° parce que le
domaine auquel on veut l’appliquer n’est pas une aire plane & un seul feuillet,
mais est formé de plusieurs feuillets superposés; 2° parce que les frontiéres de ce
domaine ne sont pas nettement délimitées et que souvent méme on ne peut pas
les atteindre, mais s'en approcher pour ainsi dire par une suite indéfinie d’approxi-
mations. De la la nécessité de faire grande attention aux détails de la démonstra-
tion, ce qui entraine une assez grande prolixité.

Dans le § 2, je précise la notion de la surface de RIEMANN qu'il va s’agir
«d’uniformisers. Je la considére comme un domaine formé d’une suite d’éléments,
imbriqués les uns dans les autres et correspondant aux divers éléments d’une
fonction analytique au sens WEIERSTRASSIEN du mot. Je montre comment on peut
généraliser cette notion et la rendre plus souple, principalement par I'introduction
des éléments algébriques qui permettent de traiter les points de ramification algé-
brique de la surface de RIEMANN comme faisant partie de cette surface. J’étudie
les relations mutuelles des diverses surfaces de RIEMANN correspondant aux divers
systémes de fonections analytiques.

Dans le § 3, je forme la fonction de GREEN relative & ma surface de Rie-
MANN; et je la représente par une serie qui converge quand cette fonction existe.
Je modifie la démonstration donnée dans mon mémoire primitif en la rattachant
3 la méthode du balayage et je la simplifie par Papplication du théoréme de
Harxack.

Dans la § 4, jintroduis la fonction auxiliaire majorante nécessaire pour
assurer la convergence de la serie; je montre que cette fonction peut étre choisie
de fagon a éviter les Ausnahmsstellen.

Dans le § 5, je déduis de la fonction de GREEN, la fonction analytique 2 qui
doit assurer la représentation conforme de la surface de RIEMANN sur un cercle.

Dans le § 6, je généralise la méthode du balayage de facon a y faire rentrer
celle que j’avais employée dans mon mémoire primitif.

Dans le § 7, je compare les diverses fonctions z qu’on peut déduire d’une
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méme surface de RIEMANN, et je montre qu’elles sont liées par des relations
linéaires; je montre ensuite que chacune d’elles ne peut prendre plus d’une fois
la méme valeur.

Il g’agit ensuite de montrer que la surface de RIEMANN peut étre représentée
sur un- cercle; c'est ce qu’a fait Os@oop, je reproduis sa démonstration dans le
§ '8, mais en la préséntant de maniére & faire voir que c’est bien par la fonction
z que se fait la réprésentation. Je donne ensuite du méme théoréme une seconde
démonstration.

Dans les § 9, 10 et 11, j’étudie les propriétés des fonctions uniformisantes;
je montre leur analogie avec les fonctions fuchsiennes, leurs relations avec un
groupe analogue aux groupes fuchsiens et la possibilité de les représenter par des
séries analogues aux séries thétafuchsiennes.

A la fin du mémoire, je cherche 4 me passer de la fonction auxiliaire ma-
jorante du § 4. Je considére un domaine D (ou surface de RIEMANN) simplement
connexe, mais d’ailleurs quelconque. J’en enléve une aire simplement connexe,
et il me reste un domaine D, doublement connexe. Au § 12 je forme la fonc-
tion de GREEN relative & ce domaine et je montre qu’elle existe toujours. Je
suis amené ensuite & distinguer deux cas.

Le premier cas est examiné aux § 13 et 14; je montre que dans ce cas le
domaine D, est représentable sur une couronne circulaire et le domaine D sur
un cercle. A

Dans le second cas que j’étudie au § 15, le domaine D, est représentable
sur un cercle, et le domaine D sur une sphére.

Les critéres qui permettent de discerner entre les deux cas peuvent se
présenter sous des formes trés différentes; on comparera celles que j’ai données
au § 11, & la fin du § 12, au § 13, au § 15; et on les rapprochera des critére
proposés par M. BrRODEN.

Le théoréme final (§ 14 et 15) permettrait de démontrer l’exigtence des fonc-
tions fuchsiennes d’un type donné, sans avoir recours ni & la méthode dite de
continuité, ni & I’équation Ay = ev.

§ 2. Définition des domaines D.

Représentons-nous une fonction analytique comme le faisait WEIERSTRASS.
Un élément de fonction, c’est une série de puissances R convergente & l'intérieur
d’'un cercle C. Deux éléments sont contigus quand leurs cercles de convergence
C et (' ont une partie commune, et quand en tout point de cette partie com-
mune, les deux séries R et R' correspondant 3 ces deux éléments ont méme somme.
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Une fonction analytique sera alors constituée par un ensemble dénombrable d’élé-
ments de fonction, tels que I'on peut passer de 'un quelconque de ces éléments
E 3 un autre quelconque E' par une chaine formée par un nombre fini d’éléments,
le premier élément de la chaine étant E et le dernier E', et chaque élément de
la chaine étant contign au suivant et au précédent. Pourquoi cet ensemble
doit-il &tre dénombrable, c’est ce que j’ai expliqué au tome 2 des Rendiconti del
Circolo Matematico di Palermo.

Cela posé, voyons ce que nous devons entendre par le domaine D d’une
fonction analytique F quelconque. C’est ’ensemble des cercles de convergence
C relatifs aux différents éléments de F, mais avec la convention suivante: pour
que deux points du domaine soient regardés comme identiques, il ne suffit pas qu’ils
atent mémes coordonnées. Soient E et E' deux éléments de la fonction, C et ('
les cercles de convergence correspondants; R et R' les deux séries correspondantes,
soient M et M' deux points considérés comme appartenant le 1°* & C, le 2¢ (',
et ayant d’ailleurs mémes coordonnées; les deux points coincident donc au point
de vue géométrique, mais il ne s’ensuit pas qu’ils soient identiques & notre
nouveau point de vue; de l'un de ces deux points comme centre, je décris un
cercle K assez petit pour 8tre contenu tout entier tant dans C' que dans C'; si
les deux séries R et R' ont méme somme & Dintérieur de K les deux points M
et M' seront regardés comme identiques, sinon non. Ainsi notre domaine sera
un plan & plusieurs feuillets et en général & une infinité de feuillets; ce sera une
surface de Riemann analogue & la surface 8 envisagée dans le mémoire cité.

On pourra faire une convention différente; on pourra convenir que I’égalité
des séries R et R' reste une condition nécessaire pour que les deux points M et
M' soient identiques, mais que cette condition ne soit plus suffisante. Nous
pourrons méme convenir de regarder deux éléments de la fonction F comme non
identiques, bien que les cercles C et (' correspondants soient les mémes de méme
que les deux séries R et R'. Si par exemple on a F=Vz, et qu'on parte d'un élé-
ment quelconque de cette fonction, I’élément sur lequel on retombera aprés avoir
tourné deux fois autour du point z=o0 sera généralement regardé comme identique
a Pélément initial. Mais nous pourrons également convenir de le regarder comme
différent.

On définira ainsi un autre domaine D', nous pourrons appeler D le domaine
principal de la fonction F'; les divers domaines D' seront les domaines secondaires
de cette méme fonction. Alors & chaque point d’un domaine secondaire D' cor-
respondra un point et un seul du domaine principal D, mais &4 un point de D
pourront correspondre plusieurs points de D' et en effet pour que deux points
de D’ soient identiques il faut, mais il ne suffit pas que les deux points correspon-
dants de D soient identiques,
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Pour définir un domaine secondaire D', nous devons, d’aprés ce qui précéde,
énoncer les conditions nécessaires et suffisantes pour que deux de ses points M
et M' doivent étre regardés comme identiques. Le choix de ces conditions reste
arbitraire dans une trés large mesure, il est cependant soumis aux restrictions
suivantes. Soient déux points M et M', ayant mémes coordonnées et appar-
tenant respectivement a4 deux éléments de fonctions; soient C et (' les deux
cercles, B et R' les deux séries correspondant & ces deux éléments. Il s’agit de
savoir & quelles conditions les deux points M et M' seront identiques.

1°. La condition que R=R' dans le voisinage des points M et M' n’est
plus suffisante, mais reste nécessaire.

2°. Si les points M et M' ont mémes coordonnées il y aura une infinité
de couples de points N et N' appartenant respectivement & C et & C' et qui
auront mémes coordonnées. Si M et M' sont identiques, il devra en &tre de
méme pour tous les couples de points tels que N et N'.

3°. Deux points identiques & un méme troisiéme sont identiques entre eux.

4°. Si nous considérons deux éléments quelconques de la fonction F, et que
les cercles correspondants soient C' et C'; il faudra que I'on puisse passer de I'un
& autre par une chaine d’un nombre fini d’éléments, dont les cercles soient
respectivement C, C,, C,, ..., Cy,, C'; et de telle fagon que si I'on considére
deux cercles consécutifs de cette chaine, il y ait un point intérieur & 'un qui soit
identique & un point interieur & l'autre.

On voit aussi la possibilité de définir un domaine, indépendamment de toute
fonction F. 11 suffit de se représenter un ensemble dénombrable de cercles
C,, C,, ... en convenant que deux points appartenant & deux de ces cercles
peuvent ne pas étre identiques bien qu’ayant mémes coordonnées, ou méme que
deux de ces cercles peuvent coincider sans étre regardés comme identiques. Il faut
alors pour achever de définir le domaine, énoncer les conditions nécessaires et
suffisantes pour que deux points M et M’ soient identiques; ces conditions
devront rester soumises aux restrictions énoncées plus haut; la 17 ici n’a plus
de sens, mais les 3 autres doivent subsister.

Les cercles C,, C,, ..., sont les éléments du domaine, et deux de ces éléments
sont dits contigus quand les deux cercles ont une partie commune et que dans
cette partie commune, les points correspondants sont identiques. Si alors D est
le domaine principal ou un domaine secondaire d’une fonction F, et si deux
éléments de D sont contigus, il en est de méme des deux éléments correspondants
de F; mais la réciproque, vraie pour le domaine principal, n’est pas vraie pour
un domaine secondaire.

Observons maintenant qu’étant donnée une fonction analytique, on peut
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construire pour cette fonction plusieurs domaines principaux. Il y a en effet
une infinité de maniéres de décomposer cette fonction en un ensemble dénom-
brable d’éléments de fonctions. Soit par exemple la fonction Vz, nous pouvons
prendre une infinité d’éléments, dont les cercles de convergence iront tous passer
par lorigine; mais les centres de ces cercles, qui doivent former un ensemble
dénombrable pourront &tre choisis arbitrairement dans une certaine mesure. Il
suffit de s’arranger de fagon que tout point du plan soit intérieur au moins &
I'un de ces cercles.

Comme nous pouvons choisir d’une infinité de maniéres ces cercles de conver-
gence, il y a, si nous conservons la définition qui précéde, une infinité de domaines
qui peuvent &tre regardés comme le domaine principal d’'une méme fonction
analytique. Tous ces domaines devront cependant étre regardés comme équivalents.
Cette notion de I'équivalence de deux domaines peut aussi se définir sans faire
intervenir la fonction F. Deux domaines seront égquivalents quand on pourra
établir entre les points de l'un et ceux de ’autre une correspondance biunivoque,
de telle fagon qu’a tout point de l’'un corresponde un point de l'autre et un
seul, & deux points identiques de ’'un deux points identiques de I’autre, & deux
points non identiques de I'un, deux points non identiques de I'autre; et 4 deux
points infiniment voisins de I'un, deux points infiniment voisins de ’autre.

Un domaine D est contenu dans un domaine D, quand & tout point de D
correspond un point de D, et un seul; quand & un point de D, ne peut cor-
respondre qu’ou bien un seul point de D, ou bien aucun point de D; quand enfin
deux points de l'un sont identiques, non identiques ou infiniment voisins si les
deux points correspondants de l’autre sont identiques, non identiques ou infini-
ment voisins.

Un domaine D sera multiple d’'un domaine D,, quand & tout point de D
correspondra un point de D, et un seul, tandis qu’a tout point de D, correspon-
dent plusieurs points de D ou méme une infinité; de sorte que & deux points
identiques de D correspondent deux points identiques de D,, tandisque la réci-
proque peut ne pas &tre vraie; de sorte enfin qu’a deux points infiniment voi-
sins de D correspondent deux points infiniment voisins de D,. Complétons toutes
ces définitions (domaines équivalents, contenus ou multiples) en disant que deux
points correspondants doivent avoir mémes coordonnées. 1l est clair alors que si D
est le domaine principal et 7)' un domaine secondaire d’une fonction analytique
F, D' est multiple de D.

Quelques remarques encore. Nous avons donné plus haut la définition d’une
fonction analytique F et de son domaine principal D; mais si 'on s’en tient a
cette définition, il est permis de supposer que la fonction pourrait encore étre
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prolongée analytiquement au deld de son domaine D, et que la frontiére de ce
domaine n’est pas une limite naturelle, mais une limite artificielle. C’est ainsi
qu'un élément unique de fonction, une seule série avec son cercle de convergence
satisferait & notre définition. Dans ce cas nous dirons que la fonction F est
incompléte. Elle sera au contraire complite, si elle ne peut pas &tre prolongée,
analytiquement en dehors de son domaine. Si on a une fonction incompléte, la
fonction obtenue en la prolongeant analytiquement de toutes les maniéres pos-
sibles sera la fonction complétée. Il résulte de 13 que le domaine d’une fonction
incompléte est contenu dans le domaine de sa fonetion complétée.

Nous pouvons étendre la notion d’élément; et par exemple admettre des
éléments infinis de fonction formés par la partie du plan extérieure & un cercle C,
de centre a, et par une série procédant suivant les puissances négatives de z—a
et convergeant a l'extérieur du cercle C.

Ce n’est pas tout. Nous regardons en général la circonférence d’un de nos
cercles comme ne faisant pas partie de 1’élément correspondant. Si alors la fonc-
tions F posséde des pdles, d’aprés la définition précédente, ces poles ne feraient
pas partie de son domaine, puisqu’ils ne seraient & P'intérieur d’aucun de nos
cercles de convergence mais seulement sur la circonférence, Mais nous pouvons
envisager outre les éléments de fonction considérés jusqu’ici et que nous appellerons
éléments holomorphes, et qui sont formés d’une série de puissances et de son cercle
de convergence, nous pouvons, dis-je, envisager ce que nous apellerons des éléments
polaires et qui seront formés d’un cercle de convergence et du quotient de deux
séries de puissances. Si nous introduisons ces éléments, nous pouvons étendre
le domaine D de la fonction F de fagon que les poles en fassent partie.

Nous pouvons méme envisager une 3° sorte d’éléments, les éléments algébriques
formés d’un cercle de convergence et d’une série de puissances fractionnaires, cela
pourrait nous permettre d’étendre le domaine d’une fonction de facon que ses
points de ramification algébriques en fissent partie. Ce seraient seulement des
points singuliers de ce domaine, et les éléments correspondants seraient singuliers
méme au point de vue géométrique (c’est & dire en faisant abstraction de la
fonction F qui leur a donné naissance) car un pareil élément ne serait pas un
cercle simple, mais un cercle multiple, n*® si n est le dénominateur des exposants
fractionnaires de notre série; de telle fagon qu'il y aurait & Pintérieur de ce
cercle, » points, qui auraient mémes coordonnées et qui devraient néanmoins
étre regardés comme distincts; et qui s’échangeraient entre eux quand on tour-
nerait autour du centre du cercle. Nous pourrons nous placer tantét & l'un,
tantdt & Pautre de ces différents points de vue.

Nous pouvons envisager maintenant le domaine d’un ensemble de fonctions
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analytiques. Soient F,, F,, ..., F,, un pareil ensemble. Un élément se composera
d’un cercle de convergence C, et de p séries de puissances R,, R,, ..., Ry, conver-
gentes & Pintérieur de ce cercle, et représentant respectivement une des détermina-
tions des p fonctions F,, F,, ..., F,. Deux éléments C, R, R,, ..., Ryet C', R',,

.., R’y sont contigus quand C et C' ont une partie commune et quand on a
dans cette partie commune R,=R'|, R,=R',, ..., Bp=R',. Rien & changer
d’ailleurs & la définition du domaine principal.

Quelle relation y a-t-il entre le domaine principal D de I'ensemble et les
domaines principaux D,, D,, ..., D, des p fonctions considérées individuellement?
Considérons un élément de D, et un point de cet élément, il pourra se faire
qu'en ce point une des fonctions F,, F,, ..., F, n’existe pas; dans ce cas ce
point n’appartiendra pas a& D; il pourra se faire aussi que I'une de ces p—1
fonctions admette plusieurs valeurs, n par exemple; alors & ce point de D, cor-
respondront » points de D qui devront &tre regardés comme distincts. Au con-
traire & tout point de D correspondra toujours un point de D, et un seul, Nous
pouvons alors construire un domaine intermédiaire, D',, déduit de D, en sup-
primant tous les points de ce domaine auxquels ne correspondent aucun point
de D; de sorte que D', est contenu dans D, et que D est multiple de D',.

Deux points d’'un domaine quelconque seront infiniment voisins &’ils ont des
coordonnées infiniment peu différentes, et g’ils appartiennent & un méme élément
de ce domaine. Cela suffit pour qu’on comprenne ce qu’on doit entendre par une
ligne continue tracée dans un domaine, par une ligne fermée, par une aire continue
dont tous les points font partie d'un domaine, et par la frontiére de cette aire.
Le domaine sera alors simplement connexe si toute courbe fermée tracée sur ce
domaine est la frontiére compléte d’une aire continue dont tous les points font
partie du domaine.

§ 3. Formation de la fonction de Green.

Considérons un domaine D quelconque; soit C, un cercle représentant I'un
des éléments de ce domaine, soit O un point intérieur a C,; nous allons définir
d’abord la fonction initiale #,.

1°. A Pintérieur de 1’élément C,.

Soit O' un point extérieur aun cercle C,, de telle facon que la droite OO’
passe par le centre de ce cercle, et que le produit des distances de ce centre
aux deux points O et O' soit égal au carré du rayon du cercle. Alors si P est

un point quelconque de la circonférence de C,, le rapport ;)—0, sera égal & une
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constante K. C’est ce que nous exprimerons en disant que les points O et O
sont inverses Uun de Uautre par rapport au cercle C,.

Si alors M est un point du domaine, intérieur & C,, nous prendons pour la
valeur de la fonction u, au point M:

u, = log M0 K
MO

On voit que u, devient logarithmiquement infini au point O, est toujours,
positif & Pintérieur de C, et nul sur la circonférence ce de cercle; u, peut étre
regardé comme le potentiel logarithmique dii & une masse + 1 placée au point
O et & des masses negatives réparties sur la circonférence de C,.

2°. Dans les éléments 'contigus a C,.

Si €, est un élément contigu & €, on aura dans la partie commune & C, et

MO . K
U = log =375~
et en dehors de cette partie commune
Uy =0

3°. Dans les éléments non-contigus & C,, ou aura partout u,=o0.

On voit d’aprés cela que la fonction u, est partout positive ou nulle, qu’elle
est continue, mais que ses dérivées ne le sont pas.

Nous allons maintenant définir une suite indéfinie de fonctions:

(1) Ugy Uy, gy ooy Uny o oo

Ces fonctions, comme nous allons le voir, seront toutes positives ou nulles:
elles seront finies, sauf au point O, ou elles deviendront logarithmiguement infinies
de telle fagon que la différence u,—u, reste finie. De plus elles seront continues
mais leurs dérivées ne le seront pas. Et ceci nous améne & définir ce que nous
appelons les masses générairices. Ces masses sont réparties le long des lignes de
discontinuité de ces dérivées. Soit dans un élément du domaine L une de ces
lignes de discontinuité; la fonction u, d’aprés ce qui précéde est continue, mais il

A ’ 11 . . s g du
n’en est pas de méme de ses dérivées, et en particulier la «dérivée normale» an

relative & la ligne L subit un saut brusque, quand on franchit cette ligne. C’est
ce saut brusque divisé par 27 qui représente la densité de la masse génératrice
le long de la ligne L. Les masses ainsi réparties le long des lignes de discontinuité
sont comme nous le verrons toutes négatives, et il faut y adjoindre une masse
positive égale & + 1 et située au point O.

Acta mathematica. 31. Imprimé le 19 mars 1907. 2
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Nous allons voir comment nous passons de I'une des fonctions de la série
(1) & la suivante; comme nous connaissons u,, toutes les autres fonctions de la
série (1) se trouveront ainsi définies. Le passage de la fonction u, & la fonction
Uny1 Se fera par la méthode du balayage, que j’ai exposée dans I’American Journal
of Mathematics tome 12,

Considérons la fonction u,, soit Cx I’élément du domaine D que nous nous
proposons de balayer. Envisageons les masses génératrices négatives relatives &
la fonction wu, et situées & lintérieur de Ck; elles sont réparties le long de cer-
taines lignes de discontinuité L. Soit ds un élément de I'une de ces lignes, et
—unds la masse génératrice négative située sur cet élément. Alors nous aurons
pour la valeur de la fonction u,+1— 4, au point M:

19 A l'intérieur de Cg:

MQ .P
Uptl ~— Up = }Ld& Iogﬂg——.'rgj

@ est le centre de gravité de I'élément ds, @' est inverse de @ par rapport
au cercle Cg, le point P est un point quelconque de la circonférence de Ck;

quel que soit d’ailleurs ce point, le rapport % conservera la méme valeur, puis-

que @ et @' sont inverses par rapport & Cg. L’intégrale doit étre étendue &
tous les éléments de toutes les lignes ds de discontinuité L intérieures & Ck.

2°. Dans un élément C; contigu & Cy.

On aura encore:

8 MQ . P
uu+1-—u,.=judslogﬂ—g—'—j)—g—,

dans la partie commune & Cj et & Cj, et
Upp1— Un =0
en dehors de cette partie commune.

3°. Dans un élément non contigu & Ci on aura partont %,,; —%,=0.

Il résulte de la, que la fonction wu,41— un est partout positive ou nulle;
qu'elle est continue; que c’est un potentiel logarithmique, engendré par des masses
génératrices positives pds placées sur les divers éléments ds des lignes de dis-
continuité I intérieures a Ci, et par des masses négatives réparties sur la cir-
conférence de (). La densité de cette matiére génératrice négative en un point
P de cette circonférence est.

nds (cos ¢’ cos tp)
2z | PQ' PQ
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v et o' étant les angles que fait le rayon mené de P au centre de ('} avec les
droites P@Q et PQ. On voit que cette densité est toujours finie quelle que soit
la position du point P sur la circonférence Cf.

Nous voyons alors que pour la fonction u,41, les masses négatives qui se
trouvaient sur les lignes L intérieures a Cj ont disparu; car les masses négatives
qui engendraient u, sont égales et contraires aux masses positives qui engendrent
Un+1— . Les masses négatives qui se trouvaient & I'intérieur de Ci en ont été
balayées. Si le point O est intérieur & Cy, il s’y trouvait une masse positive + 1,
qui était Pune des masses génératrices de u,. Le balayage ne porte pas sur cette
masse positive qui subsiste et demeure l'une des masses génératrices de %p41.
Ainsi aucune des masses génératrices de u,y; n’est & lintérieur de Cj, sauf la
masse positive + I qui pourrait se trouver au point 0. Donc en aucun point de
Cx, (sauf au point O, si ce point est intérieur 4 C3) il n’y a de masse génératice
de u,41. Donc en tout point de Cj sauf en O, la fonction u,4; est une fonction
harmonique, finie et continue ainsi que ses dérivées et satisfaisant & 1’équation
de LAPLACE Aw,y1=o0.

On voit de plus que les lignes de discontinuité L ne sont autre chose que les
circonférences des différents cercles qui représentent les éléments du domaine.

J’ai expliqué dans le mémoire cité, (American Journal, page 225) comment
on peut choisir I'ordre des balayages de fagon que chaque élément du domaine
soit balayé une infinité de fois.

Nous avons donc une série de fonctions

Uyy Ups oo oy Uny s o s

toujours positives et toujours croissantes; c’est 4 dire que nous avons une série
(r) 2 (un+1 — Up)

dont tous les termes sont positifs ou nuls. Deux hypothéses sont possibles; la

série converge ou elle diverge. Voici ce que nous apprend & ce sujet le théoréme

de Harnack. ‘
D’aprés ce théoréme, si on a une série

f1+fz+"'+fn+"'

et qu’a Plintérieur d’un certain cercle, le terme général f, soit une fonction har-
monique et positive; si la série converge en un point intérieur au cercle, elle
convergera. en tout autre point intérieur au cercle; de plus la convergence sera
uniforme et la série obtenue en la différentiant une ou plusieurs fois terme &
terme sera aussi uniformément convergente.

Cela posé, considérons un élément C;. Cet élément est balayé une infinité

de fois. Soient



12 H. Poincaré.

U s Ugyys - v os Uy o oo

les fonctions obtenues immédiatement aprés ces différents balayages. Si le point
O n’est pas intérieur & Cj, toutes ces fonctions sont harmoniques & lintérieur
de Ci; en tout cas, que O soit ou ne soit pas intérieur a Cy, les différences de
ces fonctions seront harmoniques & lintérieur de Cx. Donc la série

(2) 2 (uan+1 - uun)

a tous ses termes harmoniques et positifs et nous pouvons lui appliquer le
théoréme de HARNACK, si done elle converge en un point de C;, elle convergera
dans ce cercle tout entier. Si la série (2) converge, u,, tend vers une limite finie
quand 7 croit indéfiniment, ce qui montre que u, ne croit pas indéfiniment
avec n, cest & dire que la série (1) converge. La condition nécessaire et suf-
fisante pour que (2) converge, c’est que (1) converge. Si donc (1) converge en
un point de C, elle convergera dans tout Cx, et on en déduit aisément que si
elle converge en un point du domaine D, elle convergera dans ce domaine tout
entier.

De plus d’aprés le théoréme de HARNACK, si la convergence a lieu, elle
sera uniforme, et on pourra différentier la série terme i terme, une ou plusieurs
fois, la convergence restant uniforme; de sorte que la somme de la série sera une
fonction harmonique.

Nous sommes donc en présence de deux hypothéses seulement.

1. Ou bien w, croit indéfiniment avec n et cela pour tous les points du
domaine D.

2°.  Qu bien, pour tous les points de D, u, tend vers une limite u, ct cette
limite que nous appellerons fonction de Green est une fonction harmonique, sauf
au point O; et dans le voisinage de O, la différence u— u, est harmonique.
Cette fonction de GREEN est partout positive ou nulle.

Voyons quelle est Pinfluence de 1’ordre des balayages. Je dis que la fonc-
tion u ne dépend pas de I'ordre des balayages, pourvu que chaque élément soit
balayé une infinité de fois. Soit

Uyy Wyy Uyy o ooy Uny v o s

’ ’ ’ ’
Wos Uyy Uyy ooy Upyy o -

deux suites de fonctions obtenues par balayages successifs et ayant respectivement
pour limites u et «'. Observons que la fonction initiale est la méme pour les
deux suites: '
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On a donc ' >wu, puisque u' > u); je dis que si %' > wu,, on aura également
u' > uny1. Si on passe de u, & uy1 en balayant I’élément Oy, on a en dehors de
Ck, Un=uUns+1 et par conséquent u'>uy,1. A Pintérieur de Ci, on voit que o'
est une fonction harmonique, et il en est de méme de u,,; puisque C; vient

] +
d’étre balayé. Il en sera donc de u'—u,.;, méme si O est & intérieur de Cj.
+15
Or sur la circonférence de C; on a w,.;==u,, et par conséquent o' > #,41. On
+

aura donc encore & linterieur de Oy

'
U > Upst-

On en conclut par récurrence que

u > u,
et 4 la limite
w>u.
On trouverait de méme
u>u, w>u.
Donc
U= 1.

Si dans la formation de la suite des ), tous les éléments n’étaient pas
balayés une infinité de fois, ce raisonnement ne serait plus applicable, parce que
la fonction u' ne serait pas partout harmonique, des masses génératrices pouvant
rester dans des éléments qui auraient fini par ne pas étre balayés. Mais la
fonction % resterait harmonique et on aurait toujours

’

U>u

n’

U>u.

Peut-on appliquer les mémes procédés, quand le domaine comprend ce que
nous avons appelé un élément algébrique (c’est & dire un cercle multiple, vide
supra § 2 in fine). Oui, mais il faut expliquer comment on peut balayer un pareil
élément. Soit O le cercle en question, 4 son centre, et supposons que ce cercle
soit nP', c’est & dire que chaque point intérieur & C} représente n points du domaine
regardés comme distincts et qui s’échangent entre eux quand on tourne antour
de  A. Nous construirons un autre cercle C' ayant pour centre un point quel-
conque B; de telle fagcon qu’a tout point M du cercle C; de coordonnées polaires

m .
p et o, corresponde un point M’ du cercle ¢' de coordonnées polaires, ]/p et :;

La fonction u, avant le balayage est une fonction harmonique des coordonnées
de M, sauf le long de certaines lignes de discontinuité L ot il y aura des masses
génératrices négatives. Ce sera donc aussi une fonction harmonique des coor-
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données de M' sauf le long det lignes L' formées par les points correspondants
de ceux de L. Le long de ces lignes L, il y a aussi des masses génératrices néga-
tives, et en effet la fonction u, considérée comme fonction des coordonnées du
point M', est continue le long de ces lignes, mais ses dérivées premiéres ne le sont
pas. Nous pourrons balayer par le procédé ordinaire, celles de ces masses néga-
tives qui sont & l’intérieur de C', (puisque €' est un cercle simple, et non plus
un cercle multiple comme C}); on définira ainsi la fonction u,4;. On voit que,
en dehors de C; ou aura w,=up,.1; de méme sur la circonférence de C' et par
conséquent sur celle de Cj. A lintérieur de (), on aura wp41>u, et upy1 sera
harmonique. Ainsi nous pouvons faire la représentation conforme du cercle
multiple C; sur le cercle simple C', et appliquer la méthode du balayage au
cercle C'. De méme si nous avions des éléments tnfinis, nous ferions la repré-
sentation conforme de la partie du plan extérieure au cercle C;, sur Pintérieur
d’un cercle (' et nous appliquerions la méthode du balayage & ce cercle C"

Comparons maintenant les fonctions de GREEN u et u' relatives a deux
domaines D et D': 1° quand D est contenu dans D'. Soient alors

Wy Uys ooy Uny - -

’

’ ’
Uoy Wyy o ooy Upyy oo

nos deux suites de fonctions, formées par balayages successifs et relatives la
1eve 3 D, la 2% 3 D'. Nous pourrons supposer:

u, = U,
et en effet comme D est contenu dans D', nous pourrons supposer que le cercle
C, qui est un élément de D, est aussi un élément de D'. Nous aurons alors &
Iintérieur de C,
U, ==u, > O
et en dehors de C,

Si la 1°e suite est convergente, nous appellerons u sa limite et de méme si
la 29 suite converge, sa limite s’appellera u'. La fonction %' est harmonique
dans D' et par conséquent dans D, (sauf au point O ol c’est u'—u, qui est
harmonique); elle est d’ailleurs positive; on démontrerait comme plus haut que
l'on a %' >u,, que on a u' >wu,q1 si o >u,, que par conséquent quel que soit
n on a u >u, et & la limite:

u'>u.

D’ou cette conséquence, si la suite des w, converge pour le domaine D', la
suite des un relative & un domaine D contenu dans D' convergera a fortiori.
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2°. Quand le domaine D est multiple de D',

Cette fois & tout point de D' correspondent plusieurs points de D; si nous
reprenons nos deux séries, il faut supposer quaux différents points de D qui
correspondent 4 un méme point de D', la fonction « reprend la méme valeur,
mais que la fonction u, ne reprend pas en général la méme valeur. Soit C,
celui des éléments de D qui contient le point O; il y aura alors d’autres points
0,,0 ,, ..., 0p, ... qui correspondront au méme point de D' que le point 0; et
on pourra les regarder comme appartenant & autant de cercles C}, C;, ..., C2, ...
qui seront des éléments distincts de D, mais qui correspondront & un méme
élément de D'. Alors la fonction u deviendra logarithmiquement infinie, non
seulement en O, mais en O,, O,, ..., tandis que la fonction %, ne deviendra in-
finie qu’en O.

Alors nous aurons dans le cercle C,

s =1, >0
dans les autres cercles C;, C?, ete.
u, >0, Uy =0
et en dehors de ces cercles
Uy =1, =0

Si donc la suite des u, converge on aura:
w' > uy > u,
et en raisonnant comme plus haut on trouvera:
w' > Uy

Une observation toutefois; nous nous sommes appuyés plus haut sur ce que
la différence o'— u,41 est harmonique & Pintérieur du cercle €} que Pon vient de
balayer; sachant de plus que cette différence est positive sur la circonférence de
ce cercle, nous en avons conclu qu’elle reste positive & Pinterieur de ce cercle.
Ici il peut se faire que #'— u,41 devienne infinie, puisque %' devient infinie aux
points O, différents de O, tandis que wu,41 reste finie, mais alors cette différence
tend vers +c et non pas vers — de sorte que la conclusion subsiste.

On aura donc a la limite

w >,

8¢ donc la serie converge pour un domaine D' elle convergera a fortiori pour un
domaine D multiple de D'

3° quand enfin & tout point de D correspond un point de D' et un seul,
tandis qu’a un point de D' peuvent correspondre soit zéro, soit un, soit plusieurs
points de D.
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Dans ce cas il existe un domaine intermédiaire D" tel que D soit multiple
de D" et D" contenu dans D'.

Si alors la serie converge pour D', elle convergera pour D", et par con-
séquent pour D.

On voit que la démonstration du mémoire cité (Bull. Soc. Math.) a été
simplifiée par Papplication de la méthode du balayage et surtout par celle du
théoréme de HARNACK, qui permet de supprimer toutes les discussions relatives
a l'uniformité de la convergence.

§ 4. Introduction de la fonction auxiliaire majorante.

Considérons un systéme de fonctions

(1) Yi> Yoo oo Yp
et soit D le domaine principal de ce systéme; soit D, le domaine principal de
I'une des fonctions y,; d’aprés ce que nous avons vu plus haut, & chaque point
de D correspond toujours un point de D, et un seul; mais & un point de D,
peuvent correspondre zéro, un ou plusieurs points de D. 1l existe donc un
domaine intermediaire D’,, contenu dans D, et dont D est multiple, et il en
résulte comme nous venons de le voir, que si la série converge pour D,, elle
convergera également pour D, et la fonction de GREEN existera pour D.

Soit maintenant D' un domaine secondaire de notre systéme de fonctions,
il sera multiple de D de sorte que la fonction de GREEN existera également
pour D'.

Cela posé il y a des fonctions y, pour le domaine principal desquelles la
fonction de GREEN existe certainement. Considérons en effet une fonction fuch-
sienne quelconque

z = f(2)
n’existant qu’a lintérieur du cercle fondamental, de centre O et de rayon I.
Résolvons P'équation = = f(z) par rapport a z et soit

2= ()
v (z) sera une fonction multiforme dont on peut former le domaine principal D,
Considérons sur ce domaine D, la fonction

1
t=log|—z—I

ce sera la fonction de GREEN cherchée; elle est en effet toujours positive, et
toujours harmonique, sauf en un seul point du domaine D,, celui pour lequel on
a 2=0, et en ce point elle devient logarithmiquement infinie.
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Nos fonctions u, du § précédent sont toujours plus petites que #, et cela
est vrai des fonctions w, relatives soit au domaine D, lui-méme, soit & tout
domaine contenu dans D,, on multiples d’'un domaine contenu dans D,. Si donc
notre systéme (1) comprend la fonction

¥ =2=10(x)

la suite des u, converge et la fonction de GREEN existe, soit pour le domaine
principal D, soit pour un domaine secondaire D' quelconque de ce systéme (I).
La fonction ¢ joue le méme rdle que celle que nous avons désignée par la mém
lettre dans le mémoire cité (Bull. Soc. Math.). Elle permet de montrer par
Pinégalité

Un <1

que la série converge sauf pour les points ou ¢ est infini. Ces points sont les
points de D qui correspondent au point z=0 de D,; en général, il y en a
plusieurs, 'un est le point O, les autres pourront s’appeler O,, O,, .

La fonction de GREEN, d’aprés sa définition, doit devenir infinie au point O,
mais rester finie en O,, O, etc.; seulement le théoréme de HARNACK nous apprend
que si la série converge en un point du domaine D, elle convergera dans tous
les autres points de ce méme domaine, sauf au point 0. Or elle converge en
tous les points ot ¢ est fini; donc elle convergera également en O, O,, ...
Nous sommes ainsi dispensés de la considération des fonctions ¢ qui dans le
mémoire cité, avaient été précisément introduites pour démontrer la convergence
aux points tels que O,, 0,, .

Supposons maintenant que dans notre systéme (1) ne figure pas de fonction
de cette forme, c’est & dire qui soient l'inverse d’une fonction fuchsienne. Nous
formerons alors un systéme' (1 bis), obtenu en adjoignant au systéme (1) une
p + 1° fonction

Ypr1=2=0(x)

qui soit Vinverse d’une fonction fuchsienne.

Soit A le domaine principal du systéme (I bis), et A’ un domaine secondaire
de ce méme systéme. Alors A’ et A sont multiples d’un domaine & contenu dans
le domaine principal D du systéme (1).

Nous sommes certains alors que la fonction de GREEN existe pour A et A’
puisque le systéme (1 bis) contient une fonction inverse d’une fonction fuch-
sienne; nous verrons que lexistence de cette fonction de GREEN, permet d’uni-
formiser les fonctions

Yis Y25 - - o5 Yps Yp11
Acta mathematica. 31. Tmprimé le 19 mars 1907. 3
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Y

c’est 3 dire d’exprimer ces p + I quantités en fonctions uniformes d’une méme
variable auxiliaire {; mais une difficulté peut se présenter; le champ dans lequel
cette uniformisation sera réalisée, comprendra tous les points pour lesquels les p + 1
fonctions existent, c’est a dire tous les points qui ont un correspondant dans A,
c’est & dire tous les points de 3. Elle ne le sera pas pour tous les points pour
lesquelles les p premiéres fonctions données existent (abstraction faite de la p + 1°
fonction arbitrairement adjointe) c’est & dire pour tous les points de D, si & est
plus petit que D. La solution pourrait donc paraitre imparfaite et c’est ce qui
me conduit & la discussion suivante.

On peut faire plusieurs hypothéses au sujet de la fonction fuchsienne dont
Pinverse est yp41.

1°. Nous pouvons supposer que le polygone générateur de cette fonction
fuchsienne a des sommets sur le cercle fondamental, c’est & dire qu’il est de la 2°
ou de la 6° familles. C’est ce qui arrive par exemple si I’on choisit pour cette
onction fuchsienne la fonction modulaire comme je I’ai fait dans le mémoire cité.
On sait que cette fonction ne peut prendre aucune des valeurs o, 1, o de sorte
que la fonction inverse

Yp+1= ()

n’existe pas pour x=0, x=1, 2= o; si donc il y a dans le domaine D des
points pour lesquels z prend l'une de ces 3 valeurs, ces points doivent &tre
exclus du domaine ¢; ce sont des Ausnahmsstellen.

2°. Nous pouvons supposer que le polygone générateur est tout entier &
Pintérieur du cercle fondamental, c’est & dire que la fonction fuchsienne est de
la 1° famille. Dans ce cas, cette fonction peut prendre toutes les valeurs
possibles; la fonction inverse

Yp+1 = P(X)

existe pour toutes les valeurs de z. Il arrivera toutefois que cette fonction
présentera des points de ramification algébrique. Si nous nous placions au point
de vue que nous avions d’abord adopté, c’est & dire si nous ne voulions composer
nos domaines que d’éléments holomorphes ou polaires, ces points de ramification
seraient en dehors du domaine principal de cette fonction y,4:; il en sera plus
de méme si au contraire nous admettons les éléments algébriques; & tout point
de D correspondra un point du domaine de y,4 et par conséquent un point de A.
Les domaines & et .D seront identiques; A et A' seront multiples de D et il n’y
aura plus d’Ausnahmsstellen.

Mais il y a quelque chose de plus; soient A et D deux domaines quelconques
et supposons que A soit multiple de D. Nous dirons que A est régulidrement
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multiple de D, s'il satisfait & la condition suivante. Soit M un point de D;
soient

M, M, ...

les points correspondants de A. Soit M' un autre point de D infiniment voisin
de M; nous supposerons que parmi les points de A qui correspondent & M, il
y en ait un qui soit infiniment voisin de M,, un qui soit infiniment voisin
de M,, ...

Si cette condition est remplie, c'est & dire si A est réguliérement multiple
de D, il est clair que, si & un certain point M de D correspondent un nombre
fint n de points de A, alors & tout autre point de D correspondront le méme
nombre fini » de points de A.

Revenons maintenant aux domaines principaux A et D des systémes (1 bis)
et (1). Je dis que A est réguli¢rement multiple de D (si 'on admet des éléments
algébriques, et si la fonction fuchsienne auxiliaire est de la 1°r famille.) Soit
en effet M un point du domaine D, et z la valeur correspondante de cette
variable. Pour cette valeur x, la fonction y,4; existe et peut prendre une in-
finité de wvaleurs

Oyy Ogy ooy Ogy oo

qui se déduisent de I'une d’entre elles, o, par exemple, en appliquant & cette
quantité o, les diverses substitutions linéaires du groupe fuchsien qui engendre
la fonction fuchsienne auxiliaire.

Au point M de D, correspondront une infinité de points de A, qui j’appellerai

(M’ o‘1): (M’ (12), e (M: th),

et qui correspondront aux différentes valeurs de la fonction yp41.
Soit maintenant M’ un autre point de D, infiniment voisin de M; soit
x + ¢ la valeur correspondante de z, et

Bis Bos -5 Bay -+

- les déterminations correspondantes de gp4+1. Au point M' de D correspondront
une infinité de points de A qui sont:

(M,s Bl)’ (M” Bz), R (M" Bq): ce
Ce qu’il s’agit de démontrer, c’est que parmi ces points il y en a un qui différe
infiniment peu de (M, o,), et comme M' différe trés peu de M par hypothése,
il suffit d’établir que parmi les déterminations de ¢(x +¢), il y en a une, 3, par
exemple, qui différe infiniment peu de la détermination a, de p(x). Or cela
paraitra évident pour peu qu’on réfléchisse aux propriétés des fonctions fuchsiennes
de la e famille.
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Soit maintenant D un domaine quelconque; je dis que nous pourrons trouver
un domaine A, réguliérement multiple de D et simplement connexe. Soit en effet
C, Pélément initial de D, C un élément quelconque, M un point intérieur a C,
M, un point intérieur & C,. On peut aller sur le domaine D de M, en M par
plusieurs chemins; envisageons deux de ces chemins; ils pourront étre éguivalents,
c’est & dire qu’ils pourront limiter une aire continue située sur D; mais ils pour-
ront aussi ne pas 1’étre, & moins que D ne soit simplement connexe.

Cela posé, définissons le domaine A; un point de ce domaine sera caractérisé
par le point M de D qui lui correspond, et par le chemin par lequel on est venu
de M, en M; pour que deux points de A ainsi caractérisés soient identiques, il
faudra et il suffira qu’ils correspondent & un méme point M de D et qu’on soit
venu de M, en M par deux chemins équivalents. Il est clair que A est simple-
ment connexe, je dis qu’il est réguliérement multiple de D. Soit en effet M un
point de D, appartenant & un élément C, M NM, M,N'M, deux chemins allant
de M, & M et que je supposerai éguivalents. Ainsi se trouvera défini un point
de A que j’appellerai (M, M,N M). Ce qu’il s’agit de démontrer, c’est que si M’
est un point de D, trés voisin de M, il y aura sur A un point trés voisin de
(M, M,NM) et qui correspondra & M'. Et en effet, M' étant trés voisin de M,
pourra &étre joint & M par un arc M M' trés petit; en I’adjoignant au chemin
M NM, on obtiendra un chemin M,NM M' qui en différera trés peu; et alors
le point (M', M,NMM') est un point de A qui correspond & M' et qui est trés
voigin de (M, M,NM), ... C. Q. F. D. Ce qui justifie ce résultat, c’est que
si deux chemins M,NM et M,N'M sont équivalents, il en est de méme des deux
chemins M NMM' et M\N'MM'.

En résumé, élant donné un systéme (1) quelconque de fonctions multiformes, et D
le domaine principal de ce systéme, on peut toujours former un domaine réguliérement
multiple de D, simplement connexe, et pour lequel la fonction de Green existe.

Et en effet, formons une fonction yp41-=7(x), inverse d’une fonction
fuchsienne de la 1° famille; adjoignons-la au systéme (1) de fagon & former le
systéme (1 bis); le domaine principal A de ce systéme sera réguliérement multiple
de D, & la condition que nous admettions des éléments algébriques. De plus A
sera multiple d’un domaine contenu dans le domaine principal de yp41 et comme
la fonction de GREEN existe pour ce dernier doniaine, elle existera a fortiori
pour A. Nous avons vu en effet que la présence d’éléments algébriques n’empéche
pas l'application de la méthode du balayage.

Nous pouvons ensuite construire un domaine A’, réguliérement multiple
de A et simplement connexe. Etant réguliérement multiple de A, il le sera de D.
De plus la fonction de GREEN existant pour A, existera a fortiori pour A’



Sur P'uniformisation des fonctions analytiques. 21

§ 5. Les fonetions v et 2.
Soit un domaine D quelconque, admettant une fonction de GREEN.
Nous allons maintenant comme dans le mémoire cité, définir les fonctions
v et v,. Nous avons défini déja les fonctions u et u,; si x=E§ + ¢7 est la va-
riable complexe envisagée, nous aurons:

A d*u  d*u
U == '—t—i—gg + ’—2— =0
A — d*uy, + d*u, .
n &2 d'l]

Les équations
dv du du  dv

) ._._____

) dE T T dm’ dE
dvn _ _ dun dup dvn
dt ~  dy’  d

sont donc compatibles et peuvent servir & définir v et v,. On achéve de
définir ces fonctions en leur imposant la condition de s’annuler en un point 4
différent de O; et alors nous aurons

_[{du, du dun __dun
(2) v——l (d& dn i d,&)‘, Vn — j (d& dn dg).
. . o dun du,
On voit tout de suite que les suites aE - dn convergeant uniformément (en
vertu du théoréme de HARNACK) et ayant pour llmltes 3 8 g la suite v,

convergera uniformément et aura pour limite »; nous reviendrons plus loin sur
ce résultat pour le préciser. Posons ensuite, toujours comme dans le mémoire cité:

2 = g_(“'H"), 2p = e“(“n‘H'”’ﬂ)

il est clair que la suite 2, a pour limite 2. Le point essentiel, c’est que la
fonction 2z est uniforme sur le domaine D quand ce domaine est simplement
connexe.

En effet revenons aux intégrales (2) qui définissent v, ces intégrales peuvent
admettre deux sortes de périodes: 1° une période polaire, relative au point O qui
est un infini pour les fonctions sous le signe f. Cette période est égale & 2.
et 20, si D n’est pas simplement connexe, des périodes cycliques relatives aux
chemins d’intégration qui seraient fermés sans &tre équivalents & zéro. Si D est
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simplement connexe, ces derniéres périodes n’existent pas, de sorte que v n’ad-
met que la période 27; mais quand v augmente de 2m, z ne change pas.
Cette fonction est donc_uniforme.
C. Q. F. D.
Mais il y a lien d’examiner de plus prés la formation de ces fonctions v,
et 2,. Soit d’abord C, I’élément initial, celui qui contient le point O. Nous
aurons a extérieur de C,: z,= 1 et & Dlintérieur de C,

, _t—a X—d
" x—a X—a

expression dont je vais expliquer la signification: = est la variable indépendante,
c’est Daffixe du point M de coordonnées courantes & et 7; a est l'affixe du
point O, a' celle du point O’ inverse de O par rapport au cercle C,, de telle sorte
que P’équation de la circonférence de C, soit:

r—a
|——,|=const.
: r—a

X sera laffixe d’'un point quelconque de cette circonférence, il en résulte
que la fonction 2, n’est pas entiérement définie, puisque nous pouvons choisir
arbitrairement X sur cette circonférence; z, n’est définie qu’a un facteur constant
prés de module un.

Ayant ainsi défini z,, voyons comment les balayages successifs vont nous
permettre de passer de 2z, & z,4+1. Nous remarquerons que les fonctions z, peu-
vent présenter des discontinuités le long des lignes L, c’est & dire le long des
circonférences des différents éléments; voyons quelle est la nature de ces dis-
continuités. D’abord w, est continu; il en résulte que quand on franchit une
des lignes de discontinuité, le module de z, ne change pas, mais il n’en est pas
de méme de son argument — v,,. Les dérivées de u, sont au contraire discontinues.
Soit ds un élément de l'arc d’une des lignes L, dv un élément normal & cette
ligne; soient

dun, du, duy, duy
ds ' dv’ ds  dv

les dérivées de u, prises le long de L, ou le long de la normale & L; I'exposant o

correspondant & T'un des cOtés de la ligne L, exposant 1 & lautre co6té. De
méme pour les dérivées de v,. On aura:

dus _dui dws_dui
ds ds  dv _ dv
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en désignant par dm ce que nous avons appelé la masse génératrice située sur
dm
| s
génératrice. D’autre part les équations (1) nous donnent:

ds, et en posant m' == de facon que m' représente la densité de cette matiére

duy _ dva. dua__dv,
ds

dv ’ dv ds
et on en conclut:
dvl dvp dv dop

= —— == rm'.
(3) v dv’ ds _ds T2TM

Cela posé, supposons que pour passer de z, & Zp41 on veuille balayer un
certain élément (Y, et je supposerai d’abord qu’il s’agisse d’un élément holomorphe
ou polaire. A l’extérieur de Cj nous aurons:

2p+1 == 2Zn
et & Pintérieur de Oy:
@ﬂ_[' @—o)(d—a), ,
(4) log P log(x_a,) (A—a)dm'

Dans cette expression, z est la variable indépendante; o est l’affixe d’un
point d’une ligne de discontinuité L situé & lintérieur de Cy; o' est l'affixe du
point inverse de o par rapport a Cj, de telle fagon que la circonférence de C
ait pour équation

Ia'——oc

,l == const.
z—o

A est Paffixe d’'un point quelconque de la circonférence de Ci, choisi ar-
bitrairement, mais une fois pour toutes; dm' est la masse génératrice située sur
Parc infiniment petit ds de la ligne L, arc dont le centre de gravité est a.
Enfin Pintégration doit étre étendue & toutes les lignes de discontinuité intérieures
4 Cr. A cause des équations (3) nous pouvons encore écrire:

. Zn C @—a) (A —a) oS — vh)
(4 bis) ]Og%=J10g(x~a’)(A—a)d( Y )

vn et v, étant les valeurs de la fonction v, de part et d’autre de la ligne de
discontinuité et dans le voisinage du point o de cette ligne.

Si Cr est un élément ¢nfini, c’est & dire comprenant la partie du plan
extérieure & la circonférence de O, nous aurons en dehors de I'élément Cy;
Yn+1=2n, et dans Pélément C;, qui est tout entier & l'extérieur de la circon-
férence de Ci:
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a)(A—o)  fvn—vs

(4 ter) lo @~J‘°g(x )(A—a)d( 2 )

Si enfin C) est un élément algébrique et si Ci est un cercle pPle, ou aura a
Pextérieur de Ci: zp41 =2, et & lintérieur de Cy:

LTSS (l/x——l/a)(l/A—f/oT')d(o %)
Zno f/x—]/a l/“)

Ou voit qu'a cause des points A4 qui peuvent &tre arbitrairement choisis sur
la, circonférence de 1’élément O}, les fonctions 2, successives ne sont définies qu’a
un facteur constant prés de module 1; et encore ce facteur n’est constant que
si 'on ne franchit pas une des lignes de discontinuité, mais il peut varier
brusquement quand on franchit ces lignes.

Supposons un chemin ne franchissant et ne touchant aucune de ces lignes
de discontinuité, c’est & dire aucune des circonférences des différents éléments, et

{ dvn — f (d“"d d"fq"de

prise le long d’un de ces chemins. Puisque le chemin n’a aucun point commun
avec aucune des lignes de discontinuité, on peut construire une aire ou il n’y
aura aucune ligne de discontinuité et qui contiendra notre chemin. Dans cette
aire toutes les fonctions wu, sont harmoniques et on peut leur appliquer le

(4 quater) log

envisageons l'intégrale:

théoréme de HARNACK; donc la suite des ddl&“ et celle des (fi_?:)” convergent uni-

formément, de sorte que fdv, tend vers fdv.

Si nous supposons maintenant que notre chemin, tout entier contenu &
lintérieur d’un élément C, coupe une ligne de discontinuité L; le méme raisonne-
ment n’est plus immédiatement applicable. Et en effet les fonctions u, sont bien
toutes positives, croissent avec =»; de plus elles sont harmoniques dans l'aire
envisagée, si 'on donne & 7= certaines valeurs en nombre infini, 4 savoir celles
qui correspondent aux balayages successifs de I'élément Cy, parce qu'aprés chacun

de ces balayages, il n’y a plus de masses génératrices dans C;. Donc par le

théoréme de HARNACK le suite des u, et celle des dd :

pourvu qu’on ne donne & n que ces valeurs particuliéres. Mais comme u, croit
avec 7, nous pouvons en conclure que la suite des u, convergera encore uni-
formément pour toutes les valeurs entiéres de n; seulement la méme conclusion

convergent uniformément
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ne s’impose pas en ce qui concerne les dérivées 751', qui ne vont pas nécessaire-

en croissant avec n. Décomposons notre chemin en deux parties séparées I'une
de Pautre par le point d’intersection P du chemin et de la ligne L. Il suffirait
de démontrer le théoréme pour ces deux parties. Soit PM I'une de ces parties;
si nous pouvions assigner aux dérivées de u, une limite supérieure A, méme au
point P, le théoréme serait démontré. En effet, nous voulons démontrer que
I'on peut prendre n assez grand pour que

[(dv—d'vn) <e
Py

quel que soit ¢.
Pour cela nous diviserons PM en deux parties PN + NM; si s est la lon-
gueur de l'arc PN, et A la limite supérieure dont nous venons de parler, nous

aurons
f(dv——dvn) < s
M

et nous pourrons prendre N assez prés de P pour que sA < g, et le point N une

fois choisi, comme NM ne va plus jusqu’a la ligne I, nous pourrions prendre
] g »

assez grand pour que
f (dv—dv,) < 5

M

Nous sommes done conduits & chercher cette limite supérieure A et pour

cela & étudier la fagon dont les masses se distribuent sur les lignes L. Soit
une masse m située 4 Pintérieur d’un cercle Cy, en A4; soit B un point de la
circonférence Cp, et R le rayon de cette circonférence, et O son centre. Ba-
layons le cercle Cy, cette masse m va se répartir sur toute la circonférence C;
soit & la densité de la matiére ainsi répartie dans le voisinage de B. On voit

o . .. .
que est une fonction des trois distances 04, OB, AB, et que cette fonction

ne devient infinie que pour 4AB=o0. Si le point 4 décrit une ligne de discon-
tinuité L intérieure & O, et si B est un point fixe de la circonférence C; non

situé sur L, nous pourrons donc assigner une limite supérieure & m

Supposons donc que B soit un point d'une circonférence Oy, mais ne soit
pas a lintersection de Cj avec une autre ligne de discontinuité; je me propose
de chercher une limite supérieure de la densité de la matiére attirante en ee

Acta mathematica. 31. Imprimé le 20 mars 1907. 4
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point. Cette densité ne peut varier que dans deux cas: 1° quand on balaye Cy.
2° quand on balaye I'un des éléments dont fait partie B. Dans le 2? cas cette
densité devient nulle. Dans le 1°' cas une masse négative au plus égale & 1 en
valeur absolue est répartie en différents points 4 de Ci; on la balaye vers la
circonférence de C; les points A sont sur les lignes de discontinuité intérieures
4 Cr, et comme le point B n’est pas sur une de ces lignes, nous pouvons assigner
une limite supérieure & la distance 4 B, et par conséquent d’aprés ce qui précéde

b . N " . .
au rapport o de Paccroissement & de densité au point B, par suite du ba-
layage d’une masse m située en A4, & cette masse m. Nous avons ainsi une

limite superieure de et comme Xm est au plus égale & 1, nous avons une

)1

sm’
limite H de £3, c’est & dire de I’accroissement total de la densité en B par suite
du balayage de Ci. 8i nous supposons qu'entre deux balayages consécutifs de Cg,
on balaye toujours Uun des éléments dont fait partie B, nous voyons qu'avant
chaque balayage de Cj, la densité en B est nulle; aprés ce balayage elle prend
une valeur inférieure & H, (limite de £3) et la conserve jusqu'a ce qu’on balaye
un des éléments dont fait partie B, elle redevient alors nulle. La densité au

point B est donc limitée.

g_u_,,’ duy
d¢  dn
Décrivons en effet autour du point B un petit cercle K. Soit v, le potentiel
logarithmique dfi & Pattraction des masses situées a l'intérieur de K et qui sont
toutes sur la circonférence de Cy; les densités étant limitées, ¢, et ses dérivées
seront limitées; la fonction wu, qui est plus petite que u est limitée. La dif-
férence u,— ¢, est donc limitée a lintérieur de K et sur la circonférence; de
plus cette différence w,— ¢, est harmonique & I'intérieur de K; nous pouvons
donc par Dapplication du théoréme de HARNACK, trouver une limite supérieure
des dérivées de u,— ., et par conséquent de celles de u,, puisque celles de ¢,

sont limitées.

Je dis maintenant que les dérivées sont limitées au point B.

C.Q F. D

Ce qui précéde ne s’appliquerait pas & un point B qui serait & I'intersec-

tion de deux lignes de discontinuité; ou verrait en effet qu’en un pareil point,

la densité pourrait devenir logarithmiquement infinie, (je veux dire que la densité

en un point B' de C;, trés voisin de B est de I'ordre de logarithme de la distance

BB') 11 en est de méme pour les dérivées de u,. Au contraire la fonction u,
elle-méme, toujours plus petite que u, reste finie.

Mais nous pouvons toujours éviter de faire passer nos chemins d’intégration par

ces points d’intersections des lignes de discontinuité. Le résultat resterait le
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méme d’ailleurs si on les y faisait passer, car bien que ‘i;é" devienne logarith-
miquement infinie, 'intégrale f Uil—?? d resterait finie. Il résulte de 14 que V'intégrale

f (dv— dvy)

prise le long d’un chemin quelconque tend vers zéro quand % croit indéfiniment.
On a vu que les fonctions z, ne sont définies qu’a un facteur constant prés
de module I qui peut varier brusquement quand on franchit une des lignes L,
ou ce qui revient au méme que les fonctions v, ne sont définies qu’a une con-
stante prés qui varie brusquement quand on franchit une des lignes L. Les
fonctions v, outre les variations continues:
LML C T
dé dn

qu’elles subissent quand on décrit un chemin quelconque, subissent donc des
variations brusques quand on franchit une ligne L.

On peut pour achever de définir les v,, convenir que ces variations brusques
en certains points de certaines lignes L, doivent &tre nulles. Mais ces variations
ne peuvent &tre nulles partout. Envisageons en effet les intégrales

fd'u, fdv,.

prises le long d'un chemin fermé quelconque. Elles sont égales & 2= multiplié
par la somme des masses intérieures au contour d’intégration. Pour », il ne peut
y avoir que la masse + I située au point O; pour v, il peut y avoir en outre
des masses négatives sur les lignes L. Si done le contour enveloppe le point O,
la 1°7 intégrale sera égale & 2m et la 2% généralement plus petite que 2=; si
le contour n’enveloppe pas le point 0, la 1°™ intégrale sera égale & o et la 210
généralement négative. ‘

§ 6. Les fonctions w,.,.

Nous .avons dit que la fonction u obtenue était indépendante de 1’ordre des
balayages; mais nous avons jusqu’ici supposé que ceux-ci étaient dirigés de telle
fagon que l'on pouvait trouver une fonction u, dont Uindice n est un entier fini
et pour laquelle un élément quelconque aurait été balayé un nombre de fois
aussi grand qu’on le veut. Nous considérions alors la série



28 H. Poincaré.

=y + (U, — %) + - + (U1 —upn) + -

comme une série ordinaire; nous pouvons aussi la traiter comme une série
double entrée.

Supposons une suite de fonctions & deux tndices unp. La 1°7° u,, sera celle
que nous appelions jusqu’ici u,; up.,+1 se déduira de uo., par le balayage d'un
certain élément C%; wu,, sera la limite de ug., pour m = 00; u;.n+1 se déduira de
%., par un balayage; u,, sera la limite de u;., pour »= o0; et ainsi de suite;
Up.n+1 Se déduira de u,., par un balayage, et #p41.0 sera la limite de u,., pour
n=oo. Il est clair que l'on aura:

Upsl.m > Ups1.0 > Up.ngl > Up.n > Up.o > << > Up > O,

On verrait comme plus haut que

u > up.n

ce qui montrerait que la suite des u,., quand » puis p tendent vers I’cc a une
limite <u; et comme cette limite est une fonction harmonique en vertu du
théoréme de HARNACK, elle est plus grande que les u, que nous avions envisagés
dans les § précédents. Elle est donc > u; elle est donc égale & u; c’est toujours
le raisonnement de la fin du § 3 qui s’applique sans changement.

Nous pouvons par exemple, considérer une série de domaines

do, dyi, dy, . ..

contenus dans notre domaine D, et tels que chacun d’eux soit contenu dans le
suivant. De plus chacun d’eux sera formé d’un nombre fini d’éléments de D.
Alors nous supposerons que les balayages qui font passer de wuon & Upn41 DE
portent que sur les éléments de d, et de telle fagon que chacun d’eux soit balayé
une infinité de fois; que les balayages qui font passer de u;., & %;.n41 ne portent
que sur les éléments de d, et cela de telle fagon que chacun d’eux soit balayé
une infinité de, fois; et ainsi de suite.

Dans ces conditions, il est clair que ;.o est harmonique dans tout le do-
maine d,, et nul (de méme que toutes les fonctions uy.») en dehors de ce domaine
et sur ses frontiéres; que wu, est harmonique dans tout le domaine d, et nul
(de méme que toutes les fonctions u;.,) en dehors de ce domaine d, et sur ses
frontiéres et ainsi de suite.

Toutes les conclusions des § précédents s’appliquent sans changement; on
peut définir les fonctions v,, et z,, & 1’aide des u,, comme on a défini les v,
et les 2, & laide des u,. On pourrait seulement se demander si I'on peut encore
comme au § précédent limiter la densité des masses génératrices en un point B,
et si les conséquences déduites de cette limitation subsistent. Il faut pour cela,
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comme nous 'avons dit, que (si B est sur la circonférence de C}) entre deux
balayages consécutifs de C%, on balaye toujours I'un des éléments dont fait
partie B. 1l est clair qu’on peut remplir cette condition pour les fonctions uon
si B est & lintérieur du domaine d, et non pas sur sa froniiére; pour les fonc-
tions u;., si B est & lintérieur du domaine d, et non par sur sa frontiére, et
ainsi de suite. Quelle que soit done la position de B, on pourra prendre p assez
grand, pour que la condition ne cesse plus d’étre remplie 4 partir du moment
ou on aura formé la fonction #,,;. Nous pouvons donc raisonner comme au §
précédent et conclure que
f (dv—dvpa)

prise le long d’un chemin quelconque, tend vers zéro, quand on fait tendre n
puis p vers l'infini.
Dans le mémoire cité (Bull. Soc. Math.) nous avons envisagé seulement les
fonctions
U1.0, U2.05 -+ -, Up.o - - -

qui sont les fonctions de GREEN relatives aux domaines successifs
dyydy, oo dp ...

Nous y trouvions 'avantage que la fonction u,., est harmonique & I'intérieur
du domaine d,, de sorte que la fonction z,., est uniforme et continue dans le
domaine d,, (ce qui n’arrive pas pour les fonctions z, susceptibles comme nous
Pavons vu de variations brusques.) Nous évitions ainsi en partie la discussion
du § précédent; jai cru pourtant que cette discussion était par elle-méme in-
structive et je n’ai pas voulu pour cette raison me servir ici du méme artifice.

§ 7. Propriétés de la fonction z.

Faisons maintenant varier la position du point O; et amenons-le en O'; (le
sens de cette notation O’ n’est donc plus le méme qu’au § 3; O et O' désignent
simplement deux points quelconques du domaine D.) On peut former deux
fonctions de GREEN u et u' devenant logarithmiquement infinies, I'une en O, l'autre
en O, et ce sont ces deux fonctions que je me propose de comparer.

Nous pourrons diriger les balayages soit comme au § 3, soit comme au § 6;
nous aurons dans le premier cas une suite de fonctions u,, dans le second cas
une suite de fonctions & double indice u,,; mais ces deux suites ont méme limite.
Nous désignerons par u,, u,,, v, v, ., %, %

v n? zpn’
Un, Upn, Uns Upn, Zn, Zpn SONE & u.

o> les fonctions qui sont & u' ce que
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Considérons en particulier les fonctions z,.0, 2’5.0; s0it a, la valeur de 2,0
en O' et a/, celle de 2,0 en O. Je dis que z,0 ne pourra prendre qu’une seule
fois la valeur a,; prenons en effet I'intégrale:

(1) _dzpo_

Zp.0— Gp

le long de la frontiére du domaine d,—; elle est égale a 2¢n; en effet quand nous
ferons le tour de cette frontiére, le point 2z, décrira un cercle de rayon 1 puis-
que upo est nul sur toute cette frontiére, et il le décrira une fois et une seule.
En effet f'dvp.o est égal a 2=, puisqu’en ce qui concerne cette fonction .o il
n’y a & lintérieur du domaine dp—; d’autre masse génératrice qu'une masse + I
au point O. Le point a, est d’ailleurs & 'intérieur du cercle de rayon 1 décrit
par le point z,.0; 'intégrale (1) est égale & 2¢mw. Or cette intégrale est égale a
2¢n multipliée par le nombre de fois que la fonction z,, prend la valeur a, &
Pintérieur de dp—;. Donc la fonction ne prend qu’une seule fois cette valeur.
C. Q. F'D.

Cette démonstration ne peut donner lieu ici & aucune objection, car le
domaine d,_; se composant d’un nombre fini d’éléments, sa frontiere se compose
d’un nombre fini d’arcs de cercle; la fonction u,.o peut étre ainsi définie, comme
Pa montré M. ScHwARrz, a l'aide d’une équation différentielle linéaire & coéfficients
rationnels, de la méme facon que les fonctions fuchsiennes. On pourrait d’ailleurs
appliquer I'un quelconque des procédés pour la démonstration compléte du prin-
cipe de DrricHLET quand la frontiére du domaine envisagé est formée de lignes
analytiques, ou plus généralement quand elle a un rayon de courbure déterminé.
(Cf. loco cit. American Journal pages 227, 228, 229.) Il n’y aurait rien & y changer.

Nous sommes donc certains que u,.0 tend bien vers o quand on se rapproche
indéfiniment de la frontidre de dp—;; et on peut appliquer les résultats obtenus
plus haut, non seulement & lintérieur, mais & la frontiére de dp—,. On dé-
montrerait de la méme maniére que 2,0 ne peut prendre qu'une seule fois la
valeur ap.

Cela posé soient p, et u, le module et Pargument de a,, envisageons le
rapport:

R__ i ppzp.o.__e"ﬁp
=2po
2p.0— Ppt §74

Je dis que ce rapport ne peut, & l'intérieur de dp_1, devenir ni nul, ni
infini; en effet 2,0 et 2,0 étant finis & l'intérieur de ce domaine, B ne pourrait
devenir nul ou infini, que si 'on avait:
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1° ou bien 2, 0=o0 ce qui ne peut arriver qu'au point 0

2° ou bien p,zp.0— €7 =0, ce qui est impossible puisque p, < T, |25.0]< T,
Iei‘PP | =1.

3° ou bien 2,.0— ppe’¥? =0, OU %,.0=a,; ce qui a lieu en O' par ’hypothése,
et ne peut avoir lieu en aucun autre point par suite du théoréme que nous
venons de démontrer.

Il n’y aurait donc que pour le point O', et en ce point le numérateur et le
dénominateur s’annulent et la fraction reste finie.

Donc log| R| est une fonction harmonique & Pintérieur de dp—s.

De plus quand on décrit la frontiére de dp_1, on a

lzg.ol=12pol=|R|=1

d’ou log|R|=0; cette fonction s’annulant & la frontiére du domaine et étant
harmonique dans tout le domaine, doit s’annuler dans tout le domaine. Done
R est une constante dont le module est égal & 1.

Pour déterminer cette constante je donnerai aux fonctions leurs valeurs au
point O, c’est a dire:
ap.

,,y '
Zpo=0ap, 2p.0=0, R=-7
Pp

On a donc enire 2.0 et 250 la relation linéaire:

, .
(2) U ¥ Xl Ll
© e oppzpo—etr

Soit maintenant

a=pe®

la valeur de z au point O', et a' la valeur de 2’ au point 0. Faisons croitre p
indéfiniment, z,.0, 2.0, @p, fp, Pp, @'p tendront vers z, 2, a, p, v, @, et 4 la
limite la relation (2) devient

, .
g2 z—pe?

(3) P pz—e®

Donc les deux fonctions z et 2' sont liées par une relation linéaire. Ce n’est
pas tout; z' ne peut s’annuler qu’une fois; 4 savoir au point O'. Donc 2 ne peut
prendre qu’une fois la valeur @, c’est & dire la valeur qu’il prend au point 0';
et comme O' est quelconque, la fonction z ne peut prendre qu'une seule fois la

méme valeur.
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§ 8. Représentation conforme du domaine D sur un ecercle.

Résumons les résultats obtenus; nous avons vu qu’il existe une fonction
analytique 2z du domaine D, qui ne peut prendre que des valeurs de module
plus petit que 1, et qui ne peut prendre chacune de ces valeurs qu’'une seule
fois, mais nous ne savons pas encore si elle peut prendre toutes ces valeurs.
En d’autres termes, tragons dans le plan des z le cercle K, de centre O et de
rayon 1. Nous aurons une représentation conforme du cercle K sur le domaine
D, de telle fagon qu’a tout point de D corresponde un point de K et un seul,
et qu'a tout point de K ne puisse correspondre plus d’un point de D. Mais
pnous ne savons pas encore si & tout point de K correspond un point de D.
C’est ce dernier point qu’il s’agit d’établir.

Nous serons donc amenés & distinguer dans K deux ensembles de points:
1° Pensemble E des points de K auxquels correspond un point de D. 2° I’en-
semble E, des points de K auxquels ne correspond aucun point de D. Je me
propose de démontrer que I'ensemble E comprend tout Uintérieur de K et que
Pensemble E, se réduit & la circonférence de K.

Observons d’abord que autour de tout point de E on peut décrire un cercle
de rayon assez petit pour que tous les points intérieurs i ce cercle appartiennent
également & E, et en effet la fonction z étant analytique, 3 toute aire de D
correspondra une aire de K. L’ensemble £ ne contient donc pas de points isolés,
et est contenu dans son propre dérivé E'. En revanche E' contiendra des points
qui n’appartiendront pas & E et qui représenteront la frontiére de K.

Aux différents éléments Cp de D correspondront des aires 7; du cercle K;
toutes ces aires feront partie de E. Deux de ces aires ne pourront avoir de
points communs que si elles correspondent & deux éléments contigus de D, c’est
4 dire & deux éléments tels que certains points de I’'un soient identiques & cer-
tains points de l'autre puisqu’a un point de K ne peut correspondre qu’un seul
point de D (Cf. § 2.) Je remarque d’autre part que I'ensemble £ est simplement
connexe, je veux dire par 13 que si une courbe fermée fait partie de E, tous les
points intérieurs & cette courbe feront également partie de E. Cela résulte de
ce fait que le domaine D est lui-méme simplement connexe.

Si alors tous les points d’une courbe fermée C font partie de E, c’est & dire
ont leurs images sur D, P'ensemble de ces images formeront aussi une courbe
fermée. D étant simplement connexe, cette courbe enfermera une aire faisant
partie de D. Les images sur K des différents points de cette aire, formeront &
leur tour une aire qui ne sera autre chose que Paire limitée par C.
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Si C est une circonférence de centre O, il n’y aura a l'intérieur de cette
circonférence aucun point de E,; si donc il n’y a pas de points de E, dont la
distance & O soit égale & g, il n’y en aura pas non plus dont la distance soit
plus petite que a.

Cela posé, nous allons donner de notre proposition une premiére démonstra-
tion fondée sur la méthode de Oscoop.

Soit ¢ un point quelconque de la frontiére de E, soient g, et ¢, deux autres
points de E, d’ailleurs quelconques. Construisons une fonction fuchsienne:

o (w)

définie de la fagon suivante: 1° elle ne devra prendre aucune des trois valeurs

9 915 95

2¢ le polygone générateur aura tous ses sommets sur le cercle fondamental
(cest & dire qu’il sera de la 3° famille); ce sera un quadrilatére dont les cOtés
seront conjugués deux & deux, de faéon que deux cdtés conjuguées soient adjacents
(c’est a dire qu’il sera de genre o); quant w se rapprochera de 'un des quatre
sommets, p(w) tendra vers respectivement ¢, g,, ¢, ou g¢,, (de sorte que notre
fonction ¢(w) sera lide a la fonction modulaire par une relation linéaire simple.)

3° de plus on aura

p(0)=o.

Posons alors:

2= p(w)
on voit que w est une fonction multiforme de z et qui ne peut prendre que des
valeurs dont le module est plus petit que 1. Quand z tend vers ¢ le module de
toutes les déterminations de w tend vers 'unité, je précise: si parmi toutes les
déterminations de w, celle dont le module est le plus petit est w,, le module
[w,| est plus grand qu’une fonction 6{|z—g|) qui tend vers 'unité quand |2—¢q|
tend vers zéro.

J’observe de plus qu’'a Pintérieur de E la fonction w peut &tre regardée
comme uniforme. En effet, cet ensemble E étant simplement connexe, une
courbe fermée tracée sur E ne peut contenir a son intérieur que des points de E;
elle ne peut donc contenir aucun des 3 points singuliers ¢, ¢,, ¢,. Nous choisirons
la détermination de w qui s’annule pour z=o.

Posons alors

t:loglq—i—'

cette fonction { sera harmonique dans Z sauf en O ou elle devient logarithmi-
quement infinie; de plus elle est toujours positive.
Acta mathematica. 31. Imprimé le 20 mars 1907. 5
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Iy

Comparons-la & une des fonctions u,; ces fonctions, harmoniques dans D,
le seront aussi sur K, puisque la représentation de D sur K est conforme. Il
n’y aura d’exception que pour le point O ou ces fonctions deviendront logarith-
miquement infinies et pour les lignes correspondant aux lignes de discontinuité
L des § précédents et qui en sont 'image sur K; dans le voisinage de ces lignes
que nous appellerons I, les fonctions u, se comportent comme des potentiels
logarithmiques engendrés par des masses négatives répandues sur ces lignes.

La différence ¢t — u, sera donc une fonction harmonique, (méme au point O)
sauf sur les lignes ! ou elle se comportera comme un potentiel logarithmique
engendré par des masses positives répandues sur ces lignes; elle pourra donc avoir
des maxima, mais pas de minima.

Sois alors e, l’ensemble des points appartenant aux divers éléments que
Pon a dii successivement balayer pour obtenir u,; sur la frontiére de e, et en
dehors de e,, on a:

>0, Up=0,1—u, >0
on aura donc aussi & lintérieur de e, (ol il ne peut pas y avoir de minima):
t—up,>0 1> u,
et comme cela a lieu quel que soit n, on a dans E, & la limite.
t>u.
Mais nous pouvons trouver une suite de points
my, My, ..., Mp, ...

qui appartiennent & E et qui se rapprochent indéfiniment de g, puisque ¢ fait
partie de E'. Si
lim mp=g¢, lim 6 (|ma—gq|)=1.

Soient t, et wy, les valeurs de ¢ et de w correspondant & m;, on aura

wn]>0(|mn—ql), lLmjws}j=1, lim&—=o.

Or u=log|%| et se réduit A logl m;I pour z=m;. L’inégalité ¢>u nous
)
donne donc
1
—1>0.
th>log I Py | >
On a donc

limlogli—;l=o



Sur I'uniformisation des fonctions analytiques. 35

et & la limite
1
lo I——I:o, =1,
4P lgl=1

Le point ¢ est donc sur la circonférence du cercle K, et comme ¢ est quel-
conque, tous les points de la frontiére sont sur cette circonférence, c’est & dire
que. E comprend tous les points intérieurs & K.

C. Q. F. D.

Nous allons donner de la méme proposition une seconde démonstration.

Remarquons d’abord que les u, considérées comme fonctions de z vont se
comporter comme des potentiels logarithmiques; et les masses génératrices seront
les mémes que les masses correspondantes, quand on regardait les u, comme fonctions
de x=F§ + i1. Je ne veux pas dire que les densités restent les mémes, parce que
les aires et les longueurs sur K ne sont pas égales aux aires et aux longueurs
sur D; mais dans deux aires, ou dans deux arcs correspondants, les quantités
totales de matiére attirante sont les mémes. Je fais en passant cette remarque
bien qu’elle ne doive jouer aucun roéle essentiel dans la démonstration qui va suivre,
parce qu'elle découle immédiatement des propriétés de la représentation conforme.

Nous allons nous appuyer sur P'un des théorémes de GREEN, qui est le
suivant. Soient V et V' deux potentiels par exemple logarithmiques, on aura
Pidentité:

(1) 2 mV = E mV
les masses m sont celles qui engendrent le potentiel V, et chacune d’elles doit
étre multipliée par la valeur de V' au point occupé par cette masse. De méme
les masses m' sont celles qui engendrent V', chacune d’elles doit étre multipliée
par la valeur correspondante de V.

Nous allons appliquer ce théoréme:

1°. A la fonction u regardée comme fonction de z, c’est un potentiel
logarithmique engendré par une masse + I située au point 0, et par des masses
négatives — m réparties sur la circonférence de K.

2°. A la fonction wu, regardée comme fonction de z, c’est un potentiel
logarithmique engendré par une masse -+ I située au point 0, et par des masses
négatives — m, réparties sur les lignes de discontinuité I.

3,- A un potentiel auxiliaire w que nous allons définir.

Soit

|z| = r=e.

Soit W un potentiel logarithmique, dt &4 des masses ., toutes positives et

toutes situées & lintérieur de K et au sujet desquelles je suppose:
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1° que la somme des masses p. contenues entre les deux circonférences con-
centriques & K et de rayons r et » + d7', que cette somme, dis-je, est égale &
h'dr', k' étant une fonction quelconque de 7', positive et finie.

2° que si sur la circonférence de rayon ¢, il y a des points de E,, toutes
les masses p. qui se trouvent sur cette circonférence, sont sur E,.

Si alors +' et 6' sont les coordonnées polaires de la masse attirante w; si

r=¢%, =—2 sont celles du point attiré, on aura:

1
— 277 cos (6 —6')

szplogl/rs =

Soit W' le potentiel que 'on déduit de W en balayant le cercle K; il est da
4 des masses positives p' situées sur Ja circonférence de K, et il est égal & W en
dehors de K et sur la circonférence de K. Posons enfin

w=W—W,.

La potentiel w est alors dii aux masses p et —p'; il est égal & zéro hors de
K et sur la circonférence de K. A lintérieur de K on a:

- 727’2 + 1 — 277 cos (6 —10)
w= Eﬂlog]/ r? 4+ " — 277 cos (6 —0) s

Le radical du second membre, quand on fait varier 6 — ¢/, atteint son maxi-
mum pour 6—8'=0 et cela quels que soient 7 et 7' (qui sont <1). On a donc:

1
, t—rr' (g, LT
w< zrtlog-———lr_y,l—lfhdr log——rlr_r,'.
0

On voit aisément que le dernier membre est toujours fini et positif; qu’il
gannule pour r=—1 et que si k' s'annule pour ' =1, si par exemple A'=1—7,
il gannule comme u de sorte que le rapport de w & u reste fini. On peut donc
trouver une quantité positive A telle que

(2) w< A,

La formule (1) appliquée & u et & u, nous donne:
(U ~— Uup)y = Zmnu — zmun.

Le 1°* membre représente la valeur de w—u, au point O ou sont les deux
masses + 1; dans le sccond membre, il faut donner & u les valeurs correspondant
aux diverses masses m, et & wu, les valeurs correspondant aux diverses masses m.
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Mais ces derniéres masses sont toutes sur K et sur cette circonférence u, est nul.
Nous pouvons donc écrire:

(3) (% — up), = zm.nu.

Appliquons maintenant le théoréme de GREEN & u et & w, il viendra:

(4) wO—me=29‘u—zpﬂu,

w, étant la valeur de w en 0. De méme en l'appliquant & u, et & w:

(5) w0~2ﬁnW=zui¢n—29’u,,.

Toutes les masses p’ sont sur la circonférence K de méme que toutes les

masses m, or sur K on a:
W= 1% =1, =O.

Nos équations peuvent donc s’écrire:
(4 bis) Wy = Z(Lu
(5 bis) Wy — DMgw = Wty

ou en retranchant, et tenant compte de (2)

o (u—un) = I maw <\ Jmau

ou en vertu de (3)
(6) Zp.(u—un) <M — un)y

la différence w— u, est toujours positive; mais sur les points de E, on a u, =0;
de sorte que si sur la circonférence de rayon 7, il y a des points de E,, comme
toutes les masses | de cette circonférence seront en ces points, la valeur cor-
respondante de u — u, sera:

u=log:7-

On aura donc
1

b .
(7) (v — u) >J Kdr'log ;-

/3
o -étant la plus courte distance du point O & I’ensemble E,; car s’il y a des points
de E, pour 7' =a, il y en aura, comme nous l’avons montré plus haut pour

" >a. On adone
1

J kK dv'log ;I;, < AU — uy), -
.
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Quand 7 croit indéfinement la différence (u— u,), tend vers zéro; il en est
donc de méme du 1°r membre, ce qui veut dire que 2 tend vers 1; on a donc

=1,

ce qui veut dire que I'ensemble E, se réduit a la circonférence K.
C. Q. F. D.

§ 9. Propriétés des fonctions uniformisantes.

Considérons un systéme quelconque

(1) Yis Yoo - - -
de fonctions multiformes de . Nous avons vu au § 4 que si D est le domaine
principal de ce systéme, on peut toujours trouver un domaine D' réguliérement
multiple de D, et simplement connexe, pour lequel la fonction de GREEN u existe.
Ce domaine D' étant simplement connexe, les § 5 et 8 nous apprendront qu’on
peut déduire de u une fonction z; que si dans le plan des z on trace le cercle K
de centre O et de rayon 1; & tout point de K correspond un point de D' et un
seul, et réciproquement. Donc

Yis Ypr oo s @
sont des fonctions uniformes de z, = ¢(2}, y: = 0:(2).

J’ajoute qu’a tout point pour lequel les fonctions y,, ¥,, . . ., existent toutes,
correspondra un point intérieur & K, et non pas un point situé sur la circon-
férence de K. Il suffit pour obtenir ce résultat de choisir convenablement la
fonction fuchsienne auxiliaire du § 4 et d’admettre les éléments algébriques.
Il vy a pas d’ Ausnahmsstellen.

Cherchons maintenant les propriétés de ces fonctions uniformes de z,

z=1{(2), y:="08:(2).
Nous avons dit que D' était réguliérement multiple de D; cela veut dire
qu’a tout point M de D; correspondent divers points

M, M, ...

de D'; si de plus le point M varie sur D d’une maniére continue, il en sera
de méme des points M,, M,, ..., sur D'. Si M décrit une courbe fermée infini-
ment petite, il en sera de méme de M,, M,, ..., mais cela ne sera plus vrai en
général si la courbe fermée décrite par M n’est pas infiniment petite.

Je dis maintenant que si M, décrit une courbe fermée finie, il en sera de
méme de M,. Cela tient & ce que le domaine D' est simplement connexe. Soit
en effet (' la courbe fermée décrite par M,, elle limitera une certaine aire située
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sur D', Décomposons cette aire en une infinité d’aires infiniment petites. Quand
M, décrira le contour d'une de ces aires partielles, M, reviendra & sa valeur
initiale et décrira une courbe fermée. Il devra donc en &tre de méme quand M,
décrira le contour de laire totale.

Donc M, est fonction uniforme de M, et réciproquement. Soit

M, =Q(M)

la fonction ainsi définie; si 4 est une courbe, ou une aire décrite par le point M,
alors Q(4) sera la courbe ou Paire correspondante décrite par M,. Par exemple
cette aire 4 peut-8tre un des éléments du domaine D' et alors (4) sera un
autre élément de D',

Cela posé considérons les fonctions

Ups Uys Ugy oo vs Uns o«
formées en partant du point O et en balayant successivement les éléments

c,0C,,...,Cp ...
du domaine D'.
Formons ensuite les fonetions

' i

Uys Wy, Uyy ooy Uy oo
en partant du point Q(0) et en balayant successivement les éléments
Q(Cy), (C), ..., %Cn), ...

du domaine D).

Les éléments correspondants C,, et Q(C,) coincident an point de vue géo-
métrique, de méme que les points O et Q(0); les opérations donneront donc les
mémes résultats et on aura, pour un point M, quelconque du domaine D'
et & la limite:

W [R(M,)] =u[M,]

en appelant u' et w les limites des deux suites u, et uy.

Or «' et u sont les fonctons de GREEN formées respectivement en partant
des deux points 2(0) et O; & laide de ces deux fonctions on peut former les
deux fonctions z et 2' par les procédés du § 5. Nous avons vu au § 7 que ces
deux fonctions sont liées par une relation linéaire. Donc les valeurs de z qui
correspondent aux deux points

M,, &(M,)

sont liées par une relation linéaire. Mais ces deux points correspondent & un
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méme point M du domaine D), et par conséquent aux mémes valeurs des
fonctions:
yi—0i2)  x=1().

Donc ces fonctions ¢(z) et 6;(z) ne sont pas altérées par certaines relations
linéaires. Ces relations linéaires sont généralement en nombre infini, parce que
les points de D' qui correspondent 4 un méme point de D sont généralement en
nombre infini. Elles forment naturellement un groupe; enfin de méme que
les substitutions des groupes fuchsiens elles n’altérent pas la circonférence K.

Y

Ce groupe tout & fait analogue aux groupes fuchsiens peut s’appeler fuchsoide;
ainsi nos fonctions $(z), 0;(2) ne sont pas altérées pay les substitutions linéaires
d’un groupe fuchsoide.

§ 10. Relations entre les fonctions de Green.

Comparons maintenant les fonctions u, relatives au domaine D, et celles
qui sont relatives au domaine D', réguliérement multiple de D.
Soit M un point de D et

Q(H), (M), ...

les points correspondants de D'; les fonctions ,, Q,, ... sont continues, mais il
peut se faire qu’elles s’échangent les unes avec les autres quand M décrit une
courbe fermée sur D.

Considérons la suite des fonctions

1
u®d, w®, e,

relatives au domaine D' et obtenues en partant du point ,(0) et en balayant
successivement les éléments

Q,(C), (G, ... (Ch), ...
Considérons de méme la suite des fonctions
ul, wB, o uk,
relatives au domaine D' et obtenues en partant de 2(0) et balayant successivement
Q(C), U(Cy), ..., %u(Cr), ...
D’aprés le § précédent on aura, pour un point M quelconque.
uP [ (M)] = ua[L,(M)].
Considérons enfin les fonctions:
U, Uy, ..., Up, ...
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relatives au domaine D et obtenues en partant du point O et balayant suc-
cessivement les éléments suivants de D:

Ci, Cyy ooy Cny .

Je désignerai par C, I'élément de D dont fait partie le point o. Alors le
point Q(0) fera partie des éléments 2,(C,). Les différents éléments Q;(C,) n’ont
aucun point commun.

Supposons en effet que deux éléments 2(C,) et Q(C,) aient un point
identique, tous leurs points qui ont mémes coordonnées devront &tre identiques,
d’aprés I'une des conditions énoncées au § 2. Or ces deux éléments coincident
au point de vue géométrique, donc tous les points correspondants de ces deux
éléments devraient &tre identiques; si ensuite £;(C,) est contigﬁ a (C,), Au(C)
est contigu & @(C,); les deux éléments Q;(C,) et Q;(C,) auraient donc des points
identiques, et il s'ensuivrait, comme pour @;(C,) et Q(C,), que ces deux éléments
devraient &tre identiques; on verrait alors de proche en proche, que quel que soit
le point M, Q;(M) serait identique & Qi(M).

Nous devons donc admettre que les deux éléments ;(C,) et 2(C,) ne
peuvent avoir aucun point commun, et il en serait de méme évidemment pour
les deux éléments Q;(C,) et Qx(Cy).

Cela posé, je me propose.de démontrer que 'on a en un point quelconque
du domaine D'

(1) U, — Zk ut
et d’abord que
Uy= 3, ulb.

Considérons un point M quelconque de D'; ¢’il n’appartient & aucun des
Q(C,) on aura:
Uy=uP =o0.

S’il appartient & 'un des Q(C,), il ne pourra appartenir a aucun des ;(C,),
on aura donc:
ul® =0 (siizk)

et d’ailleurs, d’aprés la facon dont les fonctions u, sont formées:

Uy=ul®,
On aura donc dans tous les cas.
Uy= zk ulk,
Je dis maintenant que si
e k
(2) U= 3, u®),

Acta mathematica. 31. Imprimé le 20 mars 1907, 6
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on aura également
U, — 2 &
n== k’uin ).

En effet si le point M n’appartient & aucun des Q(C,) c’est & dire a 'un
des éléments que 'on balaye pour passer des fonctions d’indice n»—1 aux fonc-
tions d’indice », on aura:

U,=U, ul® = ulk)

Si M appartient & 1'un des Qx(C,), il n’appartiendra & aucun autre des Q;(C,);
Les masses génératrices de la fonction U,—;, s’obtiendront en ajoutant entre elles
toutes les masses génératrices des fonctions u{) , en vertu de I’équation (2) et
de la définition de ces masses génératrices. En balayant toutes ces masses on
aura donc:
Un— "—1=2(ug‘)_“£.k-)-1)-
C. Q. F. D
Qu’arrive-t-il maintenant quand = croit indéfiniment; u{® tend vers une
limite »* que nous supposons finie, et U, tend vers une limite U qui peut étre
infinie. On a donc:

U=0U,+ zn (Un—Un) = Zk uf + En 2}: (P — ).

Il faut ici sommer d’abord par rapport & %, puis par rapport & », mais
comme les termes de ces séries sont essentiellement positifs, on peut en intervertir
Pordre et écrire:

U= 30+ 3,3, 00— i) = 3,0
Done la condition nécessaire et suffisante pour que la fonction de GREEN
existe pour le domaine D, c’est & dire pour que la suite des U, ait une limite finie
c’est que la série Eku" converge.
Si cette condition est remplie, nous voyons que les fonctions U et u* étant
harmoniques et positives, on aura également, par le théoréme de HarNack
al du® dU du®
CE LR A L
et par conséquent:

V= Zv"“); Z= I[z"“)

o8 2BV Z étant formées avec u®, U, comme v et z Iont été avec wau § 5;
(la lettre Il représente un produit infini).

Mais les variables 2% sont liées entre elles par les relations linéaires, qui
forment le groupe fuchsoide du § précédent. On prendra donc les diverses trans-
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formées de z par les substitutions linéaires de ce groupe fuchsoide, on en fera le
produit; si ce produit converge c’est que la fonction de Green existe pour le domaine
D et ce produit est précisément la fonction Z déduite de celle fonction de Green U
par les procédés du § 5.

§ 11. Propriétés du groupe fachsoide.

(z x;2 +_§l)
‘iz +

Soit

la substitution la plus générale de notre groupe fuchsoide. Désignons par u(D, O)
la fonction de GREEN relative au domaine D et qui devient infinie au point O.
De cette facon; les fonctions

u(k), U
du § précédent seront désignées par

ulD', %(0)], w(D, 0).

Nous désignerons par z(D, O) la fonction déduite de u(D, O) comme z a été
déduit de » au paragraphe 5.

Nous désignerons simplement par z la fonction z[D', @,(0)] et ce sera notre
nouvelle variable indépendante. Nous aurons alors:

axz + Br

2D, 2(0)] = T 5

le second membre correspondant & I'une des substitutions du groupe fuchsoide;
d’aprés cela, on devra avoir o, =9, =1, B, =7, =0, de sorte que l'indice 1 cor-
respondra & la substitution identique.

On aura alors, d’aprés le § préeédent:

@ 4D, 0) = [ 222 .

Soit maintenant ©,(0') un autre point quelconque de I, on aura d’aprés
le § 7
az+b

z[D', ,(0)]= ot d

@, b, ¢, d étant des constantes; on en conclut

' nt_ a(oxz -+ Bg) + b (1xz + )
2ID', %(0 )]_—G(Otkz + Br) + d(xz + Or)

et on trouvera encore:
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; ; a(axz + i) + b (1k2 + %)
(2) (D, 0)= LD, wON=M (a5 B0+ dlrez £ 8)
Il s’agit donc de savoir si la somme

u(D, 0)=Y log

a2z + ﬁkl
%2 + O

converge, c’est & dire si la fonction de GREEN existe pour le domaine D.

Or en vertu d’un théoréme bien connu la condition nécessaire et suffisante
pour que cette série

az+ 8
X log 12+ 8

converge, c’est que la série

Z(‘~ az + f )

vz + 9
converge absolument, ou encore que la série:
Z ([ o 0z + B 2)

vz+ 0l

converge ou encore qu’il en soit ainsi de la série:

(2z + B) (42’ + 9)
2‘.[1 Tz + ) (ad + a)]

en désignant par z' une quantité qui a méme argument que z et méme module
I
que —; et en effet

az+B 2 +9
12 +06 az +8

sont imaginaires conjuguées. Or cela peut s’écrire (en tenant compte de ad—pBy=1);

z—7
) e Yera o

Il est aisé de voir que pour les termes d’ordre élevé, pour lesquels o, 3,7,8
ont de trés grandes valeurs, |2z’ + B est sensiblement égal & |72’ + Sjeta|yz+3|

Asinsi la condition nécessaire et suffisante pour que la fonction de Green existe
c'est que la série:

1
Lo

converge.
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Reportons-nous au premier chapitre de mon mémoire sur les fonctions fuch-
siennes et rappelons un des modes de raisonnement que nous y avons employés;
soit S une petite aire enveloppant le point z, et soit S (loco citato) ce que devient

o2 + B

tte aire d h. — I
ce a quand on change z en r T o

Nous avons vu que ces aires sont

entre elles comme les quantités

1
|1ez + O]t

et comme la série 28;5 converge certainement, puisque la somme de toutes ces
aires est toujours plus petite que le cercle fondamental, nous en avons conclu
que la série

I
2 |1z + o|*

converge toujours, ce qui est le fondement de la théorie des fonctions thétafuch-
siennes. »
Dans le cas qui nous occupe, nous pouvons en tirer la conclusion suivante:
La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction de Green existe pour le
domaine D, c’est que la série
2V

converge.

Si cette condition est remplie, et si D est simplement connexe, il existe une
fonction Z qui prend aux différents points du domaine D toutes les valeurs
intérieures au cercle de rayon 1 et ne prend chacune d’elles qu’une fois. Elle
permet la représentation conforme du domaine D sur un cercle. Elle n’est pas
alterée par les substitutions du groupe fuchsoide.

Si cette condition est remplie, et si D n’est pas simplement connexe, il
existe une fonction Z qui par rapport aux substitutions du groupe fuchsoide
satisfait & la condition:

52 + %
z (Tkz + gk) = M2 ()
My étant une constante de module 1. :

Qu’arrive-t-il enfin si la condition n’est pas remplie. On pourrait former les
séries thétafuchsiennes, lambdafuchsiennes, etc., tout comme avec les fonctions
fuchsiennes ordinaires; on arriverait ainsi 3 I’étude compléte du domaine D.
Mais nous suivrons une autre voie.
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§ 12. Le domaine D, et sa fonetion de Green.

Je vais utiliser les résultats de la méthode alternante de M. ScHWARz.
Reprenons notre domaine D, sur lequel nous ne faisons aucune hypothése. Soit
C, un élément de ce domaine, ol se trouvera le point O, et ', un autre élément
qui aura pour centre le point 0. Nous pourrons toujours supposer que le point
O qui appartient & C,, n’appartient & aucun autre élément de D, contigu & C,,
et de méme que le point O qui appartient & (), n’appartient & aucun autre
élément de D, contigu a C;.

Construisons ensuite un domaine D, contenu dans D, et qu'on déduira de D
tout simplement en supprimant Pélément C,; les points de D qui font partie
de ), sans appartenir & aucun autre élément de D, contigu & C, ne feront pas
partie de .D,; et au contraire les points des éléments contigus & (", appartiendront
a D,, bien que faisant partie de C,,.

Je dis d’abord que la fonction de GREEN existera pour ce domaine D,.
Formons en effet comme au § 3, la série des fonctions u, en partant du point O
et en effectuant une série de balayages successifs portant sur les divers éléments
de D, (c’est & dire sur les divers éléments de D, sauf sur (). Ces fonctions u,
sont des potentiels logarithmiques engendrés par une masse positive + I située
en O et par diverses masses négatives dont la somme est égale & —1. .

Cherchons la valeur moyenne de wu,. sur la circonférence de C'; prenons
pour un instant des coordonnées polaires r et ®, en prenant pour pole le centre
de C, c’est a dire le point O, et envisageons I'intégrale:

J==fu,.du)

prise le long d'une circonférence ayant son centre en O'; nous aurons:

dJ
r—..

duns
= | 5-rdo.
dr dr
Cette intégrale est, en vertu des théorémes de GREEN, égale 4 — 27 mul-
tiplié par la somme des masses génératrices situées a I'intérieur de la circonférence.

Cette somme est plus petite que 1 en valeur absolue; on a done:

dJ
27t>1‘a7>0-

Si alors 7, est le rayon de la circonférence de C, et si r, est la plus courte
distance de O' a la frontiére de D,, on aura:
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TO
Jo<J, + zulogr—-
1

Mais J, est nul puisque u, est nul en tous les points de C), qui ne font pas
partie de D,; r, n’est pas nul, car le point O' et les points voisins ont été
supposés en dehors de D,; on a donc:

7
J, =fu,,dw < 211:logr—°
1
ce qui veut dire que la valeur moyenne de u, sur la circonférence de ', est plus

. 7 N . . . . I3
petite que log 'r_o; a fortiori la valeur minimum de u, sur cette circonférence
' 1
. 7o
sera plus petite que logT—-
1

Soit Z, I’ensemble des arcs de cette circonférence tels que
T,
u, < log .

On voit que E, ne peut pas se réduire & rien, quel que soit ». De plus
En41 est contenu dans E, puisque

Un+1 > Un .

Done il y a sur la circonférence de €, au moins un point M tel que 'on
ait, pour toutes les valeurs de n

U, < log ;" .
1

En ce point M la suite des u, convergera; et comme elle ne peut converger
en un point sans converger partout (voir § 3) elle convergera dans tout le
domaine D,. La fonction de GREEN que nous appellerons u(D,, O) existe donc
pour ce domaine D, .

Soit 8 la partie commune & C, et & D,; ce sera‘un domaine limité ex-
térieurement par la circonférence (', et intérieurement par une ligne fermée L,
formée d’'un nombre fini d’arcs de cercle appartenant aux circonférences des divers
éléments contigus a C,. Cette ligne fermée L, fera partie de la frontiére de D,.

On peut vérifier que la fonction de GREEN u(D,, O) tend vers zéro quand
on se rapproche de L,. En effet, cette fonction est harmonique et par con-
séquent analytique sur la circonférence C, qui est tout entiére a l'intérieur de D, .
Nous pouvons donc construire une fonction 7' qui soit harmonique dans le
domaine 3, qui soit égale & o sur L, et & u(D,, O) sur la circonférence C,. On
aura alors
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Ug=T=0
sur L, et
U < T
sur la circonférence C,. Comme u,—7T ne peut admettre que des minima,

on aura:
U < T

dans tout le domaine &; et par conséquent
o<u(D,,0)<T.

Mais quand on se rapproche de L,, T tend vers zéro, il en est donc de méme
de u(D,,0). Donc T et u(D,, O) sont deux fonctions harmoniques dans le
domaine 3 et qui prennent les mémes valeurs sur la frontiére de ce domaine.
Elles sont donc égales et I'on a:

w(D,, 0)=T.

Cela nous prouve en méme temps, quen tous les points de L,, la dérivée
du(D,, O)

Jn Se comporte réguliérement, puisqu’il en est ainsi de ‘%pn—

ainsi de %’ puisque le domaine dans lequel la fonction 7' est définie est limité

par un nombre fini d’arcs de cercle et que tous les raisonnements habituels
relatifs au probléme de DirrcHLET lui sont applicables sans difficulté.

Cela posé, supposons que le domaine D soit simplement connexe, le domaine
D, ne le sera pas en général, car par exemple la circonférence C, limite une
aire faisant partie de D, & savoir le cercle C),, mais cette aire ne fait pas partie
de D,. Pour rendre le domaine D, simplement connexe, nous allons y pratiquer
une coupure Q. La coupure @ sera une ligne qui partira d’un point quelconque
de L, et qu'on prolongera indéfiniment dans le domaine D, .-

Je précise; imaginons une série de domaines successifs que j’appellerai

d,, dy, dy, . ..

définis de la fagon suivante; chacun d’eux sera formé d’un nombre fini d’éléments
de D,; d, comprendra entre autres tous ceux de ces éléments qui sont contigus
a C; dpy1 comprendra tous les éléments de d, et d’autres encore; enfin nous
nous arrangerons pour que le domaine comprenant C) et tous les éléments de d,
et que j’appellerai e, soit simplement connexe, et que tout élément de D, fasse
partie de I'un des domaines d, (et par conséquent de tous les domaines suivants
dn+1 s e )

Le domaine e, étant simplement connexe sera limité par une certaine courbe
femée Ly; alors le domaine d, sera doublement connexe et compris entre les deux

s et il en est
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courbes L, et L,; le domaine d,.;—d, sera doublement connexe et compris
entre les deux courbes L, et L,.

Alors notre coupure @ sera composée d’une série d’arcs @,, @,, . .., @, etc.,
Yare @, allant de L, & L, & travers le domaine d, —d,—,. Dans ces con-
ditions la coupure @ rend le domaine D, simplement connexe, et en effet si une
courbe fermée quelconque tracée sur D,, n’enferme pas une aire appartenant
a D;, cette courbe appartiendra & I'un des domaines d,. et enveloppera la ligne L,,
elle coupera donc la coupure @, + @, + --- + @, et par conséquent la coupure Q.

Soit D, le domaine obtenu en partant de D, et le rendant simplement con-
nexe par l'introduction de la coupure Q. Il va sans dire que certains éléments
de D, étant traversés par la coupure @, devront &tre remplacés dans le do-
maine D, par d’autres éléments en nombre fini ou infini, disposés de telle sorte
qu'aucun de ces éléments nouveaux ne soit traversé par @ et que tous les
points de I’élément ancien, sauf ceux de la coupure @, appartiennent au moins
a l'un des éléments nouveaux.

Cela posé je dis que la fonction de GREEN u(D,, O) existe pour le domaine D,;
en effet soit

Uy (D,, O)
une des fonctions obtenues par les balayages successifs, on aura:
un(D,, 0) < u(D,, O)

puisque la derniére fonction est harmonique et positive dans tout le domaine D,
et par conséquent dans tout le domaine D,; que u,, (4 part la masse + 1 qui
est au point O) n’est engendré que par des masses négatives de telle facon que
la différenee

U (D,, O)—u (D, O)

ne peut admettre que des minima et pas de maxima et est d’ailleurs négative
dans tous les éléments ou u,(D,, 0) est nul, c’est & dire dans tous les éléments
de D, sauf un nombre fini d’entre eux.

Donc la suite des u,(D,, O) converge.
C.Q F. D
Le domaine D, étant simplement connexe, ’existence de la fonction u(D,, O)
entraine celle de la fonction z(D,, 0), c’est & dire d’aprés les § 5, 6, 7, 8 la
possibilité de la représentation conforme du domaine D, sur un cercle X. On
voit alors, que la circonférence de K va se partager en quatre arcs; 'un l'arc
AB correspondra & la ligne L,, les deux extrémités A et B correspondant au
point ol la coupure @ aboutit & L,; deux autres arcs A'4 et BB’ correspondront
aux deux lévres de la coupure Q. Le quatriéme arc B'A’' correspondrait & la
Acta mathematica. 31. Imprimé le 21 mars 1907, 7
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frontidre du domaine primitivement donné D. Mais ce dernier arc B'A' peut se
réduire o un point.

Nous sommes donc amenés & distinguer deux cas:

1°. Celui ot I'arc B'A' ne se réduit pas & un point. Dans ce cas je dis que
le domaine D, est susceptible d’une représentation conforme sur un anneau cir-
culaire et le domaine D sur un cercle; la fonction de GREEN u (D, O) existe.

29, Celui ot l'arc B'A' se réduit & un point. Dans ce cas je dis que le
domaine D, est susceptible de représentation conforme sur un cercle, et le do-

maine D sur une sphére fermée.

§ 13. La fonction V.

Proposons-nous d’abord de construire une fonction ¥ qui soit harmonique
dans le domaine D,, égale & 1 sur L, et qui tende vers zéro quand on se rap-
proche de la frontiére du domaine primitivement donné D. Partons d’une fonc-
tion ¥, ainsi définie:

1°. A lintérieur de L,, (c’est & dire dans la partie de D qui ne fait pas
partie de D,) on a V,=1.

2°, Sur L, on a Vy=1.

3°. En dehors de (', et sur la circonférence de (', on a V,=o.

4°. Dans le domaine 3, c’est a dire entre la circonférence C) et L,, la fonc-
tion V, est harmonique, elle tend vers zéro quand on se rapproche de la cir-
conférence (', et vers I quand on se rapproche de L,; elle est donc toujours
comprise entre 0 et 1.

Nous allons maintenant en partant de cette fonction V,, balayer succes-
sivement les divers éléments de D,.

Cette fonction V, se comporte comme un potentiel logarithmique engendré
par diverses masses situées sur L, et & lintérieur de L, (donc en dehors des
éléments de D,) et sur lesquelles par conséquent ne porteront pas les balayages,
et par des masses négatives situées sur la circonférence de C,.

Les masses balayées étant toutes négatives, les fonctions ¥V, seront toujours
croissantes, toujours comprises entre o et 1. La suite des V, convergera donc
vers une certaine limite ¥V qui sera harmonique dans le domaine D,.

Je dis que V ‘tend vers 1 quand on se rapproche de L,. Soit en effet A
un des arcs de L,, soit ¢ la circonférence & laquelle cet arc appartient et qui
limitera un cercle ¢ correspondant & un élément de D contigu & C,; je suppose
d’abord que I'on se rapproche de I'arc ), je construis une fonction 7', harmonique
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& lintérieur de ¢, égale & I sur A et & o sur le reste de la circonférence ¢. Au
moment ou on vient de balayer ¢, la fonction ¥V, est harmonique dans ¢; et on a:

w=T =1 sur A
Vo> 0=T sur le reste de la circonférence c.
On a donc & Pintérieur de ¢
1>V,>T
et par conséquent a la limite:
1>V >T.

Quand on se rapproche de &, 7 tend vers 1, il en est donc de méme de V.
Il reste & voir ce qui se passe quand on se rapproche de Pextrémité d’un des
arcs A, c’est & dire du point d’intersection de deux circonférences telles que c.
Il n’est pas nécessaire pour cela de répéter la discussion. Soient c¢ et ¢' ces
deux circonférences, 4 leur point d’intersection, A et \' les deux arcs de L, qui
font partie de ¢ et ¢'; du point 4 comme centre décrivons un cercle y de rayon
trés petit, et considérons le domaine ¢ commun & 7 et & D, et qui sera limité
par une partie de la circonférence de 7 et par une partie des arcs A et A'; dans
ce domaine la fonction V est harmonique, elle tend vers 1 quand on se rapproche
d’un quelconque des points de A ou de X, le point A4 excepté; cela suffit, d’aprés
les propriétés bien connues des fonctions harmoniques, pour qu’elle tende encore
vers I quand on se rapproche du point 4.

On pourrait seulement se demander si la fonction V ne se réduit pas & une
constante et n'est pas partout égale & 1.

Supposons d’abord qu’il n'en soit pas ainsi. Je dis qu'en tout point intérieur
au domaine D, elle est plus petite que 1. Considérons en effet la représentation
conforme du domaine D, défini plus haut sur le cercle K. Nous voyons que la
fonction ¥V (considérée non plus comme fonction d’un point N du domaine D,
(ou D,) mais comme fonction du point correspondant M du cercle K) est encore
harmonique; elle est d’ailleurs toujours comprise entre o et 1. De plus en un point
M au moins intérieur & K, la fonction V est <1, puisque par hypothése elle
ne se réduit pas identiquement & 1. Soit alors M’ un autre point intérieur & K;
soient V(M) et V(M') les valeurs de V en ces deux points. Comme la fonction
harmonique 1— ¥V est toujours positive, nous pouvons appliquer le théoréme de
HAarNACK et assigner une limite supérieure au rapport

-V
1— V(M)

Comme 1— V(M) n’est pas nul, il en est de méme de — V(M'). Ainsi la

fonction V n’est pas égale & 1, sauf peut étre aux points de D, (ou de D,) qui
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correspondent & un point situé sur la circonférence de K. Mais les seuls points
intérieurs & D, qui correspondent & un point de la circonférence de K sont ceux
qui appartiennent & la frontiére de D,, c’est & dire les points de la coupure @.
Mais comme cette coupure @ a été arbitrairement tracée, et qu'on peut la changer,
le théoréme est vrai pour tous les points intérieures & D).

En particulier on peut assigner une limite inférieure différente de zéro i la
différence 1—V sur la circonférence de C,.

Nous aurions pu au lieu d’appliquer les procédés précédents au domaine D, ,
les appliquer an domaine d, que nous avons défini plus haut et qui est limité
par les lignes L, et L, (Cf. page 40) Nous aurions obtenu une fonction V(dx)
qui aurait été & d, ce que V est & D,.

Ces fonctions V(d,) présentent une grande analogie avec les fonctions u,o
du § 6; on pourrait les obtenir en effet en partant de ¥V et en balayant une
infinité de fois tous les éléments de d,, avant de passer au balayage des autres
éléments de D, .

L’essentiel c’est que

V(da)

va en croissant avec n; l'application du théoréme de HARNACK nous apprend
alors que la suite des V(d.) converge nuniformément vers V, et que, [si V' est
une dérivée quelconque de V et V'(d,) la dérivée correspondante de V(d.)], la
suite des V'(d,) converge uniformément vers V'

Posons maintenant:

AV (d,) "aV

K,=— Tds, = —rds.

Les intégrales sont prises le long de la circonférence de C; ds est 'élément
dV(d,)
dr
la normale & cette circonférence; il résulte de ce qui précéde que la suite des K,

converge vers K; nous poserons alors:

. . 14 .
d’arc de cette circonférence; les dérivées ar’ sont prises par rapport &

_2zV
K

_2nV(d).
Wn - Kn

On voit que la suite des W, converge uniformément vers W, et que la suite
des W' converge uniformément vers W', (en désignant par W et W, une dérivée
-queleconque de W et de W,).

Nous allons maintenant définir des fonctions qui seront & W et W, ce que

by

~vet z étaient & u au § 5. Posons i cet effet, comme dans ce § 5:
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dWw' _ AW AW 4w
d¢ ~  dv’ TdE T dy
aw:, AW, 4w, 4w’
dE T dq’ Tdt dy

L= e WHW) g o= (WatiWy)
Nous voyons que Z, et ses dérivées convergent uniformément vers Z et
ses dérivées. Les fonctions Z et Z, sont uniformes, en effet, quand on tourne
autour de L,, W et W’ augmentent de 27, tandis que Z et Z, ne changent pas.
La variable Z, nous donne la répresentation conforme du domaine d, sur
un anneau circulaire; en effet la frontiére de d, se compose de L, et de Ly,

sar L, on & V,=1, Wn:%,f, et sur L, on a W, =o0; il n’y a pas de difficulté
n

pour établir ce dernier point puisque les lignes L, et L, qui limitent le domaine
d. se composent d'un nombre fini d’arcs de cercle. Il résulte de 14 que Z, ne
peut prendre plus d’une fois la valeur 4 et par conséquent que lintégrale

s
7= ) 7
prise le long d’un contour fermé quelconque ne peut étre égale qu'a zéro ou a

24m. Mais nous avons vu que Z, et ses dérivées convergent uniformément vers
Z et ses dérivées, d’olt il suit que J, tend vers

" dz
J == | 5>

Z—A
ce qui montre que cette intégrale ne peut &tre égale qu’a zéro ou 24w, et que
Z ne peut pendre plus d’une fois la valeur 4.

Done la variable Z nous donne la représentation conforme du domaine D,
sur un domaine plan, & un seul feuillet, c’est & dire dont les diverses parties

ne se recouvrent pas mutuellement et qui est limité intérieurement par la cir-
2%

conférence de rayon ¢ ¥ et extérieurement par une ligne fermée ne pouvant sortir

de la circonférence de rayon 1 (ce dernier point provient de ce que W est

essentiellement positif).

Il faut maintenant établir que cette ligne fermée, qui limite extérieurement
ce domaine plan n’est autre chose que la circonférence de rayon 1. Cest un
probléme analogue & celui du § 8. Nous n’avons qu’a répéter I'analyse de ce
§ que nous ne reproduirons pas. L’ensemble E des points du plan auxquels

correspond un point de D, n’est plus simplement connexe, puisque D, n’est pas
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simplement connexe; mais il est doublement connexe, étant limité intérieurement
2T
par la circonférence de rayon e X; cette circonférence et une courbe fermée

tracée dans E limitent alors toujours une aire faisant partie de E; si donc une
circonférence de méme centre, a tous ses points dans E, il ne pourra y avoir &

Pintérieur de cette circonférence aucun point de 'ensemble E, des points du plan
27

extérieurs & la circonférence ce rayon ¢ X et n’appartenant pas a E.

En g’appuyant 14 dessus on définira comme au § la fonction auxiliaire de
Oscoop p(w).

Nous prendrons ensuite

!
w

le coéfficient 4 étant assez grand pour que ¢ soit plus grand que 27; c’est 4 dire

t=4log

2R
que W, le long de la circonférence de rayon ¢ % qui limite interieurement E.
Le reste de la démonstration se poursuit comme au § 8 et on arrive a la méme
conclusion: tout point ¢ de la frontiére de E est sur la circonférence de rayon I.

Donc la fonction Z nous donne la représentation conforme de D, sur un
anneaw circulaire.

Nous avons ainsi:

1°. Le domaine D, applicable sur un anneau circulaire.

20, L’élément (', qui est un cercle.

Ces deux domaines ont une partie commune & et leur ensemble forme le
domaine
' D=D, + C,—3d.

On peut alors appliquer un théoréme connu de M. SCHWARZ et conclure que
D est applicable sur un cercle. La fonction de GrREEN u(D, O) existe.

Ou dans le raisonnement qui précéde, avons-nous été amenés & supposer gue
la fonction V ne se réduit pas & une constante égale & 1; c’est que si V se
réduisait & 1, la quantité K serait nulle. Ce qui rendrait la démonstration illu-
soire. Supposons donc que V ne se réduit pas & 1, je dis que K ne sera pas nul.
Nous avons en effet comme nous ’'avons vu plus haut, une limite supérieure de ¥,
plus petite que 1 sur la circonférence C',, ¢’est ce que nous avons expliqué plus
haut, soit 4 cette limite; soit alors 7' une fonction harmonique dans le domaine ¢,
se réduisant & 1 sur L, et & A4 sur la circonférence C',; on aura

ar

K>— m;ds

et I'intégrale du 2! membre n’est pas nulle.

Y
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§ 14. Seconde démonstration.

On peut arriver au méme résultat d’une facon plus simple par une autre
voie. Observons d’abord que nous pouvons supposer que la ligne L,, qui limite
D, se réduit & une circonférence concentrique & C,. En effet rien ne nous oblige
4 prendre pour limite de D,, les frontiéres de divers éléments de D, puisque ces
éléments ont été tracés sur D d’une fagon trés arbitraire et qu’on aurait pu
remplacer D par un domaine équivalent au sens du § 2. Sinous avions supposé
plus haut que L, est une circonférence, plusieurs des raisonnements précédents
auraient pu &étre simplifiés.

Soit O' le centre commun de ', et de L,, 7, le rayon de L,, r, celui de
C,, r la distance d’un point quelconque & 0. Considérons la fonction V, elle est
égale & 1 sur L,, et sur O, elle est <4 <1; je dis que nous pouvons assigner
une limite inférieure & la dérivée

av
T dr

en un point quelconque de L,; cette expression est d’ailleurs essentiellement
positive; et en effet cette limite inférieure est

1—4
T
r,log -1+
0 gfo
Je Vappellerai ¢.
Soit ensuite & Vintérieur de L,:
T =1log2
Nous aurons sur I,
aT 1
e

Construisons alors une fonction U satisfaisant aux conditions suivantes:
1°. Dans D, on a

v="
97
2°. A Pintérieur de L, on a:
I
U=T+ —
qr,
3°. Sur L, on a
vtV _p*
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Considérons deux points trés voisins de L,, 'un a Vextérieur, Pautre &
Pintérieur; au 1°f on aura:

b4

_(2U) _—rdV 1
(,d"' )o—~ gry dr "7,

au second on aura

et par conséquent
drl, drl,’
ce qui veut dire que la fonction U, harmonique dans D, et & Pintérieur de L,
présente sur L, une discontinuité correspondant & des «masses génératrices»
positives.
Cela posé, je dis que la fonction de GREEN

w(D, 0
existe; formons en effet par balayages successifs les fonctions
un(D) 0’)

elles admettent une masse + 1 en O, et en outre des masses génératrices qui
sont toutes négatives. La différence:

U—~us(D, 0)

n’est plus discontinue en O’ et comme en dehors de O le potentiel U n’admet que
des masses positives, et u, que des masses négatives, la différence U — u, ne peut
avoir que des maxima, et pas des minima; elle est d’ailleurs positive pour tous
les points qui n’appartiennent pas aux éléments qu’'on a déja balayés; car avant
d’obtenir %, en ces points on a

U>o, Uy == O.
On a donc dans tout le domaine D
U > ’llm,(D, 0’)’

ce qui veut dire que la suite des u,, constamment croissante, tend vers une
limite finie.
On aurait pu évidemment, avec quelques changements, raisonner de la méme
maniére sans supposer que L, est une circonférence, mais cela n’a pas d’intérét.
11 résulte de la par les raisonnements des § s, 6, 7, 8 que le domaine D
est représentable sur un cercle.
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§ 15. Cas ount la fonction de Green n’existe pas pour D,

Nous allons maintenant rechercher ce qui se passe quand la fonction V est
constamment égale & 1. Reprenons la fonction de GREEN u(D,, 0) et supposons

1

encore que L, est une circonférence concentrique & C; envisageons la dérivée
du(D,, o)
dr
aux différents points de L,; nous avons vu au § 12 qu’elle s’y comporte régu-
iérement; posons:

H= r‘iu_('__DL.o_)dg_
J dr

Elle représente au facteur — 2x prés, les masses négatives que les balayages
ont amenés sur L; la masse négative totale étant — 1, on a:
H<z2rz.
Supposons d’abord
H<ox,
je dis que dans ce cags V n’est pas constamment égale & 1.

En effet envisageons le domaine d, limité par L, et L, et imaginons que O
fasse partie de ce domaine, ce qui arrivera pourvu que % soit assez grand.
Ecrivons simplement « au lieu de «(D,, o) et V, au lieu de V(d,); nous aurons,
la formule de GREEN:

)ds=2nV,°..

[\
aVa. du
S -7

Dans cette formule V,, est la valeur de ¥, en O; Vintégration est étendue
4 tous les éléments ds de la frontitre d’'un domaine contenant O; les dérivées %

représentent les dérivées estimées suivant la normale a cette frontiére, cette
normale étant dirigée vers I’extérieur.

Nous pouvons appliquer cette formule au domaine d, dont la frontiére se
compose d’un nombre fini d’arcs de cercle, de sorte que toutes nos fonctions s’y
comportent réguliérement.

Saur L, on a:

du___du
dv  dr

AV o dw\ ,
Lo

Acta mathematica. 81, Tmprimé le 21 mars 1907. 8

=0, V,=1,
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Sur L, on a:

Va=o0, u>o0, ‘—i—ﬁ‘<o,
dyv

, ; P
{(ud—l-]-—— V,.d—':) ds<o.

N dv
On a donc
} +f=21:V,°,; f<0, j=H
L, ‘L L, Lo
d’ou:
2t Va< H;
on a donc & la limite
2zV*'<H,

V° étant la valeur de V au point O, et si H<2=w
Ve<gr.

La fonction ¥V n’est donc pas constamment égale & 1, ce qui permet d’appli-
quer les démonstrations des deux § précédents et de conclure que D est repré-
sentable sur un cercle.

Supposons maintenant H = 2=.

Dans ce cas, je dis que le domaine D, est représentable sur un cercle.

En effet continuons & écrire » au lieu de u(D,, 0) et déduisons-en les fonc-
tions » et z comme au § 5. Bien que le domaine D, ne soit pas simplement
connexe, la fonction z sera uniforme, et en effet quand on tourne autour de L,,
v augmente de H, c’est & dire de 2w, z est multiplié par €%~ et ne change pas.

A chaque point de D,, correspond donc un point du plan des 2z et ce point
est situé & l'intérieur du cercle I' de centre O et de rayon 1. Il faut voir main-
tenant si la fonction z ne peut pas reprendre plusieurs fois la méme valeur.

Reprenons les notations du § 13 en posant:

4V (dn) __(a¥
Kn—' J ——_——dr ds, K——- ——*dr d8,
__ZWV _ZﬂV(du)
We="g Wn= K, °

Z = e‘( W+"W'), Z"-: e_(Wn‘*'”V'n) ,

W' et W, ayant méme sens que dans ce § 13.
Les conclusions précédentes subsisteront, c’est a dire que la variable Z,
donnera la représentation conforme du domaine d, sur un anneau circulaire,
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_2r
compris entre les deux circonférences concentriques de rayon 1 et ¢ £». Seulement
dans le cas qui nous occupe, K, qui va constamment en décroissant, tend vers
zéro, et on a K =0, V=1, W=ow. Je dis que K, va constamment en décrois-
sant avec n; et en effet V(d,) va constamment eu croissant, sauf sur L, ou elle
reste égale & 1; il en résulte que sur L,
__d(Vdn)
dr
et par conséquent K, vont en décroissant.

Cela posé, considérons u(d,, 0) comme fonction de Z,. C’est une fonction
2z
harmonique dans I'anneau circulaire (l, e Kn), sauf an point correspondant & o

ou elle devient logarithmiquement infinie, et qui s’annule sur les deux circon-
férences qui limitent cet anneau. Clest donc le logarithme du module d’une
fonction doublement periodique de 3° espéce par rapport au logarithme de Z,.

Je précise; considérons un systéme de fonctions doublement périodiques

admettant pour périodes 247 et 4—“, de sorte que si F(log Z,) est 'une de ces
n

fonctions on ait

F(log Z,) =F(log Z, + 2iz)=F (log Z, + %) .

Nous pourrions les considérer comme des fonctions de Z,, mais il vaudra

mieux poser
g_Tt—
YnZ,=—¢ En

2T
de telle fagon que | Y,|=1 le long de L, et | Y,|=e¢ Zn le long de L.
Si nous posons alors: ‘

F(log Zy) = ®(Y,),

nous voyons que ¢ est une fonction uniforme de Y, telle que

4

¢(Yn)=¢(ynez’)
Mais si nous posons
u(dn, 0) =log|2(¥,) Y|
Q sera une fonction de 3° espéce, c’est & dire que ce sera une fonction uniforme
de Y, satisfaisant & la condition

iz 4hm
Q (Y,.eK")=a9(Y,.), oekn =1,



60 H. Poincaré.

o et A sont des constantes. Si Y3 est la valeur de ', qui correspond au point O,
valeur que nous pouvons toujours supposer réelle puisque P'argument de Y, n’est
déterminé qu’a une constante prés, la fonction Q devient infinie pour
dm% .
Yo=Y, Y,=Yhe&n  (m entier positif ou négatif)

et nulle pour
4m7T

e &n,

e =1
Tr=yy Ir=v;
Elle se réduit a 1, pour Y,=1, et elle est par la entiérement déterminée
par le quotient de deux fonctions 8.
Il est aisé de voir que si nous posons:

Y,

H,—— du(d.,, O)ds
dr
Lo
on aura H,<2=wn, 2sh=H—H,=2n—H,.
On aura d’ailleurs:
I—V(d,,).

log| Yul=—2x X,

Lorsque n croit indéfiniment, 1 — ¥V (d,) et K, tendent vers zéro, mais leur
rapport reste limité; je ne sais pas encore 8'il tend vers une limite finie.
En effet la fonction harmonique
V(dns1)— V(dn)

est constamment positive, et elle s’annule sur L,; nous pouvons donc lui appliquer
le théoréme de HARNACK, ce qui nous fournira une limite supérieure et inférieure
du rapport
V(dns1)— V(da)
n’_‘Kn+l

Ces limites s’appliqueront au rapport:
V(dru-p) . V(dn)

K n K n+p
ou en faisant croitre p indéfiniment, au rapport
I— V(d”) .
Kn

Ainsi en chaque point du domaine D,, nous pouvons assigner une limite
supérieure 3

)



Sur 'uniformisation des fonctions analytiques. 61

Nous pourrions de méme assigner une limite supérieure & ses dérivées: car
si V' représente une des dérivées de V., le théoréme de HaRNACK nous fournira
encore une limite supérieure du rapport

Vidnap) — V'(dn)
V(dn+p) - V(dn)

Cela posé nous avons:

log | Q] = u(d,, 0) + X log

Yo
Je dis que quand » croit indéfiniment, log|Q| tend uniformément vers

u(D,, 0); en effet u(d,, 0) tendant uniformément vers u(D,, 0), on peut prendre
n assez grand pour que

w(Dy, 0)— u(d,, 0) <

.

€
2

De plus X tendant vers o, et 10g|§,— restant limité, on peut prendre » assez
n

grand pour que
I

g

Xlog

d’ou
u(D,, 0)—log|L[|<e.

On démontrerait de méme que les dérivées de log|Q| tendent uniformément
vers celles de w{D,, 0), puisque celles de u(d,, 0) tendent vers u(D,, 0) et que

sont limitées.

celles de log l —II,—

On en conclura que Q tend uniformément vers z, et les dérivées de & vers
celles de z quand n croit indéfiniment.

On verrait que dans le domaine d, la fonction € peut prendre la méme
valeur deuxz fois au plus. Si alors Pon considére deux points O et M du
domaine D, et les valeurs correspondantes Y, et Y, de Y,; nous avons vu que

1 1 . . TSP
log| 5| et log |5+~ | sont limités; nous pouvons donc assigner une limite inférieure
YO Y 2
n k(2

a|Y.| et & |Y,|. Soit alors M' un point du domaine d, pour lequel Q reprenne
la méme valeur qu’au point M, et Y, la valeur correspondante de Y,. On
démontrerait, en se servant de I'expression de Q par les séries ®, que quand = tend
vers I'infini, et par conséquent K, vers zéro, (Y, et Y5 restant au dessus d’une
certaine limite) Y’ tend vers zéro, de sorte que le point M' s'éloigners indéfini-
ment sur le domaine D,, il ne pourra par exemple rester dans le domaine d,,
ol p est un nombre fixe plus petit que n. On peut donc prendre n assez grand
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pour que lon soit assuré que @(Y,) ne prendra pas plus d’une fois la méme
valeur dans le domaine d,; mais nous avons vu que £(Y,) tend uniformément
vers z quand n croit indéfiniment (et qu’il en est de méme pour les dérivées)
donc en répétant le raisonnement du § 13, on verrait gque z ne peut prendre qu'une
seule fois la méme valeur dans le domaine d, et par conséquent dans le domaine D,.

Ainsi soit C le cercle de centre O et de rayon I; la fonction z nous don-
nera la représentation conforme du domaine D, sur ce cercle, de telle fagon qu’a
tout point du domaine corresponde un point du cercle et un seul, et qu’a tout
point du cercle ne puisse correspondre plus d’un point du domaine; & un point
de L, correspondra un point de la circonférence du cercle et réciproquement.

Nous serons ainsi conduits & vépartir les points du cercle ¢ en deux en-
sembles, I'ensemble E des points auxquels correspond un point du domaine,
(ensemble dans lequel nous ferons entrer la circonférence dont les points cor-
respondent 3 ceux de L,) et 'ensemble E, des points auxquels ne correspond
aucun point du domaine.

Tous les points de E, sont intérieurs a une circonférence, intérieure elle-
méme 3 la circonférence de rayon 1. Les points de la frontiére de E, sauf
ceux de la circonférence de rayon 1, font partie de E,. La domaine E est
doublement connexe, comme D, dont il est I'image. Si donc nous considérons
une courbe fermée tracée dans E, tous les points de E, seront intérieurs a cette
courbe ou tous extérieurs.

Deux hypothéses sont donc possibles:

1°. Ou bien E, se compose d’un seul point.

2°.  Ou bien E, en contient une infinité; car si K, contient plus d’un point,
il ne peut admettre de points isolés.

Soient dans cette 2% hypothése ¢, ¢, et g, trois points de E,, le premier
sur la frontiére de E. Construisons avec ces trois points les fonctions auxiliaires
d’0Oscoop :

I
v(w), t=log|5|~

Cette fonction ¢ est harmonique dans E sauf en O ou elle devient logarith-

miquement infinie; elle est partout positive et tend vers o quand on se rapproche
de g. La fonction w est uniforme dans E, parce que toute courbe fermée
tracée dans E, n’enveloppe aucun des points singuliers ¢, ¢,, ¢, ou les enveloppe
tous trois.

On a donc t > u(d., 0) et par conséquent

t>u(D,, 0)
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ce qui montre que u(D,, 0) tend vers zéro quand on se rapproche du point g;
on en conclurait comme au § 8 que le point ¢ doit se trouver sur la circonférence
de rayon 1. Maijs il n'en est pas ainsi puisque.tous les points de E, sont in-
térieurs & cette circonférence.

Nous sommes donc ramenés 3 la. 1*® hypothése, d’aprés laquelle E, se
réduit & un seul point.

Pour nous résumer, la fonction z donne la représentation conforme de D,
sur un cercle pointé.

Nous avons donc les deux domaines D, et C,, qui ont une partie commune
g, et représentables le 1°* sur un cercle pointé, le second sur un cercle. Nous
pouvons alors, en appliquant les procédés de M. Scawartz (Monatsberichte de
I’Académie de Berlin, Octobre 1870, page 792) conclure que le domaine total:

D=D +0C,—3

est représentable sur une sphére pointée.

En résumé, un domaine D simplement connexe quelconque est susceptible de
représentation éonforme soit sur un cercle (§ 13 et 14) soit une sphére pointée (§ 15).

Si alors nous nous reportons & la fin du § 12, nous verrons que le 1°° cas
ne peut étre que celui ou Parc B'A4' ne se réduit pas & un point et le 2% cas
celui o cet arc se réduit & un point. On peut donc donner au critére qui per-
met de discerner les: deux cas plusieurs formes entiérement différentes les unes
des autres et différentes aussi de celle qu’avait adoptée M. BRODEN.

Revenons pour terminer 4 notre fonction Y,; nous avons vu que nous
pouvions lui assigner une limite supérieure et une limite inférieure; mais il pour-
rait encore se faire qu’elle oscille entre ces limites quand » croit indéfiniment
au lieu de tendre vers une limite déterminée. Les considérations précédentes
montreraient qu’elle tend effectivement vers une limite déterminée qui est:

22—z, 1—2
2—7, 1—z,’

z, étant laffixe du point unique auquel se réduit Pensemble E,, tandis que z,
est le point inverse de z, par rapport au cercle C.




