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w I. Introduction. 
Dans un m6moire intitul6 (~Sur un th6or~me de la th6orie g~n6rale des 

fonetions~> (Bulletin de la Soci6~ Math~matique de France, tome II,  I883), 

j 'ai d6montr6 que plusjeurs fonctions analytiques d 'une m~me variable ind6pen- 

dante peuvent  toujours 6tre 6gal6es ~ des fonctions uni]ormes d'une m6me variable. 

La question a 6t6 reprise par  M. OSQOOD, puis par M. JOHANSSO~ : Ueber die 

Uniformisirung RI~MAN~'scher l~l~chen mit endlicher Anzahl Windungspunkte 

(Acta Societatis Scientiarum Fennic~e, tome 33, N ~ 7) et enfin dans un int6ressant 

travail de M. B R o n ~ ,  Bemerkungcn fiber die Uniformisirung analytischer Funk- 

tionen (Lund, Berlingsche Buchdruckerei I9O5) que nous aurons l'occasion de 
citer plus loin. 

Men premier m6moire laissait subsister plusieurs questions non r6solues. 

Io Pour tout  point de la surface de RIEMA~Zq, pour lequel les fonctions donn6es 

existent, les fonctions uniformisantes se comportent r6guli~rement. II y a excep- 

tion pour trois de ces points qui constituent ce que M. HILB~.gT appelle des 

Ausnahmss~ellen. Cette difficult6 a 6t6 signal6e de nouveau par M. HmBERT 

darts sa communication au Congr~s des Mathematieiens de Paris en I9OO. 

Elle tient ~ ce qu'on introduit une fonction auxfliaire, inverse d'une fonc- 

tion fuchsienne et que pour ces trois points, cette fonction auxiliaire n'existe pas. 

I1 est possible de l'6carter, et cela de deux mani~res; d 'abord en rempla~ant la 

fonetion auxiliaire par une autre, 6galement inverse d 'une fonetion fuchsienne et 
qui ne pr~sente pas le m6me inconvenient; c'est ce que je fais plus loin au 

w 4; l 'autre mani~re consiste ~ se passer compl~tement de fonetion auxiliaire, 
e'est ee que je fais aux w I 3 et I4. 

2 ~ Mes proe6d6s permettaient bien de d6montrer que l'on pouvait  faire la 

repr6sentation conforme de ma surface de R I ~ M A ~  sur une aire int6rieure k un 
cerele; mais on ne v o y a i t  pas que ce ffit possible sur un eerele; M. OSOOOD a 

6cart6 eette difficult6; nous aurons n6anmoins h y revenir au w 8. 
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3 ~ On n'~tait pas certain que cette fa~on d'uniformiser Ies fonctions ffit la 

plus simple de toutes;  on 6tait m~me certain du contraire par l 'exemple des fonc- 

tions fuchsiennes. L'introduction de la fonetion auxiliaire, arbitraire dans une large 

mesure, donnait  g la solution un caract~re artificiel dont  il eonvenait de se 

d6barrasser, et pour cela fl faUait d6montrer que toute surface de RIEMANN, 
simplement connexe, est repr6sentable soit sur un cercle, soit sur une sph6re 

point6e (ou ce qui revient au m~me sur le plan tout  entier). 

Le probl~me n'est autre chose que le probl~me de Dirichlet appliqu6 K une 

surface de RIr.MANN ~ une infinit6 de feuillets. Malheureusement les proc6d~s 

ordinaires ne sont pas toujours applicables pour deux raisons: 10 parce que le 

domaine auquel on veut  l 'appliquer n'est pas une aire plane ~ un seul feuillet, 

mais est form6 de plusieurs feufllets superpos6s; 2o parce que les fronti~res de ce 

domaine ne sont pas net tement d61imit6es et que souvent m~me on ne peut  pas 
les atteindre, mais s'en approcher pour ainsi dire par une suite ind6finie d'approxi- 

mations. De 1~ la n6cessif~ de faire grande attention aux d6tails de la d6monstra- 

tion, ce qui entralne une assez grande prolixit6. 

Dans le w 2, je pr6cise la notion de la surface de RIEMA~ qu'il Va s'agir 

~d'uniformiser~>. Je  ]a considbre comme un domaine form~ d'une suite d'616ments, 

imbriqu6s les uns darts les autres et correspondant aux divers 616ments d 'une 

fonction analytique au sens W~.I~RST~ASS~ du mot. Je  montre comment on peut  

g6ndraliser cette notion et la rendre plus souple, principalement par r introduct ion 

des ~lgments alggbrique~q qui permettent  de traiter les points de ramification alg6- 
brique de la surface de RI~.MANN comme faisant partie de cette surface. J '6tudie 

les relations mutuelles des diverses surfaces de RIEMANN correspondant aux divers 

syst~mes de fonctions analytiques. 
Dans le w 3, je forme la fonction de GREE~ relative ~ ma surface de RIE- 

~ANN; et je ]a rcpr6sente par une serie qui converge quand cette fonction existe. 

J e  modifie la ddmonstration donn6e dans mort m~moire primitif en la rat tachant  

la mdthode du balayage et je la simplifie par l 'application du th6or~me de 

H ~ c x .  
Dans la w 4, j ' introduis la fonction auxiliaire majorante n6cessaire pour  

assurer la convergence de la serie; je montre que cette fonction peut  ~tre choisie 

de fagon ~ ~viter les A~wdtmsstdlen. 
Dans le w 5, je d6duis de la fonction de GREEN, la fonction analytique z qui 

dolt assurer la repr6sentation conforme de la surface de R r ~ A N N  sur un cercle. 
Dans le w 6, je g6n6ralise la m6thode du balayage de fagon ~ y faire rentrer 

celle que j 'avais employ6e dans mon m6moire primitif. 

Dans le w 7, je compare les diverses fonctions z qu'on peut d6duire d'une 
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m6me surface de RI~,~AN~, et je montre qu'elles sont li6es par des relations 

lin6aires; je montre ensuite que chacune d'elles ne peut  prendre plus d'une lois 

la m6me valeur. 

I1 s'agit ensuite de montrer que la surface de RIEMANN peut  etre repr6sent6e 

sur un cercle; c'est ce qu 'a  fair OSOOOD, je reproduis sa d6monstration dans le 

pr6s6ntant de mani~re ~ faire voir que c'est bien par la fonction 

r6pr~sentation. J e  donne ensuite du m6me th6or~me une seconde 

w 8, mais en la 

z que se fair la 

d6monstration. 

Dans les w 9, Io et II, j '6tudie les propri6t~s des fonctions unfformisantes; 

je montre leur analogie avec les fonctions fuchsiennes, ]curs relations avec un 
groupe analogue aux groupes fuchsiens et  ]a possibilit6 de les representer par  des 

s6ries analogues aux s6ries th6tafuchsiennes. 

A ]a fin d u  m6moire, je cherche ~ me passer de la fonction auxiliaire ma- 

jorante du w 4' Je  consid~re un  domaine D (ou surface de RIEI~ANN) simplement 

connexe, mais d'ailleurs quelconque. J 'en  enl~ve une aire simplement connexe, 

et il me reste un domaine Dj doublement connexe. Au w 12 je forme la fonc- 

tion de GREEN relative ~ ce domaine et je montre qu'eUe existe toujours. Je  

suis amen6 ensuite k distinguer deux cas. 

Le premier cas est examin6 aux w 13 et I4; je montre que dans ce cas le 

domaine D~ est repr6sentable sur une couronne circu]aire et ]e domaine D sur 

un cercle. 

Dans le second cas que j '6tudie au w I5, le domaine Dt est repr6sentable 

sur un cercle, et  le domaine D sur une sphere. 

Les crit~res qui permettent  de discerner entre les deux cas peuvent  se 

pr6senter sous des formes tr~s diff6rentes; on comparera celles que j'ai donn6es 

au w II,  k la fin du w I2, au w I3, au w I5; et  on les rapprochera des crit~re 

proposes par  M. BROD~Ir 

Le th6or~me final (w I4 et 15) permettrai t  de d6montrer l'existence des fone- 
tions fuchsiennes d 'un type  donn6, sans avoir recours ni ~ la n~6thode dire de 

continuit6, ni k l '6quation Au ~ e u. 

w 2. D~flnition des domaines D .  

Repr6sentons-nous une fonction analytique comme le faisait WEIERSTRASS. 
Un ~ldment de ]onction, c'est une s6rie de puissances R convergente k l'int6rieur 

d 'un cercle C. I)eux 616ments sont conti#us quand ]eurs cercles de convergence 

C et C' ont une partie commune, et  quand en tout  point de cettr pat t ie  com- 
mune, les d e u x  s6ries R et R' correspondant ~ ces deux ~16ments ont meme somme. 
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Une/onct ion analytique sera alors constitu6e par un ensemble d6nom~able d'616- 
ments de fonction, tels que l'on peut  passer de Fun quelconque de cos 616ments 

E ~ un autre quelconque E' par une chaine form~e par un nombre fini d'616ments, 

le premier 616ment de la chalne $tant E et le dernier E', et chaque 616ment de 
la chalne 6rant contigu au suivant et au pr~c6dent. Pourquoi cet ensemble 

doit-il 6tre ddnombrable, e'est ce que j'ai expliqu6 au tome 2 des Rendiconti del 

Circolo Matematico di Palermo. 
Cela pos6, voyons ce que nous devons entendre par le domaine D d'une 

fonction analytique F quelconque. C'est l 'ensemble des cercles de convergence 

C relatifs aux diff6rents 61~ments de F ,  mais avec la convention suivante: pour 

que deux points du domaine soient regardds comme identiques, il ne 8u//it pas qu'il8 
aient m~mes coordonnges. Soient E et E'  deux 616ments de la fonction, C et C' 

les cerclos de convergence correspondants; R et R ~ los deux s6ries correspondantes, 

soient M e t  M' deux points consid6r6s comme appartenant  le I ~ k C, le 2 a C ~, 
et ayant  d'ailleurs m6mes coordonn~es; les deux points coincident doncau  point 

de rue  g6om6trique, mais il ne s'ensuit pas qu'ils soient identiques ~ notre 

nouveau point de rue ;  de Fun de ces deux points comme centre, je d6cris un 

cercle K assez petit  pour 6tre contenu tout  entier tant  dans C que dans C'; si 
los deux s~ries R et R r o n t  m6me somme ~ l'int~rieur de K los deux points M 

et M' seront regard6s comme identiquos, sinon non. Ainsi notre domaine sera 

un plan h plusieurs feuillets et en g~n6ral k une infinit~ de feuillets; ce sera une 

aur/ace de Riemann analogue k la surface ~ envisag~e dans le m6moire cit6. 

On pourra faire une convention dfff6rente; on pourra convenir que l'6galit6 

des s6rios R et R' reste une condition n~essaire pour que los deux points M e t  

M' soient identiques, mais que cette condition ne soit plus suffisante. Nous 

pourrons m6me convenir de regarder deux 616monts de la fonction F comme non 

identiquos, bien que les cerelos C et C' correspondants soient les m6mos de m6me 

que los deux s~ries R et R I. Si par  exemple on a F = l/z, et qu 'on parte d 'un 616- 
ment quelconque de cette fonction, l'616ment sur lequel on retombera apr~s avoir 

tourn6 deux fois autour du point z = o  sera g6n6ralement regard6 comme identique 

h l'616ment initial. Mais nous pourrons ~galement convenir de le regarder comme 

diff6rent. 
On d6finira ainsi un autre domaine D', nous pourrons appeler D l e  domaine 

prinvilaal de la fonction F ;  los divers domaines D' soront los domaine8 secondaires 
do cette m6me fonction. Alors h chaque point d 'un domaine secondaire D' cor- 

rospondra un point et  un seul du domaine principal D, mais g un point de D 
pourront correspondre plusieurs points de D' et  en effet pour que deux points 

de D' soient identiques fl faut, mais il ne suffit pas que les deux points correspon- 

dants de D soient identiques. 
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Pour d~ini r  un domaine secondaire D!, nous devons, d!apr~s ce qui p r~k le ,  

dnonccr les conditions n6cessaires et suffisantes pour quc deux de ses points _M 

et _M r doivent ~tre regardds comme identiques. Le choix de ces conditions reste 

arbitraire dans une tr~s large mesure, il est cependant soumis aux restrictions 

suivantes. Soient deux points M e t  M t, ayant  m~mes coordonndcs et appar- 

tenant  respectivement & deux dldments de fonctions; soient C et C ~ les deux 

cercles, R et R r les deux sdries correspondant & ces deux dldments. I1 s'agit de 

savoir & quelles conditions les deux points M e t  M ~ seront identiques. 

io. La condition que R ~ R ~ dans le voisinage des points _~ et M r n'est 

plus suffisante, mais reste ndcessaire. 

2 ~ Si les points M et M t out m~mes coordonndes il y aura une infinit~ 

de couples de points N e t  N r appartenant  respectivement ~ C et & C r et qui 

auront m~mes coordonn~es. Si M e t  M ~ sont identiques, il devra en ~tre de 

m6me pour t ous l e s  couples de points tels que N e t  N ~. 

3 ~ Deux points identiques k un m~me troisi~me sont identiques entre eux. 

4 ~ Si nous considdrons deux dldments q~elconqu~ de la fonction F, et que 
les ccrcles correspondants soient C et C~; il faudra que l'on puisse passer de Pun 

autre par une c]~ne d'un hombre fini d'dldments, dont les cercles soient 

respectivement C, C~, C2 .... , C,, Cr; et de teUe fagon que si ron considbre 

dcux cereles consdcutifs de cette chaine, fly air un point intdrieur tt l'un qui soit 

identique ~ un point interieur ~ rautre. 

On voit aussi la possibilitd de ddfinir un domaine, inddpondamment de route 

fonction F. Il suffit de se reprdsenter un ensemble ddnombrable de cercles 

C~, C2,... en convenant que deux points appartenant ~ deux de ces cereles 

peuvent ne pas ~tre identiques bien qu'ayant m~mes coordonndes, ou m~me que 

deux de ces cercles peuvent coi'ncider sans @ire regardds oomme identiques. Il faut 

alors pour achever de ddfinir le domaine, dnoncer les conditions ndcessaires et 

suffisantes pour clue deux points M et M ~ soient identiques; ces conditions 

devront rester soumises aux restrictions dnoncdes plus haut; la ~r~ ici n'a plus 

de sens, mais les 3 autres doivent subsister. 

Les cercles C~, C2 ..... sont les dldments du domaine, et deux de ces dldments 

sont cuts contigus quand les deux cercles ont une partie commune et que clans 

cette pattie commune, ]es points correspondants sont identiques. Si alors D est 

le domaine principal ou un domaine secondaire d'une fonction F, et si deux 

dldments de D sont contigus, il en est de m~me des deux dldments correspondants 

de F; mais la rdciproque, vraie pour le domaine principal, n'est pas vraie pour 

un domaine secondaire. 

Observons maintenant qu'dtant donnde une fonction analytique, on peut 
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eonstruire pour cette fonction plusieurs domaines principaux. II y a en effet 

une infinit~ de mani~res de d~composer cette fonction en un ensemble d~nom- 

brable d'~l~ments de fonctions. Soit par exemple la fonction l/z, nous pouvons 

prendre une infinit~ d'~l~ments, dont  les cercles de convergence iront tous passer 

par l'origine; mais les centres de ces cercles, qui doivent former un ensemble 

d6nombrable pourront 6tre choisis arbitrairement dans une certaine mesure. I1 

suffit de s'arranger de fa~on que tout  point du plan soit int6rieur au moins ~. 

l 'un de ces cercles. 

Comme nous pouvons choisir d 'une infinit~ de mani~res ces cercles de conver- 
gence, il y a, si nous conservons la d~finition qui precede, une infinit~ de domaines 

qui peuvent  ~tre regard~s comme le domainc principal d 'une m~me fonction 

analytique. Tous ces domaines devront  cependant ~tre regard~s comme ~uivalents. 
Cette notion de l'~quivalence de deux domaines peut aussi se d~finir sans faire 

intervenir la fonction F.  Deux domaines seront d~uivaler~ts quand on pourra 

~tablir entre les points de l'un et ceux de l 'autre une correspondance biunivoque, 

de teUe fa~on qu'~ tout  point de l 'un corresponde un point de l 'autre et un 

seul, & deux points identiques de l 'un deux points identiques de l'autre, ~ deux 

points non identiques de l'un, deux points non identiques de l 'autre; et  ~ deux 

points infiniment voisins de Fun, deux points infiniment voisins de l'autre. 

Un domaine D est contenu dans un domaine D~ quand ~ tout  point de D 

correspond un point de D 1 et un seul; quand ~ un point de D I n e  peut  cor- 

respondre qu'ou bien un seul point de D, ou bien aucun point de D; quand enfin 

deux points de l 'un sont identiques, non identiques ou infiniment voisins si les 

deux points correspondants de l 'autre sont identiques, non identiques ou infini- 

merit voisins. 

Un domaine D sera multiple d'un domaine D~, quand ~t tout  point de D 

correspondra un point de D t et  un seul, tandis qu'~ tout  point  de D~ correspon- 

dent plusieurs points de D ou m~me une infinit~; de sorte que s deux points 

identiques de D correspondent deux points identiques de D~, tandisque la r$ci- 
proque peut  ne pas ~tre vraie; de sorte enfin qu'~ deux points infiniment vot- 

sins de D correspondent deux points infiniment voisins de D1. C o m p / ~  toute~ 

ces d~/initions (domaines ~quivalents, contenus ou multiples) en di~ant que deux 
points correspondants doivent avoir m~mes c, oordonn~es. I1 est clair alors que si D 

est le domaine principal et 1) '  un domaine secondaire d'une fonction analytique 

�9 ', D '  est multiple de D .  

Quelques remarques encore. Nous avons donn~ plus haut  la d$finition d'une 

fonction analytique F et de son domaine principal D;  mais si ]'on s'en tient 

cette d6finition, i] est pennis de supposer que la fonction pourrait  encore ~tre 
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prolong6e analytiquement au del~ de son domaine D, et que la fronti~re de ce 

domaine n'est pas une limite naturelle, mais une limite artifieielle, C'est ainsi 

qu 'un ~l~ment unique de reaction, une seule s~rie avee son cercle de convergence 

satisferait h notre d~finition. Dans ee cas nous dirons que la [onction F est 

incomplete. Elle sera a u  contraire complete, si elle ne peut  pas ~tre prolong6e, 

analytiquement en dehors de son domaine. Si on a une fonetion incomplete, la 

fonction obtenue en la prolongeant analytiquement de routes les mani~res pos- 

sibles sera la fonction compldtge. I1 r~sulte de l~ que le domaine d 'une fonetion 

incomplete est eontenu dans le domaine de sa fonction compldtde. 
Nous pouv0ns 6tendre la notion d'~l~ment; et par exemple admettre  des 

dldments in/inis de fonction form6s par la partie du plan extdrieure ~ un cercle C, 

de centre a, et  par  une s6rie proe~dant suivant les puissances ndgative8 de x - - a  
et convergeant h rext~rieur du eercle C. 

Ce n'est pas tout. Nous regardons en g6n~ral la eirconf~rence d 'un de nos 

cereles eomme ne faisant pas partie de l'~l~ment eorrespondant. Si alors la reac- 

tions /~ poss~de des p61es, d'apr~s ]a d~finition pr~c~dente, ces p61es ne feraient 

pas partie de son domaine, puisqu'ils ne seraient s l'int~rieur d 'aucun de nos 

eercles de convergence mais seulement sur la eireonf~rence, Mais nous pouvons 

envisager outre les ~16ments de fonetion eonsid~r~s jusqu'ici et que nous appellerons 

dldments holomorphes, et qui sent form,s d'une s4rie de puissances et de son eerele 

de convergence, nous pouvons, dis-je, envisager ee que nous apellerons des dldments 
polaires et qui seront form6s d 'un cerele de convergence et du quotient de deux 

s6ries de puissances. Si nous introduisons ces ~l~ments, nous pouvons ~tendre 

le domaine D do la fonction F de fa~on que les pSles en fassent partie. 

Nous pouvons m6me envisager une 3 e sorte d'~16ments, les dldments algdbriques 
form6s d'un eercle de convergence et d 'une s~rie de puissances ]ractionnaires, cela 

pourrait  nous permettre d'6tendre le domaine d 'une fonetion de fa~on que ses 

points de ramification alg6briques en fissent pattie. Ce seraient seulement des 

points singuliers de ce domaine, et lea 416ments correspondants seraient singuliers 

m6me au point de rue  g~om6trique (c'est ~ dire en faisant abstraction de la 

fonction /v qui leur a donn~ naissance) ear un parefl ~l~ment ne serait pas un 

cercle simple, mais un eerele multiple, n ~e s i n  est le d~nominateur des exposants 

fraetionnaires de notre s~rie; de telle fagon qufil y aurait  ~ l'int~rieur de ce 

cerele, n points, qui auraient m6mes coordonn6es et qui devraient n~anmoins 

6tre regard6s eomme distinets; et  qui s'~ehangeraient entre eux quand on tour- 

nerait autour  du centre du cere]e. ~Tous pourrons nous placer tant6t  ~ l'un, 

tant6t  ~ l 'autre de ces diff~rents points de rue. 

Nous pouvons envisager maintenant le domaine d'un ensemble de fonetions 
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analytiques. Soient F1, F2, �9 �9 F~, un pareil ensemble. Un ~l~ment se composera 

d 'un eerele de convergence C, et de p s~ries de puissances R1, R2, . . . .  Rp, eonver- 

genres ~ l'int~rieur de ce cercle, et repr~sentant respectivement une des d~termina- 

tions des p fonctions F1, F2 . . . . .  Fp. Deux ~l~ments C, R1, R2 . . . .  , Rp et C F, Rrx, 

. . . ,  R~ sont contigus quand C et C r o n t  une partie commune et quand on a 

darts cette pattie commune R~ ~ R f l ,  R 2 ~ Rr2, . . . ,  Rp  ~ Rip .  Rien ~ changer 

d'ailleurs ~ la d~finition du domaine principal. 

Que]le relation y a-t-il entre le domaine principal D de l'ensemble et les 

domaines principaux D~, D2 . . . .  , Dp des p fonetions consid~r~es individuellement ? 

Consid6rons un ~16ment de D x et un point de cet ~16ment, il pourra se faire 

qu'en ce point une des fonetions F2, F3,..., Fp n'existe pas; dans ce c a s c e  

point n 'appartiendra pas ~ D; il pourra se faire aussi que l 'une de ces p - - I  

fonctions admette plusieurs valeurs, n par exemple; alors ~ ce point de 1)1 cor- 

respondront n points de D qui devront ~tre rejzard~s comme distinets. Au con- 

traire ~ tout  point de D correspondra toujours un point de D~ et un seul, Nous 

pouvons alors construire un domaine interm~diaire, Dr1, d~duit de Dx en sup- 

primant tous les points de ce domaine auxquels ne correspondent aucun point 

de D; de sorte que Dr~ est contenu darts D~ et que D est multiple de D'~. 

Deux points d 'un domaine quelconque seront infiniment voisins s'ils ont des 

coordonn~es infiniment peu diff~rentes, et s'ils appartiennent ~ un m~me ~l~ment 

de ce domaine. Cela suffit pour qu'on comprenne ce qu'on doit entendre par une 

ligne continue trae~e dans un domaine, par une ligne ferrule, par une aire continue 

dont tous les points font partie d 'un domaine, et par |a fronti~re de cette aire. 

Le domaine sera alors ~ i m ~ l e m e n t  c o n n i e  si toute courbe ferrule trac~e sur ce 

domaine est la fronti~re complete d 'une aire continue dont tous les  points font 

pattie du  domaine. 

w 3. Formation de la fonetion de Green. 

Consid~rons un domaine D quelconque; soit Co un cercle repr~sentant F u n  

des ~|~ments de ce domaine, soit O un point int6rieur ~ Co; nous allons d~finir 

d 'abord ]a fonction initiale no. 

I ~ A l'int~rieur de l'~l~ment U 0. 

Soit O f un point ext~rieur au cercle Co, de telle fa~on que la droite O0 r 

passe par ]e centre de ce cercle, et que le produit des distances de ce centre 

aux deux points O et O r soit ~gal au carr~ du rayon du cercle. A]ors si P est 

P O  
un point quelconque de la circonf~rence de Co, le rapport ~ sera ~gal ~ une 
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constante K .  C'est ce que nous exprimerons en disant que les points O et O' 

sent inverses l 'un de l'autre par rapport au cercle Go. 

Si alors M est un point du domaine, in~r ieur  ~ Co, nous prendons pour la 

valeur de la fonction uo au point M: 

1 MO' .  K 
u0 = og MO  

On volt que u0 devient logarithmiquement infini au point O, est toujours, 

positif ~ l'int(~rieur de Co et nul sur la circonf6rence ee de cerele; u0 peut 6tre 

regard6 comme le potentiel logarithmique dfi s une masse + I plac6e au point 

O et ~ des masses negatives r~.parties sur la eireonf6rcnee de Co. 

2 ~ Dans les 616ments eontigus s Co. 

Si C~ est un 616ment contigu s Co, on aura dans ]a partie commune ~ C~ et 

Co 

MO' . K 
uo = log MO  

et en dehors de cette pattie commune 

'U,o ~--- 0 

3 ~ Dans ]es 616ments non-contigus ~ Co, ou aura partout u0 ~ o. 

On voit d'aprbs cela que la fonetion u0 est partout positive ou nulle, qu'elle 
est continue, mais que ses d6riv6es ne le sent pas. 

Nous allons maintenant  ddfinir une suite ind6finie de fonctions: 

( 1 )  U0,  U l ,  ~ 2 ,  * . . ,  U n ,  ~  

Ces fonctions, comme nous allons le voir, serene routes positives ou nulles: 

elles seront finies, sauf au point O, oh elles deviendront logarithmiquement infinies 

de telle fagon que la diff6rence u n - - %  reste finie. De plus clles seront continues 

mais leurs d6riv6es ne le seront pas. E t  ceci nous ambne ~ d6finir ce que nous 

appelons les masses ggn~ratrices. Ces masses sent r6parties le long des lignes de 

discontinuit6 de ces d6riv6es. Soit dans un 616ment du domaine /5 une de ces 

lignes de discontinuit6; la fonction u, d'apr~s ce qui pr6c~de est continue, mais il 

n 'en est pas de m~me de ses d6riv6es, et en particulier la ~d6riv6e normale, du 
dn 

relative ~ la ligne L subit un saut brusque, quand on franchit cette ligne. C'est 

ce saut brusque divis6 par 2 = qui repr6sente la densit6 de la masse g6n6ratrice 

le long de la ligne L. Les masses ainsi r6parties le long des lignes de diseontinuit6 

sent eomme nous te verrons toutes n6gatives, et il faut y adjoindre une masse 
positive 6gale s + I et situ6e au point O. 

Aeta mathematics. 31. Imprim6 le 19 mars 1907. 2 



10 H. Poincar~. 

l~ous allons voir comment nous passons de l 'une des fonctions de la s6rie 

(1) k la suivante; comme nous connaissons u 0, toutes les autres fonctions de ]a 

s6rie (t) se trouveront ainsi d6finies. Le passage de la [onctiou un dt ta /onction 
Un+l se /era par la mdthode du balayage, que j'ai expos~e duns l'American Journal 
o/Mathematics tome i2. 

Considfirons la fonction u~, soit CK l'616ment du domaine D que nous nous 

proposons de balayer. Envisageons les masses g6ndratrices n6gatives relatives h 

la fonction u~ et situ6es h l'int6rieur de CK; elles sont r~parties le long de cer- 

taines lignes de discontinuit6 L.  S o i t d s  un 616ment de l 'une de ces lignes, et  

--p.ds la masse g6n6ratrice n~gative situ6e sur cet 616ment. Alors nous aurons 

pour la valeur de la fonction un+l - -u~  au point  M: 

I ~ A l'int6rieur de CK: 

/ ~  M Q' . P Q 
u,,+ l ~ u,, -~ ds log M Q . PQ' 

Q est le centre de gravit~ de l'615.ment ds, Q~ est inverse de Q par rapport  

au cercle CK, le point P e s t  un point queleonque de la eirconf6rence de CK; 
PQ 

quel que soit d'ailleurs ce point, ]e rapport  p-~ conservera la mSme valeur, puis- 

que Q et Qr sont inverses par  rapport  ~ C~. L'int~grale doit 8tre ~tendue k 

tous les 61~ments de toutes les lignes ds de discontinuit~ /~ int~rieures h CK. 
2 ~ Dans un ~l~ment Ca contigu k Ck. 

On aura encore: 

j MQ'.  PQ 
u,~+t - -  u,~ = ;. ds log MQ . PQ' 

duns la partie commune ~ Ca et k Ck, et 

U n + l  - -  ~/n ~ 0 

en dehors de cette partie commune. 

3 ~ Dans un 616merit non contigu b~ Ck on aura par tont  u ~ + ~ - - u , =  o. 

I1 r~sulte de lh, que la fonction u,,+x--u,, est par tout  positive ou nulle; 
qu'elle est continue; que c'est un potentiel logarithmique, engendr6 par des masses 

g6n6ratrices positives ,~ds plac~es sur les divers 616ments ds des ]ignes de dis- 

continuit6 L int6rieures ~ Ca, et par des masses n6gatives r~parties sur la cir- 

conf6rence de C~. La densit6 de cette mati~re g6n6ratriee n6gative en un point 

P de cette eirconf6rence est. 

/  /cos cos 
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et ~ ~tant les angles que fair le rayon mend de P au centre de Ck avec lea 

droites PQ et pQr On volt que cette densit4 est toujours finie quelle que soit 

la position du point P sur la eirconf~rence Ck. 
~ous voyons alors que pour la fonction u~+1, les masses n4gatives qui se 

trouvaient sur les lignes L int~rieures s Ck ont disparu; car les masses n4gatives 

qui engendraient un sont ~gales et contraires aux masses positives qui engendrent 

u~+l--u,~. Les masses n~gatives qui se trouvaient ~ I'int~rieur de Ck en ont ~t~ 

balaydes. Si le point O est int~rieur h Ck, il s 'y trouvait  une masse positive + I, 

qui ~tait l 'une des masses g~n~ratriees de u,~. Le balayage ne porte pas sur cette 

masse positive qui subsiste et demeure l'une des masses g6n~ratrices de u~+l. 

Ainsi aucune des masses g~n~ratrices de Un+l n'est g l'int~rieur de Ck, saul la 

masse positive + I qui pourrait  se trouver au point O. Done en aucun point de 

Ck, (sauf au point O, s i c e  point est int~rieur ~ Ck) il n 'y  a de masse g~n~ratice 

de u,~+l. Done en tout  point de Ck sauf en O, la fonction u~+l est une fonction 

harmonique, finie e t  continue ainsi que ses d6riv6es et satisfaisant ~ l '6quation 
de LAPLACE A un+l ~ O. 

On voit de plus que les lignes de discontinuit6 L ne sont autre chose que les 

circonf~rences des cliff,rents cercles qui repr~sentent les ~l~ments du domaine. 

J'ai expliqu~ dans le m6moire cit~, (American Journal, page 225) comment 

on peut choisir l'ordre des balayages de fa~on que chaque ~l~ment du domaine 

soit balay~, une infinit~ de lois. 

iWous avons donc une s~rie de fonctions 

?~I, Uz, . .., ~n, , �9 �9 

toujours positives et tou~ours croissantes; c'est ~ dire que nous avons une s~rie 

dont t o u s l e s  termes sont positifs ou nuls. Deux hypotheses sont possibles; la 

s~rie converge ou elle diverge. Voici ce que nous apprend ~ ce sujet le thdor~me 
de Harnack. 

D'apr~s ce th6or~me, si on a une strie 

I, +h + .-- +I,,+ ... 

et qu'~ l'int~rieur d 'un certain cercle, le terme g6n6ral /~ soit une fonetion har- 
monique et positive; si la s~rie converge en un point int~rieur au cercle, elle 

convergera en tout  autre point int~rieur au cercle; de plus la convergence sera 

uniforme et la s~rie obtenue en la diff~rentiant une ou plusieurs fois terme 

terme sera aussi uniform6ment convergente. 

Cela pos~, consid~rons un ~l~ment C~,. Cet ~]6ment est bMay~ une infinit~ 
de lois. Soient 
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"JJsO~ 1 ~ U ~  ~ . �9 . , U { ~  n ~ �9 �9 �9 

les fonctions obtenues imm6diatement apr~s ces diff~rents balayages. Si le point 

O n'est  pas int~rieur ~ Ck, toutes ces fonctions sont harmoniques & l'int~rieur 

de Ck; en tout  cas, que O soit ou ne soit pas int~rieur s Ck, ]es differences de 

ces fonctions seront harmoniques s l 'int~rieur de C~. Done la s~rie 

(2) 

a tous ses termes harmoniques et positifs et nous pouvons lui appliquer le 

th~or~me de HXR~ACK, si done elle converge en un point de Ck, elle convergera 

darts ce cercle tout  entier. Si la s~rie (z) converge, u~n tend vers une ]imite finie 

quand n croi t  ind~finiment, ce qui montre que u,  ne croi t  pas ind~finimen~ 

avec n, c'est ~ dire que la s~rie (I) converge. La condition nScessaire et suf- 

fisante pour  que (2) converge, c'est que (l) converge. Si done (x) converge en 

un point  de Ck, elle convergera dans tout  Ck, et on en d~duit ais~ment que si 

elle converge en un point du domaine D, elle convergera dans ce domainc tou t  

entier. 

De plus d'apr~s le th~or~me de HARNACK, si la convergence a lieu, elle 

sera uniforme, et on pourra diff~rentier la s~rie terme ~ terme, une ou plusieurs 

lois, la convergence restant uniforme; de sorte que la somme de la s~rie sera une 

fonction harmonique. 

Nous sommes donc en presence de deux hypotheses seulement. 

1 ~ Ou bien u,~ croi t  ind~finiment avec n e t  cela pour tous les points du 

domaine D. 

2 ~ Ou bien, pour tous les points de D, u,~ tend vers une limite u, ct cette 

limite que nous appellerons /onction de Green est une fonctio~ harmonique, saul 

au point O; et dans le voisinage de O, la difference U--Uo est harmonique. 

Cette fonction de GREEN est par tout  positive ou nulle. 

Voyons quelle est l 'influence de l 'ordre des balayages. Je  dis que la fonc- 

tion u ne d~pend pas de l 'ordre des balayages, pourvu que chaque ~l~ment soit 

balay6 une infinit5 de fois. Soit 

?~o~ ~ 1 ~  U , . .  . . . ~  U n ~  �9 �9 �9 

t r o 
?~o~  U ~  " l ~  . . . ~  ~ n ~  . . . 

deux suites de fonctions obtenues par  bulayages suecessifs e t  ayant  respectivement 

pour ]imites u e t  ,u'. Observons que la fonction initiale est la m6me pour les 

deux suites: 

U 0 ~ U ~  �9 
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On a donc ur> u0 puisque ur> Uo; je dis que si u~> un, on aura ~galement 

ur> Un+l. Si on passe de u ,  ~ U~+l en balayant l'~l~ment Ck, on a en dehors de 

Ck, u n ~  Un+l et par consequent ur U~+l. A l'int~rieur de CI~, on voit que u' 

est une fonction harmonique, et il en est de m6me de Un+l puisque Ck vient 

d'6tre balay~. I1 en sera donc de u~--u~+l ,  m~me si O est ~ l'int~rieur de Ck. 

Or sur la circonf6rence de Ck on a u,~+~ ~ u n ,  et par consequent u'>u,~+~. On 

aura donc encore ~ l'interieur de Ck 

On en conclut par r~currence que 

U t ~> ~ 

ct "~ la limite 

On trouverait  de mSme 

u > u'  u > u ' .  

Donc 
U ~  U r . 

Si dans la formation de la suite des u ' ,  t ous l e s  ~l~ments n'~taient pas 

balay~s une infinit6 de lois, ce raisonnement ne serait plus applicable, parcc que 

la fonction u' ne serait pas partout harmonique, des masses g~n~ratrices pouvant 

rester dans des ~l~ments qui auraient fini par ne pas ~tre balay~s. Mais la 

fonction u resterait harmonique et on aurait toujours 

t o U ~ U  n , U ~ U  r 

Peut-on appliquer les m~mes proc~dSs, quand le domaine comprend cc que 

nous avons appel~ un dlgment alggbrique (e'est k dire un cercle multiple, vide 

supra w 2 in fine). Oui, mais il faut expliquer comment on peut balayer un pareil 

~16ment. Soit Ck le cercle en question, A son centre, et supposons quc ce cercle 

soit n ,~*, c'est s dire que chaque point int~rieur h Ck repr~sente n points du domaine 

regard~s comme distincts et qui s'~changent entre cux quand on tourne autour 

de A. Nous construirons un autre cercle C ~ ayant  pour centre un point quel- 

conque B; de telle fa~on qu's tout  point M du cercle Ck de coordonn~es polaires 

et ~o, corresponde un point M '  du cercle C' de coordonn~es po]aires, ~/~ et ~. 

La fonction up avant  le balayage est une fonction harmonique des coordonndes 

de M, sauf le long de certaines lignes de discontinuit~ L off il y aura des masses 

g~n~ratrices n~gatives. Ce sera donc aussi une fonction harmonique des coor- 
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donn~es de M' sauf le long det  lignes L'  form~es p a r  les points  cor respondants  

de ceux de L. Le  long de ces lignes L,  il y a aussi des masses g~n~ratrices n~ga- 

tives, e t  en effet  la fonct ion up consid~r~e comme fonct ion des coordonn~es du 

poin t  M r, est  cont inue  le long de ces lignes, mais ses d~riv~es premieres  ne le sont  

pas. Nous  pour rons  ba layer  pa r  le proc~d~ ordinaire,  celles de ces masses n~ga- 

t i r e s  qui sont  h l ' int~rieur de C', (puisque C F est un  cercte simple, e t  non plus 

un cercle mul t ip le  comme Ck); on d~finira ainsi la fonct ion ut,+l. On voi t  que, 

en dehors  de Ck ou aura  up~up+l ;  de m~me sur la circonf~rence de C F et  p a r  

consequent  sur celle de Ck. A l ' int~rieur  de C1~, on aura  Up+l > up et  up+l sera 

harmonique.  Ainsi nous pouvons  faire la represen ta t ion  conforme du  cercle 

mult iple  Ck sur le cerele simple C F, et appl iquer  la m~thode du balayage au  

cerele C ~. De m~me si nous avions des dlgments in/inis, nous ferions la repre-  

sen ta t ion  conforme de la par t ie  du  plan ext~rieure au cercle C1~, sur l ' int~rieur 

d ' un  cercle C' e t  nous  appl iquerions la m6thode  du balayage ~ ce cercle C r" 

Comparons ma in t enan t  les fonct ions de G~EE~ U et  u' re lat ives ~ deux  

domaines D et  DF: I ~ quand  D est con tenu  dans D'. Soient alors 

' l t o ,  U l ,  �9 . . ,  U n ,  . �9 �9 

e # e 
U o ,  U l ~  �9 . . ,  U n ,  �9 . . 

nos deux  suites de fonctions,  form6es pa r  balayages  successifs e t  relat ives la 

I ~re h D,  la 2 de s D'. Nous  pour rons  supposer :  

t 
U 0 ~ U o 

et en effet  comme D est con tenu  dans D r, nous pour rons  supposer  que  le cercle 

C o qui  est  un  6]6ment de D ,  est  aussi un  616ment de D r. Nous  aurons  alors 

l ' in t6r ieur  de Co 
e 

U o ~ U o ~ O 

et  en dehors  de Co 
t 

'l~ o ~ U o ~ 0 .  

Si la I e r e  suite est  convergente ,  nons appel]erons u s a  limibe et  de m~me si 

la 2 ae suite converge,  sa l imite s 'appel lera  u r. La  fonct ion u r e s t  ha rmonique  

dans D'  e t  par  consequent  dans  D,  (sauf au poin t  0 off c 'est  u r - u 0  qui est  

ha rmonique) ;  elle est d 'ai l leurs posi t ive;  on d~mont re ra i t  comme plus h a u t  que  

l 'on a u ' >  u0, que l 'on a u ' >  u,+l  si u ' >  u , ,  que p a r  consequent  quel que soit 

n on a u ' >  un et  h la l imite:  

i F ~ U .  

D'oh  cet te  consequence,  si la suite des u'~ converge pour le domaine D', la 

suite des u,, relative ~ un domaine D contenu dans D F convergera a /ortiori. 
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2 ~ Quand le domaine D est mult iple de D r. 

Cette fois ~ tout  point  de D' correspondent  plusieurs points de D; si nous 

reprenons nos deux s6ries, il faut  supposer qu 'aux diff~rents points de D qui 

correspondent  h un  mSme point  de D r, la fonction u:, reprend ]a m6me valeur, 

mais que ]a fonction ~1~, ne reprend pas en g~n~ral la mSme valeur. Soit Co 

celui des ~l~ments de D qui contient  le point  O; il y aura  alors d 'autres  points 

O~,O : . . . .  , Op . . . .  qui correspondront  au  mSme point  de D r que ]e point  o; et  

on pourra  les regarder  comme appar t enan t  ~ au t an t  de eercles C~, C~, . . ,  C~, . . .  

qui seront des ~]6ments dist incts de D, mais qui correspondront  ~ un  mSme 

~l~ment de D r. Alors l a  fonction u' n deviendra logar i thmiquement  infinie, non 

seulement en O, mais en O1, 02 . . . .  , tandis  que la fonction un ne deviendra  in- 

finie qu 'en O. 

Alors nous aurons dans ]e cercle C o 

u0 ~ u~ > o 

darts les autres  cercles C~o, C~, etc. 
e 

U o ~ 0 ,  U o ~ O  

et en dehors de ces cerc]es 

Uo ~ ?/"o ~ O. 

Si done la suite des u' n converge on aura:  
t u r > uo >~ Uo 

eL en ra isonnant  comme plus h a u t  on t rouvera :  

u'> un. 

Une observation toutefois;  nous nous sommes appuy6s plus hau t  sur ee que 

la diffdrence u ' - - u ~ + l  est harmonique s r int~rieur  du eerele Ck que l 'on vient  de 

balayer;  sachant  de plus que cette difference est positive sur ]a circonf6renee de 

ce cercle, nous en avons conclu qu'el]e reste positive ~ l ' interieur de ce cercle. 

Ici il peut  se faire que u r -  U,+l devienne infinie, puisque u' devient  infinie aux 

points Op diff6rents de O, tandis que Un+l reste finie, mais alors cet te diff6rence 

tend vers + ~o et  non pas vers - - ~  de sorte que la conclusion subsiste. 

On aura  donc h la limite 

U f ~ U .  

Si  donc la serie converge pour un  domaine D' elle converqera a /ortiori pour un 

domaine D multiple de DL 

3 ~ quand enfin '~ tou t  point  de D correspond un point  de D r et  un  seu], 

tandis qu'h un point de D r peuvent  correspondre soit z~ro, soit un, soit plusieurs 

points de D.  
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Dans ce cas il existe un domaine interm6diaire D" tel que D soit multiple 

de D 'r et D" contenu dans D r. 

Si alors la serie converge pour D', elle convergera pour D", et par con- 

s6quent pour D. 

On volt que la d6monstration du mdmoire cit6 (Bull. Soc. M a t h . ) a  6t6 

simplifi6e par l'application de la m6thode du balayage et surtout par eelle du 

th6or~me de HARNACK, qui permet de supprimer routes les discussions relatives 

l'uniformit6 de la convergence. 

w 4. Introduction de la fonction auxil iaire majorante. 

Consid~rons un syst~me de fonctions 

(I) Yl, Y2 . . . .  , Yp 

et soit D l e  domaine principal de ce systbme; soit D1 le domaine principal de 

l 'une des fonctions yl ; d'apr6s ce que nous avons vu plus haut, ~ chaque point 

de D correspond toujours un point de D~ et un seul; mais h u n  point de D1 

peuvent correspondre z~ro, un ou plusieurs points de D. I1 existe done un 

domaine intermediaire /)1, contenu dans D~ et dont D est multiple, et il en 

r6sulte comme nous venons de le voir, que si la s~rie converge pour D1, elle 

convergera 6galement pour D, et ]a fonction de GREEN existera pour D. 

Soit maintenant D r un domaine secondaire de notre syst~me de fonctions, 

il sera multiple de D de sorte que la fonction de GREEN existera 6galement 

pour D'. 
Cela pos6 il y a des fonctions y~ pour le domaine principal desquelles la 

fonction de GREEN existe certainement. Consid6rons en effet une fonction fuch- 

sienne quelconque 

x = / ( z )  

n'existant qu's l'int6rieur du cercle fondamental, de centre 0 et de rayon ,. 

R6solvons l'6quation x = / ( z )  par rapport ~ z et soit 

z = ~ ( x )  

(x) sera une fonction multiforme dont on peut former le domaine principal D1 

Consid6rons sur ce domaine D~ la fonction 

1 
t = log iZ] 

ce sera la fonction de GREEn cherch~e; elle est en effet toujours positive, et 

toujours harmonique, sauf en un seul point du domaine DI, celui pour lequel on 

a z = o, et en ce point elle devient logarithmiquement infinie. 
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57os fonctions u ,  d u  w pr6c6dent sont toujours plus petites qua t, et cela 

est vrai des fonctions un relatives soit au domaine D1 lui-m6me, soit h tout  

domaine contenu dans DI, on multiples d 'un domaine contenu dans D1. Si done 

notre syst~me (x) eomprend la fonction 

y ,  = z - ~  ~ ( x )  

la suite des us converge et la fonction de GREEn existe, soit pour le domaine 

principal D,  soit pour lm domaine secondaire D' quelconque de ee syst~me (x). 
La fonction t joue le m6me rSle que celle que nous avons dSsign~e par la m6m 

lettre dans le m~moire cit~ (Bull. Soe. Math.). Elle permet de montrer par 

l'in~galit~ 

us< t 

que la s6rie converge sauf pour les points off t e s t  infini. Ces points sont les 

points de D qui correspondent, au point z ~ o de D1; en g6n6ral, il y en a 

plusieurs, l 'un est le point O, les autres pourront s'appeler O1, 02 . . . .  

La fonetion de GR~V.~, d'apr~s sa d~finition, dolt devenir infinie au point O, 

mais rester finie en O1, O2 etc.; seulement le th~or~me de H~a~Z~ACK nous apprend 

que si la s6rie converge en un point du domaine D, elle eonvergera dans tous 

les autres points de ce m~me domaine, sauf au point 0. Or elle converge en 

tous les points oh t est fini; done elle convergera ~galement en O,, 03, . . .  

Nous sommes ainsi dispenses de la consideration des fonctions ti qui dans le 
m~moire eit.~, avaient ~t6 pr~eis6ment introduites pour d~montrer la convergence 

aux points  tels que O1, O~. . . . .  
Supposons maintenant qua dans notre syst~me (x) ne figure pas de fonction 

de eette forme, e'est ~ dire qui soient l'inverse d'une fonetion fuehsienne. Nous 

formerons alors un syst~me: ( I b i s ) ,  obtenu en adjoignant au syst~me (I) une 

p + I e fonetion 

yp+a = z ~ ~(x) 

qui soit I'inverse d'une fonetion fuehsienne. 

Soit h le domaine principal du syst~me (I bis), at N u n  domaine seeondaire 
de ce m6me syst~me. Alors At et 5 sont multiples d 'un domaine ~ eontenu dans 

le domaine principal D du syst~me (I). 
Nous sommes eertains alors que la fonetion de GRSV.N existe pour h e t  N 

puisque le syst~me (x bis) eontient une fonetion inverse d'une fonetion fueh- 

sienne; nous verrons que l'existenee de cette fonction de GREE~, permet d'uni- 
]ormiser les fonetions 

Yl, Y2, . . ' ,  Yp, yp+a 
.Aeta mc~hemati.ea. 31. Imprim~ le 19 mars 1907. 
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c'est ~ dire d'exprimer ces p + I quantit~s en fonctions uniformes d'une m~me 

variable auxfliaire ~; mais une difficult~ peut se presenter; le champ dans lequel 

cette uniformisation sera r~alis~e, comprendra tousles  points pour lesquels les p + I 

fonctions existent, c'est h dire tous les points qui ont un correspondant darts h,  

c'est ~ dire tous le s  points de 8. Elle ne le sera pas pour tous le s  points pour 

lesquelles les p premieres fonctions donnges existent (abstraction faite de l a p  + I" 

fonetion arbitrairement adjointe) c'est ~ dire pour t ous l e s  points de D, si ~ est 

plus petit  que D. La solution pourrait  done paral tre imparfaite et c'est ce qui 

me conduit ~ la discussion suivante. 

On peut faire p]usieurs hypotheses au sujet de la fonction fuchsienne dont 

l'inverse est yp+l. 

I ~ Nous pouvons supposer que le polygone g~n~rateur de cette fonction 

fuchsicnne a des sommets sur le cercle fondamental, c'est h dire qu'il est de la 2e 

ou de ]a 6e families. C'est ce qui arrive par exemple si l 'on choisit pour eette 

onction fuchsienne la fonction modulaire comme je l'ai fait dans le m~moire cit~. 

On sait que cette fonction ne peut prendre aucune des valeurs o, l ,  ~ de sorte 

que la fonetion inverse 

yp+l ~ ~ (x) 

n'existe pas pour x--~o, x =  x, x----- ~ ;  si done il y a dans le domaine D des 

points pour lesquels x prend l 'une de ces 3 valeurs, ces points doivent 6tre 

exclus du domaine 8; ee sont des Ausnahmsstellen. 

20. Nous pouvons supposer que le polygone g~n~rateur est tout  entier 

l 'int~rieur du eercle fondamental, e'est h dire que la fonction fuchsienne est de 

la I ere famille. Darts ce cas, cette fonction peut prendre toutes les va]eurs 

possibles; la fonction inverse 

Yr+l = ~ (x) 

existe pour toutes les valeurs de x. Il arrivera toutefois que cette fonction 

pr~sentera des points de ramification alg6brique. Si nous nous placions au point 

de vue que nous avions d'abord adoptS, c'est ~ dire si nous ne voulions composer 

nos domaines que d'41~ments holomorphes ou polaires, ees points de ramification 

seraient en dehors du domaine principal de cette fonction yp+l; il en sera plus 

de m6me si au contraire nous admettons les $1~ments alg~briques; s tout  point 

de D correspondra un point du domaine de yp+~ et par cons4quent un point de h.  

Les domaines ~ et D seront identiques; 5 et 5 ~ seront multiples de D et il n 'y  

aura plus d'Ausnahmsstellen. 

Mais il y a quelque chose de plus; soient h et D deux domaines quelconques 

et supposons que h soit multiple de D. Nous dirons que h est rdguli~rement 



en effet M un 

variable. Pour  

finit~ de valeurs 

Sur l'uniformisation des fonctions analytiques. 19 

multiple de D, s'il satisfait ~ la condition suivante. Soit M un point de D; 
soient 

MI, 21/2, . . .  

les points correspondants de h. Soit M r u n  autre point de D infiniment voisin 

de M; nous supposerons que parmi les points de A qui correspondent s M', il 

y e n  air un qui soit infiniment voisin d e  M~, un qui soit infiniment voisin 

de M:,  . . .  

Si cette condition est remplie, c'est ~ dire si A est r6guli~rement multiple 

de D, il est clair que, si s un certain point M de D correspondent un nombre 
/ini n de points de A, alors ~ tout  autre point de D correspondront le m~me 
hombre fini n de points de A. 

Revenons maintenant aux domaines principaux 5 et D des syst~mes ( Ib i s )  

ct (I). Je  dis que A est r~guli~rement multiple de D (si l'on admet des 616ments 
alg6briques, et si la fonction fuchsienne auxiliaire est de la I e re  famille.) Soit 

point du domaine D, et x la valeur correspondante de cette 

cette va]eur x, la fonction yp+l existe et pout prendre une in- 

~'1~ ~2~ ~ ~ "~ ~ q ~  " " "  

qui se d~.duisent de l 'une d'entre elles, ~1 par exemple, en appliquant ~ cette 

quantit6 al les diverses substitutions lin6aires du groupe fuchsien qui engendre 
la fonction fuchsienne auxiliaire. 

Au point M de D, correspondront une infinit~ de points de h, qui j 'appellerai 

(M, a~), (M, a2) . . . . .  (M, %), . . .  

et qui correspondront aux diff6rentes valeurs de la fonction yp+l. 

Soit maintenant M r un autre point de D, infiniment voisin de M; soit 
x + e la valeur correspondante de x, et 

~ , ,  ~2, . . . ,  ~ . . . .  

les d~terminations correspondantes de y~+l. Au point M' de D eorrespondront 
une infinit6 de points de h qui sont: 

(M', ~1), ( Mr, ~2), . . . ,  (M', ~q) . . . .  

Ce qu'il s'agit de d6montrer, c'est que parmi ces points il y en a un qui diff~re 

infiniment peu de (M, aq), et comme M r diff~re tr~s peu de M par hypoth~se, 

il suffit d'~tab]ir que parmi les d~terminations de T(x § ~), il y e n  a une, ~ par  

exemple, qui diff~re infiniment peu de la d6termination aq de T(x). Or cela 

para~tra ~vident pour peu qu'on r~fl~chisse aux propri6t~s des fonctions fucbsiennes 
de la I ~ famille. 
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Soit maintenant D u n  domaine quelconque; je dis que nous pourrons trouver 

un domaine A, r6guli~rement multiple de D et simplement eonnexe. Soit en effet 

Co l'dldment initial de D, C u n  dldment quelconque, M un point intdrieur ~ C, 

M 0 un point intdrieur ~t Co. On peut  aller sur le domaine D de M 0 en M par 

plusieurs chemins; envisageons deux de ces chemins; ils pourront ~tre ~quivalents, 
e'est ~ dire qu'ils pourront  limiter une aire continue situ~e sur D; mais ils pour- 

ront aussi ne pas l'6tre, s moins que D ne soit simplement connexe. 

Cela pos~, d~finissons le domaine h; un point de ce domaine sera caract~ris~ 
par le point M de D qui lui correspond, et par le chemin par lequel on est venu 

de M o en M; pour que deux points de 4 ainsi caract~ris~s soient identiques, fl 

faudra et il suffira qu'ils correspondent h u n  m6me point M de D et qu'on soit 

venu de M 0 en M par deux chemins ~quivalents. I1 est clair que 4 est simple- 

ment connexe, je dis qu'il est r~guli~rement multiple de D. Soit en effet M un 

point de D,  appartenant  h u n  ~l~ment C, M o N M ,  MoNrM, deux chemins allant 
de M 0 & M et que je supposerai dquivalents. Ainsi se trouvera d~fini un point 

de A que j 'appellerai (M, M o N M  ). Ce qu'il s'agit de d~montrer, c'est que si M ~ 

est un point de D, tr~s voisin de M,  il y aura sur A un point tr~s voisin de 

(M, M o N M  ) et qui correspondra s M'. E t  en effet, M r ~tant tr~s voisin de M,  

pourra 6tre joint s M par un arc M M  ~ tr~s petit ;  en l 'adjoignant au chemin 

M o N M ,  on obtiendra un ehemin M o N M M  ~ qui en diff~rera tr~s peu; et alors 

le point (M r, M o N M M  r) est un point de 4 qui correspond ~ M ~ et qui est tr~s 

voisin de (M,  M o N M )  . . . .  C. Q. F. D. Ce qui justifie ce r6sultat, c'est que 

si deux chemins M o N M  et MoN~M sont ~quivalents, il e n e s t  de m6me des deux 

chemins M o N M M  r et M o N r M M  r. 
En rgsumd, dtant donnd un syst$me ( I ) quelconque de/onctions multi/ormes, et D 

le domaine principal de ce 8yst~me, on peut tou]ours /ormer un domaine rdquli~rement 
multiple de D, simplement connexe, et pour lequel la /onction de Green existe. 

Et  en effet, formons une fonction yp+l:=T(x), inverse d 'une fonction 
fuchsienne de la I ere famille; adjoignons'la au syst~me (I) de fa~on & former le 

systltme (I bis); le domaine principal 4 de ce syst~me sera r~guli~rement multiple 

de D, ~ la condition que nous admettions des ~l~ments alg~briques. De plus 4 

sera multiple d'un domaine contenu dans le domaine principal de yp+l et comme 

la fonction de GREE~ existe pour ce dernier domaine, elle existera a fo r t i o r i  

pour A. Nous avons vu en effet que la presence d'$1~ments alg~briques n'emp~che 
pas l 'application de la m~thode du balayage. 

Nous pouvons ensuite construire un domaine A', r~guli~rement multiple 

de 4 et simplement connexe. E tan t  r~guli~rement multiple de 4,  il le sera de D. 

De plus la fonction de GREEN existant pour 4,  existera a fo r t io r i  pour 4'. 
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w 5. Les fbnetions v et  z. 

Soit un domaine D quelconque, admet tant  une fonction de GREEN. 

Nous allons maintenant comme dans le m~moire cit~, d~finir les fonctions 

v et v.. Nous avons d6fini d4j~ les fonctions u et u~; si x = ~ + i ~  est la va- 

riable complexe envisag~e, nous aurons: 

d~u d~u 

d~un d~un ~ o 
hu,~ -~ ~ + d~ ~ 

Les ~quations 

(i) 

I dv du  du  dv  

dv,~ du,~ du,~ dv,~ 

sont done compatibles et peuvent servir s d~finir v e t  v~. On ach~ve de 

d~finir ees fonctions en leur imposant la condition de s'annuler en un point A 

different de O; et alors nous aurons 

d u,~ d u,~ . , 
On voit tout  de suite que les suites - ~ - ,  ~ -  convergeant unlformement (en 

du  du  
vertu du th~or~me de HARNACK) et ayant  pour limites ~ ,  ~ ,  la suite v~ 

convergera uniform~ment et aura pour limite v; nous reviendrons plus loin sur 

ce r~sultat pour le pr~ciser. Posons ensuite, toujours comme dans le m~moire cit~: 

z ~ e -("+iv), Zn ~ e-(Un+! v') 

il est clair que la suite z~ a pour ]imite z. Le point essentiel, c'est que la 

fonction z e s t  uniforme sur le domaine D quand ce domaine est simplement 

connexe. 

En effet revenons aux int~grales (2) qui d~finissent v, ces int6grales peuvent 

admettre deux sortes de p6riodes: I ~ une p6riode polaire, relative au point 0 qui 

est un infini pour les fonctions sous le signe f .  Cette p~riode est ~gale ~ 2 ~. 

et 20 , si D n'est pas simplement connexe, des p6riodes cycliques relatives aux 

chemins d'int~gration qui seraient ferm6s sans 6tre dquivalents ~ z~ro. Si D est 



22 H. Poincare. 

simplement connexe, ces derni6res p6riodes n 'existent pas, de sorte que v n'ad- 

met que la p6riode 2~; mais quand v augmente de 27:, z ne change pas. 

Cette fonction est donc_uniforme. 

C. Q. F. D. 

Mais il y a lieu d 'examiner de plus pros la formation de ces fonctions vn 

et zn. Soit d 'abord Co l'616ment initial, eelui qui contient le point O. Nous 

aurons h l'ext6rieur de Co: zo = I et ~ l 'int6rieur de Co 

x - - a  X - - a '  
z~ = x - - a '  X - - a  

expression dont  je vais expliquer la signification: x est la variable ind6pendante, 

c'est ]'affixe du point M de coordonn6es courantes ~ et ~; a est l 'affixe du 

point O, a' celle du point O r inverse de O par rapport  au cercle Co, de telle sorte 

que l '6quation de la circonf6rence de Co soit: 

X sera l'affixe d 'un point quelconque de cette circonf6rence, il en r6sulte 

que la fonction z0 n'est pas enti~rement d6finie, puisque nous pouvons choisir 

arbi trairement X sur cette circonf6rence; z 0 n'est d6finie qu'h un facteur constant 

pr6s de module un. 

Ayant  ainsi d6fini z0, voyons comment les balayages successifs vont  nous 

permettre  de passer de zn h Z~+l. Nous remarquerons que les fonctions zn peu- 

vent  pr6senter des discontinuit6s le long des lignes L, c'est ~ dire le long des 

circonf6rences des diff6rents 616ments; voyons quelle est la nature de ces dis- 

continuit6s. D'abord un est continu; il  en r6sulte que quand on franchit une 

des lignes de discontinuit6, le module de zn ne change pas, mais il n 'en est pas 

de mfime de son argument --Vn. Les d6riv6es de u~ sont au contraire discontinues. 

Soit ds un 616ment de l'arc d'une des lignes L, dv un 616ment normal ~ cette 

ligne; soient 

du~ du~ du~ du~ 
d s '  -d~-' d s - '  d,J 

les d6riv6es de un prises le long de L,  ou le long de la normale ~ L; l 'exposant o 

correspondant h Fun des cSt6s de la ligne L, l 'exposant I & l 'autre c6t6. De 

m~me pour les d6riv6es de Vn. On aura: 

d o d 1 o , Un Un dun dun 
d s - =  d s '  dv = dv + z=m' 
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en d~signant par d m  ce que nous avons appel6 la masse g6n6ratrice situ~e sur 

d s ,  et en posant m ~ d m  ds- de faqon que m ~ repr~sente la densit~ de cette mati~re 

g4n6ratrice. D'autre part  les ~quations (~) nous donnent: 

d u,, d v,, . d u~ d vn 
d s  dv d,~ d s  

et on en conclut: 

d v  ~ dv~ d v  ~ d v  1 
(3) d~ - -  dv ' d s  d s  + 2: :m' .  

Cela pos~, supposons que pour passer de 2' n a Zn+l on veuille balayer un 

certain 616ment Ck, et je supposerai d'abord qu'il s'agisse d 'un 61~ment ho]omorphe 

ou polaire. A l'ext~rieur de Ck nous aurons: 

et ~ l'int~rieur de Ck: 
Z n + l  ~ Zn 

, Zn+l f ' .  (X--0~)  (A- -_ )dm!~2  ! 
(4 )  Jog--z  ( A  - -  " 

Dans cette expression, x est la variable ind~pendante; a est l'affixe d 'un 

point d'une ligne de discontinuit~ L situ~ ~ l'int~rieur de C~; s est l'affixe du 

point inverse de a par rapport ~ Ck, de telle faqon que la eirconf~renee de Ck 

air pour 6quation 

 oon t 

A est l'affixe d'un point quelconque de la circonf~rence de Ck, choisi ar- 

bitrairement, mais une fois pour toutes; d m  r e s t  la masse g6n4ratrice situ6e sur 

l'arc infiniment petit d s  de la ]igne L,  are dent  ]e centre de gravit6 est a. 

Enfin l'int~gration doit 6tre ~tendue ~ toutes les lignes de discontinuit6 int6rieures 

"h C~. A cause des 6quations (3) nous pouvons encore 6crire: 

(4 bis) , z~+l ~ ) (A ~' 0 , 
J o g s =  log ~ ' ) ( A - - ~ )  ~ 2~ ! 

uo et v~ 6rant ]es va]eurs de ]a fonction z,~ de part et d 'autre do ]a ligne de 

discontinuit~ et dans le voisinage du point a de cette ligne. 

Si Ck est un ~16ment i n / i n i ,  c'est s dire comprenant la partie du plan 

extgrieure ~ la cireonf~rence de Ck, nous aurons en dehors de l'~l~ment Ck; 

y~+l = z~, et dans l'~l~ment Ck, qui est tout entier ~ l 'ext&ieur de ]a circon- 

f6rence de Ck: 
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( x - -  ~ ) (A - -  ~') d i v ~ -  v~~ 
(4ter) logZn+az~ = log (x __ a,) (A __ ~ ) I 2~ ! 

Si enfin Ck est un 616ment alg6brique et si Ca est un cercle pple, ou aura h 

l'ext~rieur de Ck: z~+1----z. et k l'int~rieur de Ck: 

(4 quater) . z.+l f ,  

, ]  ( f / ]  - 

Ou voit qu'~ cause des points A qui peuvent 6tre arbitrairement choisis sur 

la circonf6rence de l'$16ment Ck, les fonctions z~ successives ne song d~finies qu'k 

un facteur constant pr6s de module x; et encore ce facteur n'est constant que 

si l'on ne franchit pas une des lignes de discontinuitY, mais il pout varier 

brusquement quand on franchit ces lignes. 

Supposons un chemin ne franchissant et ne touchant aucune de ces lignes 

de discontinuit6, c'est ~ dire aucune des circonf6rences des diff6rents 61~ments, et 

envisageons l'intSgralc : 

. f  dvn fldun, dU,,d~ I 
! 

prise le long d 'un de ces chemins. Puisque le chemin n'a aucun point eommun 

avec aucune des lignes de discontinuitY, on peut construire une aire oh il n 'y  

aura aucune ligne de discontinuit~ et qui contiendra notre chemin. Dans cette 

aire toutes les fonctions u .  song harmoniques et on peut leur appliquer le 

dun dun 
th~or~me de HARNACK; donc la suite des ~ -  et celle des ~ -  convergent uni- 

form~ment, de sorte que fdv,~ tend vers fdv. 
Si nous supposons maintenant  que notre chemin, tout  entier contenu 

l'int~rieur d 'un ~l~ment Ck, coupe une ligne de discontinuit~ L; le m6me raisonne- 

merit n'est plus immSdiatement applicable. E t  en effet les fonctions u ,  sont bien 

routes positives, croissent avec n; de plus elles song harmoniques dans l'aire 

envisag6e, si l 'on donne ~ n certaines valeurs en nombre infini, ~ savoir celles 

qui correspondent aux balayages successifs de l'41~ment Ck, parce qu'apr~s chacun 

de ces balayages, il n 'y  a plus de masses g~n~ratrices dans Ca. Donc par le 

th~or~me de HAR~ACK le suite des u~ et celle des ~ convergent uniform4ment 

pourvu qu'on ne donne ~ n que ces valeurs particuli~res. Mais comme u~ crolt  

avec n, nous pouvons en conclure que la suite des u ,  convergera encore uni- 

form~ment pour toutes les valeurs enti~res de n; seulement la m6me conc lus ion  
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s'impose pas en ce qui concerne les d~riv~es ~ ,  qui ne vont pas n e  n6cessaire- 

en croissant avec n.  D~composons notre chemin en deux parties s6par6es l 'une 

de l 'autre par le point d'intersection P du chemin et de la ligne L.  I1 suffirait 

de d6montrer le th~or~me pour ces deux parties. Soit P M  rune  de ces parties; 

si nous pouvions assigner aux d~riv~es de u .  une limite sup~rieure k, m6me au 

point P ,  le th6or~me serait d~montr6. En effet, nous voulons d~montrer que 
l'on peut prendre n assez grand pour que 

; ( d v - - d v n )  < 

"PM 
quel que soit ~. 

Pour cela nous diviserons P M  en deux parties P N  + N M ;  s i s  est la lon- 

gueur de l'are P N ,  et ), la limite sup~rieure dont nous venons de parler, nous 
a u r o n s  

pM(dV - -  dVn) ( 8~. 

et nous pourrons prendre N assez pros de P pour que sk < ~, et le point N une 

lois choisi, comme N M  ne va plus jusqu'h ]a ligne L, nous pourrions prendre n 
assez grand pour que 

~( dv  - -  dv , )  < 
2 

N M  

Nous sommes done conduits & chereher cette limite sup6rieure k et pour 

eels ~ ~tudier la fa~on dont les masses se distribuent sur les lignes L.  Soit 

une masse m situ~e ~ l'int6rieur d 'un eercle Ck, en A; soit B u n  point de la 

circonf~rence CA, et R le rayon de cette circonf~rence, et O son centre. Ba- 

layons le cercle Ck, cette masse m v a s e  r6partir sur toute la circonf6.renee CA; 

soit ~ la densit6 de la mati~re ainsi r6partie dans ]e voisinage de B. On voit 

que -- est une fonction des trois distances O A ,  O B ,  A B ,  et que cette fonction m 

ne devient infinie que pour A B ~ o. Si le point A d6crit une ligne de discon- 

tinuit6 L int~rieure ~ CA, et si B e s t  un point fixe de la eirconf~rence Ck non 

situ6 sur L, nous pourrons done assigner une limite sup6rieure ~--~. 
m 

Supposons done que B soit un point d'une eirconf6rence CA, mais ne soit 

pas s l 'intersection de CA avec une autre ligne de discontinuitY; je me propose 

de chercher une ]imite sup~rieure de la densit~ de la mati~re att irante en ee 
Acts mathematlca. 31. Imprim~ le 20 mars 1907. 4 
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point. Cette densit~ ne peut varier que dans deux cas: I o quand on balaye Ck. 

2 ~ quand on balaye l'un des dldments dent  fair partie B. Dans le 2 d cas cette 

densitd devient nulle. Dans le ier cas une masse ndgative au plus dgalc h I en 

valeur absoluc est r~partie en diff6rents points A de Ck; on la balaye vers ]a 

circonfdrence de Ck; les points A sent sur les ligncs de discontinuitd int~rieures 

Ck, et comme le point B n'est pas sur une de ces lignes, nous pouvons assigner 

une limite supdrieure ~ la distance A B, et par consdquent d'apr~s ce qui prdc~de 

au rapport ~ de l'accroissement ~ de densitd au point B, par suite du ba- 
rn ~ 

layage d'une masse m situde en A, h cette masse m. Nous avons ainsi une 
Z~ 

limite superieure de ~-~, et comme Zm est au plus dgale ~ I, nous avons unc 

limite H de Z~, c'est ~ dire de l'accroissement total de Ia densitd en B par suite 

du balayage de Ck. Si  nous supposons qu'entre deux balayages conMcuti/s de Ck, 
on balaye toujonr8 l'un des dldments dent /ait partie B, nous voyons qu'avant  

chaque balayage de Ck, la densitd en B e s t  nulle; apr~s ce balayage elle prend 

une valeur infdrieurc h H,  (limite de Z~) et la conserve jusqu'h ce qu'on balaye 

un des dldments dent  fair partie B, elle redevient alors nulle. La densitd au 

point B est donc limitde. 
d u.  d u,~ 

Je dis maintenant  quc les ddrivdes - ~ - ,  ~ -  sent limitdes au point B. 

Ddcrivons en effet autour du point B un petit ccrcle K .  Soit ,~n le potentiel 

logarithmique dfi ~ l 'at traction des masses situdes h l'intdrieur de K et qui sent 

routes sur la circonfdrence de Ck; les densitds dtant limitdes, ~. et ses Cldrivdes 

seront limitdes; la fonction un qui est plus petite que u est limitde. La dif- 

fdrence u n - - T ,  est done limitde h l'intdrieur de K et sur la circonfdrence; de 

plus cette diffdrcnce un-- ,~,  est harmonique s l 'intdrieur de K;  nous pouvons 

done par l'application du thdor~me de tIAR~ACK, trouver une limite supdrieure 

des ddrivdes de u n - - T . ,  et par consdquent de celles de u~, puisque celles de T. 

sent limitdes. 
C. Q. F. D. 

Cc qui pr$c~de ne s'app]iquerait pas h un point B qui serait h l'intersec- 

tion de deux lignes de discontinuit6; ou verrait en effet qu'en un pareil point, 

la densit~ pourrait devenir logarithmiquement infinic, (je veux dire que la densitd 

en un point B ~ de Ck, tr~s voisin de B e s t  de l'ordre de logarithme de la distance 

BB~.) I1 en est de m6me pour les d~rivdes de u~. Au contraire la fonction u .  

elle-m6me, toujours plus petite que u, reste finie. 
Mais nous pouvons toujours dviter de faire passer nos ehemins d'intdgration par 

cos points d'interseetions des lignes de discontinui~. Lc rdsultat resterait le 
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m6me d'ailleurs si on les y faisait passer, car bien que ~ devienne logarith- 

,,. . ,  , f d u n  , 
miquement infinie, i m t e g r a m j  - ~  a~ resterait finie. II rdsulte de lh que l'int6grale 

( d r  - -  dv,~) 

prise le long d 'un chemin quelconque tend vers z6ro quand n croit  ind6finiment. 

On a vu que les fonetions zn ne sont d6finies qu'h un facteur constant prbs 

de module i qui peut  varier brusquement quand on franehit une des lignes L,  

ou ce qui revient au m6me que les fonctions vn ne sont d6finies qu'& une con- 

stante pros qui varie brusquement quand on franchit une des lignes L.  Les 
fonctions v~ outre les variations continues: 

qu'elles subissent quand on d6crit un chemin quelconque, subissent donc des 

variations brusques quand on franchit une ligne L. 

On peut  pour achever de ddfinir les v~, convenir que ces variations brusques 

en certains points de certaines lignes L ,  doivent 6tre nulles. Mais ces variations 

ne peuvent  ~tre nulles partout.  Envisageons en effet les int6grales 

prises le long d'un therein ferm6 queleonque. Elles sont 6gales ~, 2 7:multipli6 

par la somme des masses int6rieures au contour d'int~gration. Pour v, il ne peut  

y avoir que la masse + I situ6e au point O; pour v~ il peut  y avoir en outre 
des masses n~gatives sur les lignes 13. Si done le contour envcloppe le point  O, 

la I er~ int6grale sera 6gale & 2~ et la e ao g6n6rMement plus petite que e~; si 

le contour n'enveloppe pas le point o, la z ~176 int6grale sera ~gale ~ o et la 2 a~ 

g6n6ralement n6gative. 

w 6. Les fonetions uv.~. 

Nous ~avons dit que la  fonetion u obtenue 6tait ind6pendante de l 'ordre des 

balayages; mais nous avons jusqu'ici suppos6 clue ceux-ei 6taient dirig6s de telle 

fa~on que l'on pouvai t  t rouver une fonction u,, don t  l ' ind ice  n est u n  ent ier  [ i n i  

et pour laquelle un 616merit quelconque aurait  6t6 balay6 un hombre de fois 

aussi grand qu'on le veut. Nous consid6rions alors la s6rie 
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u ~ Uo + ( u l -  Uo) + "'" + ( u ~ + l -  u~) + -.- 

comme une s~rie ordinaire; nous pouvons aussi |a traiter comme une s~rie 

double entree. 

Supposons une suite de fonctions h deux indices u,p. La iere Uoo sera eelle 

que nous appelions jusqu'iei Uo; uo.n+l se d4duira de Uo.~ par le balayage d 'un 

certain 61~ment Ck; Ulo sera la limite de Uo.~ pour n-~ oo; ul.n+l se d~duira de 

ul . .  par un balayage; u~o sera la |imite de ul.~ pour n ~  oo; et ainsi de suite; 

up.~+l se d~duira de up.~ par un balayage, et Up+l.O sera la limite de up.. pour 

n = oo. I1 est clair que l'on aura: 

u~+l.m ~ u~+l.0 P up.n+1 P up.n ~ up.0 ~ "" ~ u00 P o ,  

On verrait comme plus haut  que 

ce qui montrerait  que la suite des up.n quand n puis p tendent vers l'oo a une 

limite ~ u ;  et comme cette ]imite est une fonction harmonique en vertu du 

th~or~me de HARNACK, elle est plus grande que les u~ que nous avions envisag6s 

dans les w pr~c6dents. Elle est donc ~ u ;  eUe est donc ~gale ~ u; c'est toujours 

le raisonnement de la fin du w 3 qui s'applique sans changement. 

Nous pouvons par exemple, consid6rer une s~rie de domaines 

do, d~, d2, . . .  

contenus dans notre domaine D, et tels que chacun d'eux soit contenu dans le 

suivant. De plus chaeun d'eux sera form~ d 'un nombre fini d'~16ments de D. 

Alors nous supposerons que les balayages qui font passer de uo. ~ Uo~+~ ne 

portent que sur les ~16ments de do et de telle fa~on que chaeun d'eux soit balayg 

une infinit~ de fois; que les balayages qui font passer de u~.n ~ ul.~+~ ne portent 

que sur les ~l~ments de d~ et eela de telle fa~on que chacun d'eux soit balay~ 

une infinit~ d~ fois; et ainsi de suite. 

Dans ees conditions, il est clair que ul.o est harmonique darts tout  le do- 

maine do, et nul (de m6me que toutes les fonctions Uo..)en dehors de ce domaine 

et sur ses frontigres; que u~.0 est harmonique dans tout  le domaine d~ et nul 

(de m6me que routes les fonctions u~.n) en dehors de ce domaine d~ et sur ses 

frontigres et ainsi de suite. 

Toutes les conclusions des w pr6cOtents s'appliquent sans changement; on 

peut d~finir les fonetions v ~  et zn~ ~ l 'aide des u ~  comme on a d~fini los vn 

et les zn ~ l 'aide des un. On pourrait  seulement se demander si l'on peut encore 

eomme au w precedent limiter la densit~ des masses g~n6ratriees en un point B, 

et si les cons6quences d6duites de cette limitation subsistent. I1 faut  pour eela, 



Sur l'uniformisation des fonctions analytiques. 29 

comme nous l 'avons dit, que (si B e s t  sur la eirconf6renee de Ck) entre deux 

balayages eons~cutifs de Ck, on balaye toujours Fun des ~ldments dont  fait 

pattie B.  I1 est clair qu'on p e u t  remplir eette condition pour les fonetions u0n 

si B e s t  s rint6rieur du domaine do et non pds Bur sa /ronti$re'; pour les fonc- 

tions ul . .  si B est s l'int~rieur du domaine d~ et non par sur sa fronti~re, et 

ainsi de suite. Quelle que soit done la position de B,  on pourra prendre p assez 

grand, pour que la condition ne eesse plus d'etre remplie s partir  du moment 

off on aura form~ la fonction up.1. Nous pouvons done raisonner eomme au w 

pr~e6dent et eonelure que 

(dr  - -  dvp,~) 

prise le long d 'un chemin queleonque, tend vers z~ro, quand on fair tendre n 
puis p vers l'infini. 

Dans le m~moire tit6 (Bull. Soe. Math.) nous avons envisag6 seulement les 
fonetions 

U l . 0 ,  U 2 . 0 ,  �9 � 9  ~ p . 0  �9 �9 �9 

qui sont les fonetions de GR]~EN relatives aux domaines successifs 

d , ,  d ~ ,  . . . ,  d p  . . . 

Nous y trouvions l 'avantage que la fonetion up.0 est harmonique ~ l'int~rieur 

du domaine d~, de sorte que la fonetion zj,.o est uniforme et continue dans le 

domaine dp, (ce qui n'arrive pas pour les fonetions z. suseeptibles eomme nous 
l 'avons vu de variations brusques.) Nous ~vitions ainsi en pattie la discussion 

du w precedent; j 'ai eru pour tant  que cette discussion 6tait par  elle-m6me in- 

structive et je n'ai pas voulu pour cette raison me servir iei du m6me artifice. 

w 7. Propri~t~s de la fonetion z. 

Faisons maintenant  varier la position du point O; et  amenons-le en O'; (le 

sens de cette notation O r n'est done plus le m6me qu'au w 3; O e t  O r d6signent 

simpIement deux points quelconques du domaine D.) On peut  former deux 

fonetions de GREEn U et u ~ devenant logarithmiquement infinies, l'une en O, l 'autre 

en O r, et ce sont ees deux fonetions que je me propose de comparer. 

Nous pourrons diriger les balayages soit comme au w 3, soit comme au w 6; 

nous aurons dans le premier cas une suite de fonetions un, dans le second cas 
une suite de fonetions s double indice upn; mais ces deux suites ont m6me limite. 

Nous d~signerons par u'•, u '~ ,  v,,; v'pn, z~, z'p,~, les fonctions qui sont ~ u ~ ce que 

u~, u~ , ,  v,,, vp,,, zn, z~,,, sont ~ u. 
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' ' soit la valour de Consid6rons en particulier los fonctions Zp.o, Z~.o, a~ zp.0 

en O' et a'~ cello de z' p.0 en O. Je  dis que zp.0 ne pourra prendre qu'une seule 

fois la valeur %; prenons en offer l'int6grale: 

(I) l"  dzp_~, o_ 
j zp.o ~ ap 

Cola pos6 
rapport:  

le long de la fronti6re du domaine d~_,; elle est 6gale ~ e /u ;  en offer quand nous 

ferons le tour de cette frontibre, le point zp.0 dderira un cerele de rayon I puis- 

que up.0 est nul sur route eette fronti6re, et il le d6erira une fois et une seule. 

En effet f d v p . o  est 6gal ~ 2 u, puisqu'en ce qui concerne cette fonction up.0 il 

n'y a ~ l'int6rieur du domaine dp-~ d 'autre masse g6n6ratriee qu'une masse + i 

au point O. Le point ap est d'ailleurs h l'inf~rieur du cercle de rayon r d6crit 

par le point zp.0; l'int6grale (I) est 6gale ~ 2 i=.  Or eette int6grale est 6gale h 

2i= multipli6e par ]e nombre de fois que la fonetion Zp.o prend la valour ap 
l'intdrieur de dp-1. Donc la fonction no prend qu'une seule lois eette valour. 

C.Q. F:D. 
Cette d6monstration ne pout donner lieu ici /L aucune objection, car le 

domaine dp--1 se composant d 'un nombre fini d'616ments, sa fronti6re se compose 

d'un nombre fini d'arcs de cercle; la fonction up.0 pout ~tre ainsi d6finie, comme 
l'a montr6 M. Sc~wARz, /t l'aide d'une 6quation diff6rentielle lin6aire ~ coefficients 

rationnels, de la mfime fagon que les fonctions fuehsicnnes. On pourrait  d'ailleurs 

appliquer Fun quelconque des proc6d6s pour la d6monstration compl6te du prin- 
cipe de DEaICrrLET quand la fronti6re du domaine envisag6 est form6e de lignes 

analytiques, ou plus g6n6ralement quand elle a un rayon de courbure d6termin6. 

(Cf. loco cir. American Journal pages 227, 228, 229.) I1 n 'y  aurait  rien ~ y changer. 

Nous sommes donc certains que up.0 tend bien v e r s o  quand on se rapproche 
ind6finiment de la fronti6re de dp--1; et on peut  appliquer los r6sultats obtenus 

plus haut, non seulement ~ l ' in~rieur, mais ~ la fronti6re de dp-1. On (t6- 

montrerait  de la m6me mani6re que z'p.0 ne peut  prendre qu'une seule fois la 
valour a~.  

soient pp et ~p le module et l 'argument de up, envisageons le 

R -~ z'p.o 9 P z P ' ~  ei~p, 
Zp.o - -  pp e ~p 

Je  dis que ce rapport  ne peut, h l'int6rieur de d~_t, devenir ni nul, ni 

infini; en effet z' et zp.0 6tant finis h l'int6rieur de co domaine, R ne pourrait  p.0 
devenir nul ou infini, que si l'on avait:  
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Io ou bien z'~.0 = o ce qui ne peu t  arr iver  qu 'au  point  O'. 

20 ou bien p~zp.0 -- ei~----o, ce qui est impossible puisque ~p < r, [zp.0[ < r, 

l e i ~ p l  = I .  

3 ~ ou bien % . 0 - - p p e ~ p = o ,  ou zp .o~ap;  ee qui a lieu en O' par  l 'hypoth6se,  

et ne peu t  avoir lieu en aucun  autre  point par  suite du  th6or6me que nous 

venons de d6montrer.  

I1 n ' y  aura i t  donc que pour  le point  O', et en ce po in t  le num6rateur  et  le 

d6nominateur  s 'annulent  et  la fract ion reste finie. 

Done log lR  I e s t  une fonetion harmonique  s l ' int~rieur de d~_l. 

De plus quand on d~crit la fronti~re de dp_~, on a 

Iz~.0l = lz'~.ol = IR] = I 

d'ofi l o g ] R  I = o; cet te fonetion s ' annulan t  s la fronti6re du domaine et  6rant  

harmonique dans  t ou t  le domaine, doit  s 'annuler  dans tou t  le domaine, Donc 

R est une constante  dont  le module est 6gal /~ I .  

Pour  d6terminer eet te  constante  je donnerai  aux fonctions leurs valeurs au 

point  O, c 'est  s dire: 

zrp.o = a s ,  zp.o = o, R = af-P. 
Pp 

On a donc entre z~.o et zj,:o /a relation lindaire: 

(2) zr a~ zp.o--ppei~ p 
p . O  ~ - -  

Pp ppzp.0-- e r 
Soit ma in t enan t  

a ~ p ei~ 

la valeur  de z aft  point  O r, e t a  t la valeur de z t au point  O. Faisons crol t re  p 

ind~finiment, zp.0, z~.0, ap, pp, Tp, a~ t endron t  vers z, z r, a ,  p, ~, a t, et ~ la 

l imite la relation (2) devient  

a r z - -  p e i ~  

( 3 )  z '  - ~  - 
P pz--ei '~ 

Done les deux ]onctions z et z r sont lides par une relation lindaire. Ce n 'es t  

pas tou t ;  z' ne peu t  s 'annuler  qu 'une  fois; h savoir au  point  O r. Done z ne peu t  

prendre qu 'une  fois la valeur  a ,  e 'est  ~ dire la valeur  qu' i l  prend au point  0 ' ;  

et comme O r e s t  quelconque, la /onction z nd. peut prendre qu'une seule /ois la 

mdme vale~tr. 
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w 8. Representation eonforme du domaine D sur un eerele. 

R~sumons les r~sultats obtenus; nous avons vu qu'il existe une fonction 

analytique z du domaine D, qui ne peut  prendre que des valeurs de module 

plus pet i t  que I, et qui ne peut. prendre chacune de ees valeurs qu'une seu]e 

fois, mais nous ne savons pus encore si elle peut  prendre routes ces valeurs. 

En d'autres termes, tra~ons duns le plan des z le cercle K,  de centre 0 et de 

rayon i. Nous aurons une representation conforme du cercle K sur le domaine 

D, de telle faqon qu'~ tout  point de D corresponde un point de K et un seul, 

et  qu'~t tout  point de K ne puisse correspondre plus d 'un point de D.  Mais 

nous ne savons pus encore si h tout  point de K correspond un point de D. 

C'est ce dernier point qu'il s'agit d'~tablir. 

Nous serons donc amends ~ distinguer duns K deux ensembles de points: 

I ~ l 'ensemble E des points de K auxquels correspond un point de D. 2 ~ l'en- 

semble El des points de K auxquels ne correspond aucun point de D. Je  me 
propose de d~montrer que l'ensemble E comprend tout  l'intArieur de K et que 

l'ensemble E1 se r~duit ~ la cireonf~rence de K. 
0bservons d 'abord que autour  de tout  point de E on peut  d~crire un cercle 

de rayon assez petit  pour que t o u s l e s  points int~rieurs h ce cercle appartiennent 

6galement ~ E ,  et  en effet la fonction z ~tant analytique, /~ route aire de D 

correspondra une aire de K. L'ensemble E ne contient donc pus de points isol6s, 
et est contenu duns son propre d~riv~ E'. En revanche E r contiendra des points 

qui n 'appart iendront  pas ~ E et qui repr~senteront la /ronti~re de E.  

Aux diff6rents 616ments Ck de D correspondront des aires 7k du cercle K;  

routes ces aires feront partie de E.  Deux de ces aires ne pourront  avoir de 

points communs que si elles correspondent ~ deux 616ments contigus de D, c'est 

dire ~ deux 616ments te]s que certains points de l 'un soient identiques ~ cer- 

tains points de l 'autre puisqu'~ un point de K ne peut  correspondre qu'un seul 

point de D (Cf. w 2.) Je  remarque d 'autre  par t  que l'ensemble E est sim1~lement 
connexe, je veux dire par  l~ que si une courbe ferrule fait partie de E,  tous les 

points int6rieurs ~ cette courbe feront 6galement partie de E .  Cela r6sulte de 

ce fait que le domaine D est lui-m6me simplement eonnexe. 

Si alors t ous ] e s  points d 'une courbe ferm6e C font partie de E,  c'est ~ dire 
ont leurs images sur D, l 'ensemble de ces images formeront aussi une courbe 

ferm6e. D 6tant simplement connexe, cette courbe enfermera une aire faisant 

partie de D.  Les images sur K des diff6rents points de cette aire, formeront h 

Ieur tour une aire qui ne sera autre chose que l'aire limit6e par  C. 
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Si C est une circonf6renee de centre O, il n 'y  aura h l'int6rieur de eette 

cireonf6renee aucun point de El; si done il n 'y  a pas de points de E t dent  la 

distance ~ O soit 6gale ~ a, il n 'y  en aura pas non plus  dent  la distance soit 

plus petite que a. 

Cela pos6, nous allons donner de notre proposition une premiere d6monstra- 

tion fond6e sur la m6thode de OSaOOD. 

Soit q un point quelconque de la fronti~re de E,  soient ql et q2 deux autres 

points de E1 d'ailleurs quelconques. Construisons une fonction fuchsienne: 

~(w) 
d~finie de ]a fa~on suivante: I ~  ne devra prendre aueune des trois valeurs 

q, ql, q2. 

2 ~ le polygone g~n~rateur aura tous ses sommets sur ]e eercle fondamental 

(c'est h dire qu'il sera de la 3 e famille); ee sera un quadrilat~re dent  Ies c6t6s 

seront conjugu6s deux s deux, de fa~on que deux e6t~s conjugu6es soient adjaeents 
(c'est h dire qu'il sera de genre o); quant  w se rapproehera de Fun des quatre 

sommets, T(w) tendra vers respectivement q, q~, q2 ou ql, (de sorte que notre 

fonetion ~(w) sera li~e ~ la fonetion modulaire par  une relation lin~aire simple.) 
3 ~ de plus on aura 

~(o) = o. 
Posons alors: 

z = ~(w) 

on voit que w e s t  une fonetion multiforme de z et qui ne peut  prendre que des 

valeurs dent  le module est plus peti t  que r. Quand z tend vers q le module de 

toutes les d6terminations de w tend vers l'unit6, je pr6cise: si parmi toutes les 

d6terminations de w, celle dent  le module est le plus pet i t  est wv, le module 

I w0 ] est plus grand qu'une fonction {} ( I z - -  q ]) qui tend vers l 'unit6 quand ] z - -  q ] 
tend vers z6ro. 

J 'observe de plus qu'5 l'int~rieur de E la fonction w peut  6tre regard6e 

comme uniforme. En effet, eet ensemble J~ 6rant simplement connexe, une 

courbe ferm6e tracde sur E ne peut  contenir ~t son int6rieur que des points de E;  

elle ne peut  done contenir aucun des 3 points singuliers q, q~, q~. Nous choisirons 
la d6termination de w qui s'annule pour z----o. 

Posons alors 

eette fonetion t sera harmonique dans E sauf en 0 o~ elle devient logarithmi- 
quement infinie; de plus elle est toujours positive. 

Acta mathematica. 31, Imprim~ le 20 mars  1907. 5 
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Comparons-la s une des fonetions u~; ces fonetions, harmoniques dans D, 

le seront aussi sur K ,  puisque la reprdsentation de D sur K est conforme. I1 

n 'y  aura d'exeeption que pour le point O off ces fonetions deviendront logarith- 

miquement infinies et pour les lignes eorrespondant aux lignes de discontinuitd 

L des w prdeddents et qui en sont l'image sur K;  dans le voisinage de ees lignes 

que nous appellerons l, les fonetions u~ se comportent comme des potentieIs 

logarithmiques engendrds par des masses ndgatives rdpandues sur ees lignes. 

La diffdrence t - - u n  sera done une fonetion harmonique, (m6me au point O) 

sauf sur les lignes l off elle se eomportera eomme un potentiel logarithmique 

engendrd par des masses positives rdpandues sur ces lignes; elle pourra donc avoir 

des maxima, mais pas de minima. 

Sois alors e~ l'ensemble des points appartenant  aux divers dldments que 

l'on a dfi suceessivement balayer pour obtenir u~; sur la fronti6re de e. et en 

dehors de e~, on a: 

/ > o ,  un--~O, $ - - u n > O  

on aura done aussi ~ l'intdrieur de en (off il ne peut pas y avoir de minima): 

t - - U n ~ O  t ~ U n  

et eomme eela a lieu quel que soit n, on a dans E,  h la limite. 

t > u .  

Mais nous pouvons trouver une suite de points 

T f t l : '  ~7~2 :' �9 �9 "~ ~ ' t h : ~  �9 �9 " 

qui appartiennent ~ E et qui se rapproehent ind6finiment de q, puisque q f~it 

partie de E'. Si 

lim mr ---- q, lim 0 (] mr - -  q ] ) = i.  

Soient th et wh les va]eurs de t et de w eorrespondant ~ ran, on aura 

]wh[ > O(]mh-- q]i,  Iim ~wn[ = I, lim th = o. 

se r 6 d u i t h  logl I--I pour z f m h .  L ' i n d g a l i t d t > u  e t  nous 

On a done 

,ogl l--o 
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et ~ la limite 

Le point q est done sur la eirconf6rence du eerele K ,  et comme q est quel- 

eonque, tous les points de la frontigre sont sur eette eireonf6renee, e'est ~ dire 

q u e / ~  eomprend tous le s  points int6rieurs ~ K .  

c. Q. F. D. 
Nous allons donner de la m~me proposition une seeonde d6monstration. 

Remarquons d'abord que les u,~ eonsidgr6es eomme fonctions de z vont se 

comporter comme des potentiels logarithmiques; et les masses g~n~ratrices seront 

les m~mes que les masses correspondantes, quand on regardait les u,~ comme [onctions 

d e  x ~ ~ + i~.  Je ne veux pas dire que les densitds restent les m~mes, parce que 

les aires et les longueurs sur K ne sont  pas ~gales aux aires et aux longueurs 

sur D; mais dans deux aires, ou darts deux arcs correspondants, les quantit~s 

totales de mati~re att irante sont les m6mes. Je fais en passant cette remarque 

bien qu'elle ne doive jouer aucun rSle essentiel dans la d~monstration qui va suivre, 

paree qu'elle d~coule imm~diatement des propri6t~s de la representation conforme. 

Nous allons nous appuyer sur l 'un des th~or~mes de GR~.EN, qui est le 

suivant. Soient V e t  V' deux potentie]s par exemple logarithmiques, on aura 

l'identit~: 

(,) 2mV':2 rW 
les masses m sont celles qui engendrent ]e potentiel V, et chacune d'elles doit 

6tre multipli~e par la valeur de V' au point oceup~ par cette masse. De m~me 

les masses m' sont ce]les qui engendrent W, chacune d'elles doit 6tre multipli~e 

par la valeur correspondante de V. 

Nous allons appliquer ee th~or~me: 

I ~ A la fonction u regard~e eomme fonction de z, c'est un potentiel 

logarithmique engendr~ par une masse + x situ~e au point o, et par des masses 

n~ga~ives - - m  r~parties sur la eireonf~renee de K.  

2 ~ A la fonction u~ regard~e eomme fonction de z, e'est un potentiel 

logarithmique engendr6 par une masse + i situ~e au point o, et par des masses 

n~gatives - -  m~ r~parties sur les lignes de diseontinuit~ I. 

3o. A un potentiel auxiliaire w que nous allons d6finir. 

Soit 

Soit W un potentiel logarithmique, dfi h des masses ~., routes positives et 

routes situ4es s l'int~rieur de K et au sujet desquelles je suppose: 
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i ~ que  la s o m m e  des  masses  ~ con tenues  en t re  les d e u x  circonf6rences con- 

cent r iques  ~ K et  de  r a y o n s  r r e t  r~+ dr' ,  que ce t te  somme,  dis-je, est  6gale h 

h r d / ,  h ~ 6tan t  une fonct ion quelconque de r r, pos i t ive  e t  finie. 

2o que si sur  la circonf6rence de r a y o n  / ,  il y a des points  de  E t ,  routes  

les masses  ~. qui se t r o u v e n t  sur  ce t te  circonf6rence,  sen t  sur  E t .  

Si alors / e t  0 r s en t  les coordonn6es  polaires  de ]a masse  a t t i r a n t e  !s si 

r-----e -~ ,  0 = -  v sen t  celles du  po in t  a t t i r6 ,  on au ra :  

I . 

W = tz log V r ~ + r ' ~ -  2 rr '  cos (0 - -  0') 

Soit  IW le po ten t i e l  que l ' on  d6dui t  de  W en balayant  le cercle K ;  il est  dfi 

des masses  pos i t ives  t~ f situ6es sur  ]a circonf6rence de K ,  e t  il est  6gal ~ W en 

dehors  de  K e t  sur  ]a cireonf6rence de K .  Posons  enfin 

w - ~ W - - W ' .  

L a  poten t ie l  w e s t  alors dfi a u x  masses  ~ et  - -~d ;  il es t  6gal ~ zbro hers  de 

K e t  su r  la eirconf6rence de K .  A l ' in t6r ieur  de K on a:  

w =  ~ l o g  ' - -  2 r r '  c o s  (O - -  O')  > o .  

Le radical  du  second membre ,  q u a n d  on fa i t  va r i c r  0 - -  O f, a t t e i n t  son max i -  

m u m  pour  0 - - 0 ~ - o  e t  cela que]s que soient  r e t r  r (qui s o n t < I ) .  On a done:  

1 

�9 ~ , I - - r r  I F . r .  r~ I - - r r  I 

0 

On vo i t  a i s6ment  que le dern ier  m e m b r e  est  tou jours  fini et  posi t i f ;  qu ' i l  

s ' annu le  p o u r  r = I e t  que s i  h t d a n n u l e  pour r t ~  I ,  si p a r  exemple  h t :  I - - r ' ,  

il s ' annu le  comme  u de sor te  que le r a p p o r t  de  w ~ u res te  fini. On peu t  done 

t r ouve r  une quant i t6  pos i t ive  ), telle que  

(2) w < ~ u .  

L a  formule  (I)  appl iqu6e  h u e t  h u~ nous  donne :  

(u-u . )o=  

Le  I ~r m e m b r e  repr~sente  la va leu r  de u - - u ~  au po in t  O oh s en t  les deux  

masses  + i ;  dans  le second membre ,  il f au t  donner  h u les va leurs  co r r e spondan t  

aux  diverses  masses  m~, et  s u~ les va leurs  r  aux  diverses  masses  m.  
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Mais ces derni~res  masses  sont  routes  sur  K et  sur  ee t te  circonf~rence u,, est  nu]. 

Nous  p o u v o n s  donc ~crire:  

(3) ( ~ -  u,~)0 = ] ~ , ~ u .  

Appl iquons  m a i n t e n a n t  le th~or~me de GaE~Z~ h u et  g w, il v i endra :  

(4) wo--2mw= 2i'.u--2~/u, 
w0 6rant  la va l eu r  de w e n  o. De m 6 m e  en l ' app l i quan t  g u,, et  g w: 

(5) 

Toutes  les masses  y/ sont  sur  la cireonf~renee K de m~me  que routes  les 

masses  m,  or sur  Z on a:  

Nos ~quat ions  p e u v e n t  done s'~,crire: 

(4 bis) w o = ~ l x u  

(5 bis) wo- ~m,w= ~l~u,, 
ou en r e t r a n e h a n t ,  e t  t e n a n t  eomp te  de  (z) 

o u  en v e r t u  de (3) 

(6) ]~ ~ ( u  - -  u,)  < ), (u - -  u,& 

la diff6rence u - - u n  est  t ou jour s  pos i t ive ;  mais  sur  ]es po in t s  de  E~ on a u~ = o ;  

de sor te  que si sur  la c i rconf6renee de r a y o n  r r, il y a des po in t s  de  E 1 , c o m m e  

tou tes  les masses  [~ de ce t te  circonf~rence se ron t  en ces points ,  ]a va leur  cor- 

r e spondan t e  de u - - u n  sera :  
I 

u = log 7"  

On aura  done 
1 

(7) 2~(U--Un) > (h'dr']og ~l" 

a. 6 tan t  la plus cour te  d i s tance  du po in t  0 h l ' ensemble  E l ;  ear  s ' il  y a des poin ts  

pou r  r r = e ,  i| y e n  aura ,  eomme  nous l ' avons  mon t r6  plus h a u t  pour  de E1 

r r > a .  On a d o n e  
1 

< ), ( u -  u,,)o. 
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Quand n croit ind~finement la difference (u--u,,)o tend vers z~ro; il en est 

done de m6me du I er membre, ce qui veut dire que a. tend vers ~; on a done 

0r I~ 

oe qui veut dire que l'ensemble E~ se r~duit s la circonf~rence K. 

C. Q. F. D. 

w 9. Propri6t6s des fonetions uniformisantes .  

Consid6rons un systbme queleonque 

( x )  y , ,  y ~ ,  . . .  

de fonctions muitiformes de x. Nous avons vu au w 4 que si D est le domaine 

principal de ce syst6me, on peut toujours trouver un domaine D r rdguli6rement 

multiple de D, et simplement connexe, pour lequel la fonction de GREEN U existe. 

Ce domaine D' dtant simplement connexe, les w 5 et 8 nous apprendront qu'on 

peut ddduire de u une fonction z; que si dans le plan des z on trace ]e cerele K 

de centre O e t  de rayon l; K tout  point de K correspond un point de D' et un 

seul, et rdciproquement. Donc 

Y~, Y2, . . . ,  x 

sont des [onction8 uni/orme8 de z,  x = ~(z),  y i ~  O~(z). 

J 'a joute  qu'~ tout  point pour lequel les fonctions Yl, Y: . . . . .  existent routes, 

correspondra un point int6rieur h K,  et non pas un point situd sur la eircon- 

fdrenee de K.  Il suffit pour obtenir ee rdsultat de choisir convenablement la 

fonction fuehsienne auxiliaire du w 4 et d 'admettre les 615ments algdbriques. 

I1 n' y a pas d' AusnahmssteUen. 

Cherchons maintenant  les propridtds de ces fonctions uniformes de z, 

x - -  ~ (z ) ,  y~ - -  ~}~(z).  

Nous avons dit que D' ~tait r~guli~rement multiple de D; cela veut dire 

qu's tout  point M de D; correspondent divers points 

MI, M, . . . .  

de D'; si de plus ]e point M varie sur D d'une mani~re continue, il en sera 

de m6me des points M1, M~ . . . . .  sur D r. Si M d~crit une courbe ferrule infini- 

ment petite, il en sera de m6me de MI, M2, . . . ,  mais ce|a ne sera plus vrai en 

g~n~ral si la courbe ferm~e d~crite par M n'est pas infiniment petite. 

Je dis maintenant que si MI d4crit une courbe ferm6e finie, il en sera de 

m6me de M,.  Cela tient ~ ce que le domaine D res t  simplement eonnexe. Soit 

en effet C la courbe ferrule d~crite par M~, elle limitera une certaine aire situ~e 
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sur D r. D6eomposons cette aire en une infinit6 d'aires infiniment petites. Quand 

M 1 d4crira le contour d'une de ces aires partielles, M 2 reviendra h sa valeur 

initiale et d6crira une courbe ferm6e. I1 devra donc en 6tre de m6me quand MI 

d6crira le contour de l'aire totale. 

Donc M~ est fonction uni/orme de M1 et r6ciproquement. Soit 

M2 = fl(Ml) 

la fonction ainsi d~finie; si A est une eourbe, ou une aire d6erite par le point M~ 

alors ~(A) sera la courbe ou l'aire correspondante d~erite par M~. Par exemple 

cette aire A peut-~tre un des 616ments du domaine D r et alors ~q(A) sera un 
autre 616ment de D'. 

Cela pos~ consid6rons les fonctions 

UO~ UI~ U 2 ~ . . . ~  Un~ . .  �9 

formdes en par tant  du point O et en balayant sueeessivement les 616ments 

Q ,  C2 . . . .  , C, ,  . . .  
du domaine D'. 

Formons ensuite les fonctions 
r # f r 

Uo~ ~1,  ~ * "  "~ Un, ' ' *  

en partant  du point ~(o) et en balayant suceessivement les dldments 

fi(C,), fl(O2)i . . . ,  fl(O,) . . . .  

du domaine D r. 

Les ~14ments correspondants C,,  et ~(C~) coincident an point de rue  gdo- 

m6trique, de m~me que les points O e t  ~(O); les op6rations donneront done les 

m6mes r~sultats et on aura, pour un point M, queleonque du domaine D r 

u '  [~ (M~)] ---- u ,  [M,] 
et k la limite: 

u' [~ (M1).] ----- u [M,] 

en appelant u r et u les limites des deux suites u '  et u , .  

Or u r et u sent les fonctons de GREEN form~es respeetivement en p a r t a n t  

des deux points fi(O) et O; k l'aide de ces deux fonctions on peut former les 

deux fonctions z et z r par les proc6d6s du w 5. Nous avons vu au w 7 que ces 

deux fonctions sent li6es par une relation lin6aire. Done les valeurs de z qui 

correspondent aux deux points 

M~, ~(M,) 

sent li~es par une relation lin6aire. Mais ces deux points correspondent h u n  
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m~me point  M du domaine D, et  par  consequent aux m6mes valeurs des 

fonctions: 
y~ = 0~(z) x = ,~ (z). 

Done ces fonctions ~b(z) et 01(z) ne sont pas alt~r~es par  certaines relations 

lin~aires. Ces relations lin~aires sont g~n6ralement en nombre infini, parce que 

les points de D r qui correspondent  s un m~me point  de D sont gdn~ralement en 

nombre infini. Elles forment  na ture l lement  un groupe; enfin de mSme que 

les subst i tut ions des groupes fuchsiens elles n 'a l tSrent  pas la eirconf~rence K .  

Ce groupe tout  h fair analogue aux  t roupes  fuchsiens peu t  s 'appeler ]uchso~de; 

ainsi  sos /onctions t~(z), Oi(z) ne sont pas altdrdes par les substitutions lingaires 

d' un  groupe /uchso~de. 

w to. Relations entre les fonctions de Green. 

Comparons ma in tenan t  les fonetions u~ relatives au  domaine D, et  celIes 

qui sont relatives au  domaine D', r6guli~rement mul t ip le  de D. 

Soit M un point  de D et 

.q, (M), .q2(M), �9 �9 �9 

]es points  correspondants de D'; les fonctions fi~, -qz . . . .  sont continues, mats il 

peut  se faire qu'elles s '6changent les unes avec les aut res  quand M d6crit une 

courbe ferm6e sur D.  

Consid6rons la suite des fonctions 

U(o 1), u i ' ) , , . . ,  . . . .  

relatives au  domaine D r et obtenues en pa r t an t  du  point  ill(O) et  en ba layan t  

successivement les 616ments 

• 1 ( 6 1 ) ,  -0~1(62), . . . ,  wO-l(CB) . . . .  

Consid4rons de m~me la suite des fonetions 

u?,,  u?, . . . . .  u?, . . . .  

relatives au domaine D r et obtenues en p a r t a n t  de ilk(O) et ba layan t  suecessivement 

ilk(CO, P.k(C:), . . . ,  P.k(C,), . . .  

D'apr~s le w precedent  on aura,  pour  un point  M queleonque. 

u(~ ~) [ilk (M)] = u:, [ill ( / ) ] .  

Consid~rons enfin les fonctions:  

U0, U, . . . .  , U .  . . . .  
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relatives au domaine D et obtenues en partant  du point O et balayant suc- 
cessivement les 616ments suivants de D: 

C,, C~ . . . .  , C,  . . . .  

Je  d~signerai par Co l'~l~ment de D dont fait patt ie le point o. Alors le 

point ilk(O) fera patt ie des ~l~ments ilk(C0). Les diff6rents 616ments fl~(Co) n'ont 
aucun point commun. 

Supposons en effet que deux 616ments fl~(C0) et ilk(Co) aient un point 
identique, tous leurs points qui  ont m6mes eoordonn6es devront 6tre identiques, 
d'aprbs l 'une des conditions 6nonc6es au w 2. Or ces deux 616ments coincident 

au point de rue  g6om6trique, done tous les points correspondants de ces deux 
616ments devraient ~tre identiques; si ensuite flt(C~) est contigu h fidC0), ilk(C,) 
est contigu h ilk(C0); les deux 616ments flt(C~) et flk(C~) auraient done des points 

identiques, et il s'ensuivrait, comme pour fit(Co) et ilk(C0), que ces deux 616ments 
devraient 6tre identiques; on verrait  alors de proche en proche, que quel que soit 

le point M, fit(M) serait identique ~ ilk(M). 

Nous devons done admet t re  que les deux ~16ments fit(Co) et ilk(Co)ne 
peuvent avoir aucun point commun, et il cn serait de m6me 6videmment pour 
les deux 616ments fli(C~) et flk(C,). 

Cela pos~, je me propose.de d6montrer que l'on a en un point queleonque 
du domaine D' 

U , ~ = ~  u~) 
k 

( i )  

et d'abord que 

Consid6rons 

ilk(Co) on aura: 

U 0 ~  ~ ,  u(k). Amk o 

un point M quelconque de D'; s'il n 'appart ient  h aueun des 

V o ~ 'lt(o k) ~ o .  

S'il appartient h l 'un des ilk(C0), il ne pourra appartenir  h aucun des gt(Uo), 
on aura done: 

u(2 = o (si i ~ k) 

et d'ailleurs, d'apr~s la fagon dont les fonctions uo sont form6es: 

U0 = 

On aura done dans tous les  c a s  

u0= 
Je dis maintenant  que si 

(2) uCk) 
~ml k n--l 

Acta mathcmatica. 31. Imprim~ le '20 mars 1907. fl 
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on aura /igalement 

En effet si le point M n'appart ient  k aucun des flk(C,) e'est h dire h l 'un 

des 616ments que l'on balaye pour passer des fonetions d'indice n - - i  aux fonc- 

tions d'indiee n,  on aura: 

U n  = U n - 1  2l(nk) = 'll,(nk). 1 . 

Si M appartient k Fun des fik(C,), il n 'appartiendra h aueun autre des [}i(C,); 

Les masses g6n6ratriees de la fonction U~-I, s 'obtiendront en ajoutant  entre elles 

toutes les masses gfin6ratrices des fonctions u~_) 1, en vertu de l'6quation (2) et 

de la d6finition de ees masses g~n6ratrices. En balayant toutes ces masses on 

aura done: 

u . -  u._, = ~(~,- ~'2-',) 
C. Q. F. D. 

Qu'arrive-t-il maintenant  quand n erolt  ind~finiment; u ~  tend vers une 

limite u (k) que nous supposons finie, et Un tend vers une limite U qui peut 6tre 

infinie. On a done: 

U=Uo + ~ ( v . -  u._,) = ~ ~ ,  + ~ . ~ k ( ~ , -  ~ , , ) .  

11 faut  ici sommer d'abord par rapport "~ k, puis par rapport ~ n, mais 

comme les termes de ces s~ries sont essentiellement positifs, on peut en intervertir 

l'ordre et ~crire: 

U= 2k ~(~ -~ 2k2n(  "~k)- q~(nk)l) = 2k u`k," 

Done la condition n6cessaire et suffisante pour que la fonction de G R E ~  

existe pour le domaine D, c'est k dire pour que la suite des U, ait une limite finie 

c'est que la s6rie ~ k u  k converge. 

Si eette condition est remplie, nous voyons que les fonctions U et u k 6tant 

harmoniques et positives, on aura 6galement, par le th6or~me de HARlqACK 

d U  ~ d u (  k~ d U  - - d u  (k), 

et par eons6quent: 

r =  Ee l , ,  z =  Hz,  k, 

v (k), z (k), V, Z 6rant form6es avec u (k), U, comme v e t  z l 'ont 6t6 avec u au w 5; 

(la lettre I1 repr6sente un produit infini). 

Mais les variables z(k~ sont li6es entre elles par les relations lin6aires, qui 

forment le groupe fuehsoide du w prfe&leut. On. gremtra done les diverses trans- 
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]ormdes de z par les substitutions Ill.aires de ce groupe /uchso~de, on en /era le 
produit; s ice produit converge c'est que la /onction de Green exiae pour le domaine 
D et ce produit est prgcisdment la /onction Z ddduite de cette/onction de Green U 
par les procddds du w 5. 

(i) 

Soit 

l e w  7 

w i ~. Propri6t6s du groupe  fuchso'ide. 
Soit 

z'7~.Z + 

la substitution l a p l u s  g6n6rale de notre groupe fuchsoide. D6signons par u(D, O) 

la fonction de GREEN relative au domaine D et qui devient infinie au point O. 

De cette fa~on; les fonctions 

u ~k), U 

du w pr6c6dent seront d6sign6es par 

u[D', ilk(O)], u(D, 0). 

Nous d6signerons par z(D, O)la  fonction d6dtfito de u{D, O) comme z a 6t6 

d6duit de u au paragraphe 5. 

Nous d6signerons simplement par z la fonction z[D', ill(o)] et  ee sera notre 

nouvelle variable ind6pendante. Nous aurons alors: 

z[D" ~k(O)]= 7:: + ~k. 

le second membre correspondant s l 'une des substitutions du groupe fuchsoide; 

d'apr~s cela, on devra avoir a~ = ~ = I, ~ = "h = o, de sorte que l'indice I cor- 
respondra ~ la substitution identique. 

On aura alors, d'apr~s le w pr6cfdent:  

akz + ~k 
z(D~ 

maintenant fl~(O r) un au~re point queleonque de D', on aura d'apr~s 

a z + b  
z[D,,  ~(0 ' ) ]  = cz + d 

a, b, e, d 6rant des eonstantes; on en eonc lu t  

z[D t, 
c (akZ + ~,) + d(rkZ + ~k) 

et on trouvera encore: 
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(2) z D ll '[a(al'z + ~k) + b (71,z + ~,,,) 
( , o ' ) = l I z t D  ', Uk(O')I=jLc~-~u ~) + d(~t~z + ~)"  

II s'agit donc de savoir si la somme 

u(D, O)=~logl ~z + ~1 
1 7 k Z  -4- ~k  [ 

converge, c'est ~ dire si la fonction de G ~ . ~  existe pour le domaine D. 
Or en vertu d 'un th6or~me bien connu la condition n6cessaire et suffisante 

pour que cette s~rie 

converge, c'est que la s6rie 

�9 I ~ z + ~ l  

converge absolument, ou encore que la s~rie: 

converge ou encore qu'il en soit ainsi de la s6rie: 

~ [  (az + ~) (TZ' + ~)] 
- -  ('tz + ~) (~z'  + 

en d~signant par z' une quantit~ qui a m6me argument que z et m6me module 

I 
quc z;  et en effet 

~z + ~ 7z' + 
7z +------~-' ~z' + 

sont imaginaires conjugu6es. Or cela peut s'6crire (en tenant  compte de a~--~7-----I); 

Z - -  Z r 

II est ais6 de voir que pour les termes d'ordre 61ev~, pour lesquels a, ~, 7, ~ 
ont de tr~s grandes valeurs, ] az' + ~ [ est sensiblement ~gal ~ [ 7z' + ~ [e t  ~ [ 7z + ~ [. 

Ains i  la condition n&essaire et su//isante pour que la /onction de Green existe 

v'est que la sdrie : 
I 

converge. 
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entre elles eomme les quantit~s 
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Reportons-nous au premier chapitre de mon mdmoire sur les fonctions fuch- 

siennes et rappelons un des modes de raisonnement que nous y avons employds; 

soit S une petite aire enveloppant le point z, et soit Sk (loco citato) ce que devient 

akz + ~k Nous avons vu que ces aires sont 
7kz + ~k" 

I 

17kz + ~kP 

e$ comme la s6rie ~ Sk converge eertainement,  puisque la somme de toutes ces 

aires est toujours plus petite que le cerele fondamental, nous en avons conclu 

que la s~rie 

I 

converge toujours, ce qui est le fondement de la th6orie des fonctions th6tafuch- 

siennes. 

Dans le cas qui nous occupe, nous pouvons en tirer la conclusion suivante: 

La condition n~cessaire et 8u/ji~ante pour que la ]onction de Green existe pour le 

domaine D, c'est que la sdrie 

2 
converge. 

Si ce t te  condition est remplie, et  si D est simplement connexe, il existe une 

fonction Z qui  prend aux diff~rents points du domaine D routes les valeurs 

int6rieures au cercle de rayon x et ne prend chacune d'elles qu'une fois. Elle 

permet la repr6sentation conforme du domaine D sur un cercle. Elle n'est pas 

alter~e par les substitutions du groupe fuchsoide. 

Si eette condition est remplie, et  si D n'est  pas simplement connexe, i] 

par rapport  aux substitutions du groupe fuchsoide existe une fonction Z qui 

satisfait ~ la condition: 

+ 1 Z ~ ~ !  = MkZ(z)  

Mk 6rant une constante de module I. 

Qu'arrive-t-il enfin si la condition n'est pas remplie. On pourrait  former les 

s~ries th~tafuchsiennes, lambdafuchsiennes, etc., tout  comme avec les fonctions 
fmchsiennes ordinaires; on arriverait  ainsi ~ l'~tude eompl6te du domaine D. 

Mais nous suivrons une autre voie. 
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w ~2. Le domaine Dt  et sa fonetion de Green. 

J e  vais utiliser les r~sultats de la m~thode alternante de M. SCHWARZ. 

Reprenons notre domaine D, sur lequel nous ne raisons aucune hypoth~se. Soit 

Co un 616ment de ee domaine, oh se trouvera le point O, et C' o un autre ~16ment 
qui aura pour centre le point O r. Nous pourrons toujours supposer que le point 

O qui appart ient  ~ Co, n 'appartient  ~ aucun autre ~l~ment de D, contigu ~ Co, 

et de m~me que le point O r qui appartient  ~ C O n'appartient  ~ aucun autre 

~16ment de D, contigu ~ Co. 

Construisons ensuite un domaine DI contenu dans D, et qu'on d~duira de D 

tout  simplement en supprimant l'~l~ment Co; les points de D qui font partie 

de Co, sans appartenir  ~ aueun autre ~l~ment de D, contigu ~ Co ne feront pas 

partie de D~; et au contraire les points des ~l~ments contigus ~ Co appartiendront 

D1, bien que faisant patt ie de C'o. 
Je  dis d 'abord que la fonction de GREEN existera pour ce domaine D1. 

Formons en effet comme au w 3, la s~rie des fonetions u ,  en par tant  du point O 

et en effeetuant une s~rie de balayages suecessifs portant  sur les divers ~l~ments 

de D~ (c'est ~ dire sur les divers 61~ments de D, saul sur Co). Ces fonetions u~ 

sont des potentiels logarithmiques engendr~s par une masse 15ositive + I situ6e 

en O et par  diverses masses n~gatives dont la somme est ~gale ~ - - I .  

Cherchons la valeur moyenne de u~ sur la eirconf6rence de Co; prenons 

pour un instant des coordonn~es polaires r et ~o, en prenant pour p61e le centre 

de Co, c'est ~ dire le point O ~, et  envisageons l'int~grale: 

J ~fu, ,d~) 

prise Iv long d'une eireonf6renee ayant  son centre en Of; nous aurons: 

dJ f du,, , 
r Xr 

Cette in~grale est, en vertu des th6or~mes de GRE~.~, ~gale h - - 2  = mul- 
tipli6 par la somme des masses g~n~ratrices situ~es ~ l'int~rieur de la eirconf~renee. 

Cette somme est plus petite que I en valeur absolue; on a done: 

dJ 

Si alors r~ est le rayon de la oireonf6renee de 6~o et si r~ est la plus eourte 

distance de 0'  ~ la fronti~re de D~, on aura: 
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Jo < J1 + 2 ~ log re.  
r l  

~VIais J1 est nul puisque u~ est nul en t o u s l e s  points de C' o qui ne font pas 
partie de D1; rl n'est pas nul, car le point O f et les points voisins ont ~t~ 

supposes en dehors de D1; on a done: 

Jo =(u,~dco < 2~ logr-< 0 
J ?'1 

ce qui veut  dire que la valeur moyenne de u~ sur la circonf6rence de C O est plus 

petite que log re. ~ fortiori la valeur minimum de u~ sur cette circonf6rence 

sera plus petite que log ?.~ 
?'1 

Soit E~ l'ensemble des arcs de cetto circonf6rence tels que 

u~ < log r0. 
?.1 

On voit que E~ ne pout pas se r&tuire ~ rien, quel que soit n. De plus 

E~+t est contenu dans E~ puisque 

Un+l  ~ ~ n .  

Done il y a sur la circonf6renee de Co au moins un point M tel que l'on 

air, pour toutes les valeurs de n 

u~ < log -r0- 
?'1 

En ce point M la suite des us convergera; et comme elle ne pout converger 

en un point sans converter  par tout  (voir w 3) elle convergera dans tout  le 

domaine D 1 . La fonction de GREE~ que nous appellerons u(D~, O) existe done 

pour ee domaine D1. 

Soit 8 la pattie commune s C'o et h D1; ce sera un domaine limit6 e x -  

t6rieurement par la circonf6rence C o et int6rieurement par une ligne ferm6e L0, 
form6e d 'un nombre fini d'arcs de cercle appartenant  aux circonf6rences des divers 

616ments contigus A Co. Cette lithe ferm6e L0 fera partie de la fronti6re de D~. 
On peut  v6rifier que la fonction de GR~.N u ( D r ,  O) tend vers z6ro quand 

on se rapproehe de L0. En effet, cette fonction est harmonique et par  con- 

s6quent analytique sur la circonf6rence Co qui est tout  enti6re A l'int~rieur de DI. 

Nous pouvons done construire une fonction T qui soit harmonique dans le 

domaine 8, qui soit 6gale ~ o sur Lo et ~ u (D1, O) sur la cireonf6rence C0. On 

aura alors 
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sur L0 et 

sur la cireonf4renee 

on aura.: 

Co 
0 �9 
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u.< T 

Comme un--T ne peut admettre que des minima, 

u, < T 

dans tout  le domaine ~; et par cons6quent 

o < u (D1, O) < T .  

Mais quand on se rapproche de L 0, T tend vers z~ro, il en est donc de m6me 

de u(D1, 0). Done T et u(Dl, O) sont deux fonctions harmoniques dans le 

domaine ~ et qui prennent les m6mes valeurs sur la fronti~re de ce domaine. 

Elles sont done 4gales et l 'on a: 

u(D~, O)= T. 

Cela nous prouve en m~me temps, qu'en tous les points de L 0, la d4riv~e 
du(D1, O) dn se comporte r~guli~rement, puisqu'il en est ainsi de dT.~, et il e n e s t  

dT 
ainsi de d-~, puisque le domaine dans lequel la fonction T est d~finie est limit~ 

par un nombre fini d'ares de cerele et que t o u s l e s  raisonnements habituels 

relatifs au probl~me de DIRICHLET lui sont applicables sans difficultY. 

Cela pos4, supposons que le domaine D soit simplement eonnexe, le domaine 

D x ne le sera pas en g4n~ral, ear par exemple la eirconf~rence C' 0 limite une 

aire faisant pattie de D, h savoir le eerele C'o, mais eette aire ne fait pas partie 

de D1. Pore" rendre le domaine D t simplement connexe, nous allons y pratiquer 

une eoupure Q. La coupure Q sera une ligne qui partira d'un point quelconque 

de L 0 et qu'on prolongera ind~finiment dans le domaine D 1 .. 

Je prSeise; imaginons une s4rie de domaines suecessifs que j'appellerai 

dl, d2, d 3 , . . .  

d4finis de la fa~on suivante; chaeun d'eux sera form4 d'un nombre fini d'~l~ments 

de D~; d~ comprendra entre autres tous eeux de ees 41~ments qui sont eontigus 

Co; d.+, eomprendra t o u s l e s  414ments de dn et d 'autres encore; enfin nous 

nous arrangerons pour que le domaine eomprenant C' o et tous les ~l~ments de d ,  

et que j'appellerai e, soit simplement connexe, et que tout  414ment de D~ fasse 

partie de l 'un des domaines d ,  (et par eons4quent de tous le s  domaines suivantm 
d,,+l . . . .  ) 

Le domaine e. 6tant simplement connexe sera limit~ par une certaine courbe 

ferm4e Ln; alors le domaine d.  sera doublement connexe et eompris entre les deux 
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eourbes Ln et L0; le domaine d n + l - - d .  sera doublement connexe et compris 
entre les deux courbes L~+I et L . .  

Alors notre coupure Q sera compos6e d 'une s~rie d'ares QI, Q2 . . . .  , Q., etc., 

l 'are Qn allant de Ln_l ~ Ln ~t travers le domaine d~--dn-1. Darts ces con- 

ditions la coupure Q rend le domaine D1 simp]ement eonnexe, et en effet si une 

courbe ferm~e quelconque trac~e sur DI, n'enferme pas une aire appartenant  

D1, cette courbe appartiendra ~t l 'un des domaines d~ et enveloppera la ligne L0, 

elle coupera done la coupure QI + Q2 + "'" + Q~, et par consequent la coupure Q. 

Soit D 2 le domaine obtenu en par tant  de D 1 et le rendant simplement con- 
nexe par l ' introduction de la coupure Q. I1 va  sans dire que eertains 41~ments 

de D~ ~tant traverses par la coupure Q, devront  6tre remplae~s dans le do- 

maine D 2 par d'autres 616ments en hombre fini ou infini, disposes de telle sorte 

qu 'aucun de ces ~lSments nouveaux ne soit travers~ par Q et que tous les 

points de l'61~ment ancien, sauf eeux de la coupure Q, appartiennent au moins 
Fun des ~l~ments nouveaux. 

Cela pos~ je dis que la fonction de G R E ~  u(D2, O) existe pour ]e domaine D2; 
en effet soit 

un(D~, O) 

une des fonctions obtenues par les balayages successifs, on aura: 

u,(D2, O) < u(D~, O) 

puisque la derni~re fonction est harmonique et positive dans tout  le domaine D~ 

et par  eons6quent dans tout  le domaine D2; que u, ,  (h par t  la masse + I qui 

est au point O) n'est engendr~ que par des masses n~gatives de teUe far que 
la diff~renee 

u~ (D2, O) - -  u (D~:, O) 

ne peut  admettre que des minima et pas de maxima e t e s t  d'aiUeurs n6gative 

dans t o u s l e s  ~l~ments oh un(D2, o) est nul, e'est h dire dans tous les $16ments 

de D 2 saul un nombre fini d 'entre eux. 

Done la suite des u~(D2, O) converge. 
C. Q. F. D. 

Le domaine D 2 6rant simplement connexe, l 'existence de la fonotion u (D2, O) 

entralne celle de la fonction z(D2, 0), c'est ~ dire d'apr6s les w 5, 6, 7, 8 la 

possibilit6 de la repr6sentation conforme du domaine D 2 sur un eercle K.  On 

voit alors, que la circonf6rence de K va se partager en quatre ares; Fun l'are 

AB correspondra ~ la ligne L0, les deux extr~mit6s A et B eorrespondant au 

point off la eoupure Q abouti t  ~ L0; deux autres arcs A~A et BB ~ eorrespondront 

aux deux l~vres de la coupure Q. Le quatri~me arc B~A ~ correspondrait h la 
Acta mathernatica. 31. Imprim~ le 21 mars 1907. 7 
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fronti~re du domaine primitivement donn6 D. Mais ce dernier arc B~A r peut se 

rdduire h un  point. 

Nous sommes donc amen6s h distinguer deux cas: 

I ~ Celui off Fare B 'A  r ne se r~luit  pas h u n  point. Dans ee cas je dis que 

le domaine D~ est susceptible d 'une representation eonforme sur un anneau eir- 

eulaire et le domaine D sur un cercle; la fonetion de GR~.EN U (D, O) existe. 

2 0 . Celui oh l'are B'A '  se r~duit ~ un point. Dans ee cas je dis que le 

domaine D1 est susceptible de repr&entation eonforme sur un cerele, et le do- 

maine D sur une sphere ferm6e. 

w I3. La fonctlon F. 

Proposons-nous d'abord de construire une fonction V qui soit harmonique 

dans le domaine D,, ~gale ~ I sur L0 et qui tende vers z6ro quand on se rap- 

proche de la fronti~re du domaine primitivement donn6 D. Partons d'une fonc- 

tion Vo ainsi d6finie: 
I ~ A l'int~rieur de Lo, (c'est h dire dans la partie de D qui ne fait pas 

partie de Dl) on a F o =  I. 

2 ~ Sur L o on a Vo = I .  

3 o. En dehors de Co et sur la circonfdrence de Co on a Vo ~ o. 

4 ~ Dans le domaine ~, e'est ~ dire entre la cireonf~rence C' 0 et L0, la fonc- 

tion V0 est harmonique, elle tend vers z6ro quand on se rapproche de la cir- 

conf6rence C' o e t  vers x quand on se rapproche de Lo; elle est done toujours 

comprise entre o e t  I. 

Nous allons maintenant  en par tant  de cette fonction Vo, balayer succes- 

sivement les divers 616ments de Dr. 
Cette fonction V0 se comporte comme un potentiel logarithmique engendr6 

par diverses masses situ6es sur L0 e b h  l'intdrieur de Lo (donc en dehors des 

616ments de D1) et sur lesquelles par cons6quent ne porteront pas les balayages, 

et par des masses nggatives situ6es sur la eirconf~rence de Co. 
Les masses balay6es &ant  routes n6gatives, les fonctions V. seront toujours 

eroissantes, toujours comprises entre o e t  i. La suite des V. eonvergera donc 

vers une certaine limite V qui sera harmonique dans le domaine Dl. 

Je dis que V tend vers I quand on se rapproche de L0. Soit en effet k 

un des ares de L0, soit c la circonf6rence h laquelle cet arc appartient et qui 

limitera un cerele c correspondant h u n  6ldment de D eontigu ~ Co; je suppose 

d'abord que l'on se rapproche de Fare ),, je construis une fonction T, harmonique 
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h l'int6rieur de c, 6gale ~ I sur ), et ~ o sur le reste de la eirconf6renee c. Au 

moment off on vient de balayer c, la fonction V~ est harmonique dans c; et on a: 

V . = T - - - - I  
V,~> o=T 

On a done ~ l'int~rieur de c 

et par cons6quent ~ la limite: 

I > V . > T  

I >  V > T .  

sur k 

sur le reste de la circonf6rence c. 

Quand on se rapproehe de k, T tend vers x, il en est done de m~me de V. 

II reste ~ voir ce qui se passe quand on se rapproche de l'extr6mit6 d 'un des 

arcs k, c'est s dire du point d'intersection de deux circonf6renees telles que c. 

I1 n'est pas n4cessaire pour cela de r~p6ter la discussion. Soient c et d ces 

deux circonf~rences, A leur point d'intersection, k et k' les deux arcs de Lo qui 

font partie de c et d; du point A comme centre d4crivons un cercle 7 de rayon 

tr~s petit, et consid6rons le domaine ~ commun ~ 7 et s D t e t  qui sera limit6 

par une partie de la circonf~rence de 7 et par une partie des arcs k et k'; dans 

ce domaine la fonction V e s t  harmonique, elle tend vers x quand on se rapproche 

d 'un quelconque des points de k ou de k t, le point A except6; cela suffit, d'apr~s 

les propri4t4s bien connues des fonctions harmoniques, pour qu'elle tende encore 

vers x quand on se rapproche du point A. 

On pourrait seulement se demander si la /onction V ne 8e rdduit pas ~ une 
constante et n'est pas partout dgale ~ L 

Supposons d'abord qu'il n'en soit pas ainsi. Je dis qu'en tout  point int6rieur 

au domaine D 1 elle est plus petite que 2. Consid6rons en effet la repr6sentation 

conforme du domaine D~ d6fini plus haut  sur le cercle K .  Nous voyons que la 

fonetion V (consid~r4e non plus comme fonetion d 'un point N du domaine DI 

(ou D~) mais comme fonction du point correspondant M du cercle K) est encore 

harmonique; elle est d'aflleurs toujours comprise entre o et  I. De plus en un point 

M au moins int4rieur h K ,  la fonetion V e s t  < ~, puisque par hypoth~se elle 

ne se r6duit pas identiquement h t .  Soit alors M r u n  autre point int6rieur ~ K;  

soient V ( M ) e t  V ( M  t) les valeurs de V en ces deux points. Comme la fonction 

harmonique I -  V e s t  toujours positive, nous pouvons appliquer le th4or~me de 

HARdtACK et assigner une limite sup6rieure au rapport 

I - -  V ( M ' )  

i - -  V ( M )  

Comme i - -  V(M) n'est pas nul, il en est de m6me de ~ V(M'). Ainsi la 

fonction V n'est pas 4gale h i,  sauf peut 6tre aux points de D1 (ou de D2) qui 
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correspondent h u n  point situ6 sur la eirconf~renee de K.  Mais les seuls points 

int~rieurs ~ D1 qui correspondent ~ un point  de la circonf~rence de K sont ceux 

qui appartiennent h la fronti~re de D2, e'est h dire les points de la eoupure Q. 
Mais comme cette coupure Q a ~t~ arbitrairement trac~e, et qu'on peut  la changer, 

lc th~or~me est vrai pour tous les points int~rieurcs h D~. 
En particulier on peut asMgner une limite in/~rieure di//~rente de z~ro ?~ la 

di/[drence I -  V Bur la circon/drence de C' o . 
Nous aurions pu au lieu d'appliquer les procSd~s prdc~dents au domaine D1, 

les appliquer au domaine d.  que nous avons d~fini plus haut  et qui est limit~ 

par les lignes Ln et L 0 (Cf. page 49) Nous aurions obtenu une fonction V(dn) 

qui aurait ~t6 /1. d~ ee que V est h D~. 
Ces fonctions V(dn) pr~sentent une grande analogie avec les fonctions u~0 

du w 6; on pourrait  les obtenir en effet en par tant  de V e t  en balayant  une 

infinit~ de fois tous les ~l~ments de dn avant  de passer au balayage des autres 

~l~ments de D1. 

L'essentiel c'est que 

V(d.) 

va en croissant avec n; l 'application du th~or~me de HARNACK nous apprend 
alors que la suite des V(d,~) converge uniform~ment vers V, et que, [si V' est 

une d~riv~e quelconque de V e t  W(dn) la d~riv~e correspondante de V(d~)], la 

suite des Vt(dn) converge uniform6ment vers V. 

Posons maintenant:  

i"dV(d,,)ds __ f d V d s  
K n = - - f l  ~ , K =  fl dr " 

Les int~grales sont prises le long de la cireonf~rence de C'o; da est l'~l~ment 

d V  dV(d,,) sont prises par rapport  s d'are de cette circonf~rence; les d~,riv4es -dr-' dr 

la normale h cette circonf~rence; il r~sulte de ce qui precede que la suite des K~ 

converge vers K;  nous poserons alors: 

W = - R - -  ~ K n  " 

On voit que la suite des W~ converge uni[ormdment vers W, et que la suite 

des W'~ converge uni/ormdment vers W', (en d6signant par W e t  W',, une d6riv6e 

quelconquc de W e t  de W~). 
Nous allons maintenant d6finir des fonctions qui Seront ~ W et W, ce que 

v e t  z 6talent h u au w 5. Posons k cet effet, comme dans ce w 5: 
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dW'  d W  d W  dW'  
d---~-: d ' q '  - - ~  ~- d'q 

dW'  dW. dW. aW;  
d~ d~ d~ d'q 
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Z -~- e -(W+iW') , Zn ~ e -(W~+~W'n). 

Nous voyons que Z~ et ses d6riv6es convergent uniform6ment vers Z et 

ses d6riv6es. Les fonctions Z et Z,~ sont uniformes, en effet, quand on tourne 

autour do L0, W et W'~ augmentent  de 2 u, tandis que Z et Z~ ne changent pas. 

La variable Z,~ nous donne la r~presentation conforme du domaine d~ sur 

r "' un anneau circulaire; en effet la f ontmre de d,~ se compose de L 0 et de L~, 
27~ 

sur L0 on a V n ~ I ,  W ~ ,  et sur L~ oll a W ~ : o ;  i l n ' y a p a s d e d i f f i c u l t 6  

pour 6tablir ce dernier point puisque les lignes L 0 et L~ qui limitent le domaine 

d~ se composent d 'un nombre fini d'arcs de cercle. I1 r6sulte de l~ que Z,~ ne 

peut prendre plus d 'une fois la valeur A et par cons6quent que l'int6grale 

j,~ ~" dZ,~ 
= j  Z~-~ A 

prise le long d 'un contour ferm6 quelconque ne peut ~tre 6gale qu'~t z6ro ou 

2i,z. Mais nous avons vu que Z~ et ses d6riv6es convergent uniform6ment vers 

Z et ses d6riv6es, d'oh il suit que J~ tend vers 

~ d Z  , 
J = ]  Z - - A  

ce qui montre que cette int6grale ne peut 6tre 6gale qu's z6ro ou 2i~, et que 

Z ne peut pendre plus d'une fois la valeur A. 

Donc la variable Z nous donne la repr6sentation conforme du domaine D~ 

sur un domaine plan, h u n  seul feui|let, c'est s dire dont les diverses parties 

ne se recouvrent pas mutuellement et qui est limit6 int~rieurement par la cir- 

conf6rence de rayon e K et ext6rieurement par une ligne ferm6e ne pouvant sortir 

de  la circonf6rence de rayon I (ce dernier point provient de ce que W e s t  
essentiellement positif). 

I1 faut  maintenant 6tab]ir que cette ligne ferm~e, qui |imite ext6rieurement 

ce domaine plan n'est autre chose que la circonf6rence de rayon I. C'est un 

probl~me analogue h celui du w 8. Nous n'avons qu's r6p6ter l 'analyse do ce 

w que nous ne reproduirons pas. L'ensemble E des points du plan auxquels 

correspond un point de D~ n'est plus simplement connexe, puisque D~ n'est pas 
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8implement eonnexe; mais il est doublement connexe, 6tant limit6 int6rieurement 
2 g  

par la cireonf6rence de rayon e ~c; cette eirconf6rence et une courbe ferm6e 

trae6e dans E limitent alors toujours une aire faisant partie de E;  si done une 

eireonf6rence de m6me centre, a tous ses points dans E,  il ne pourra y avoir /~ 

l ' int6rieur de cette cireonfdrence aucun point de l'ensemble E1 des points du plan 
2~t 

ext6rieurs /~ la circonf6rence ce rayon e K et n 'appar tenant  pas s E .  

En s 'appuyant  1/t dessus on d6finira comme au w la fonction auxiliaire de 

OSaOOD ~(w). 
Nous prendrons ensuite 

2 ~  
le coefficient A 6tant assez grand pour que t soit plus grand que -~ e'est ~ dire 

2Tt 

que W~ le long de la eirconf6rence de rayon e Jr qui limite interieurement E .  

Le reste de la d6monstration se poursuit  comme au w 8 et on arrive s la m~me 

conclusion: tout  point q de la frontigre de E est sur la circonf6rence de rayon ~. 

Done la /onction Z nou~ donne la retn'dsentation con/orme de D~ sur un 

anneau circulaire. 

Nous avons ainsi: 

i0. Le domaine D~ applicable sur un anneau eirculaire. 

2 ~ L'616ment Co qui est un eerele. 

Ces deux domaines ont une partie commune ~ et leur ensemble forme le 

domaine 

D-----D~ + C'o--~. 

On peut  alors appliquer un th6or6me connu de M. SCHWARZ et conclure que 

D est applicable sur un cercle. La fonction de GR~EN u(D,  O) existe. 

Oil dans le raisonnement qui pr6c6de, avons-nous 6t6 amen6s g supposer que 

la fonotion V ne se r6duit pas ~ une constante 6gale s I; c'est que si V se 

r6duisait ~ z, la quantit6 K serait nulle. Ce qui rendrait  la d6monstration illu- 

soire. Supposons done que V ne se r6duit pas ~ i, je dis que K ne sera pas nu]. 

Nous avons en effet eomme nous l 'avons vu plus haut, une limite sup6ricure de V, 

plus petite que 1 sur la cireonf6rence Co, e'est ce que nous avons expliqu6 plus 

haut,  soit A cette limite; soit alors T u n e  fonction harmonique dans le domaine 3, 

se r6duisant /t t sur L 0 et ~ A sur la circonf6rence Co; on aura 

K >  ,]  dr 

et l'int~grale du 2 a membre n'est pas nulle. 



Sur l'tmiformisation des fonctions analytiques. 55 

w r4. Seeonde d6monstration.  

On peut arriver au m6me r6sultat d 'une fagon plus simple par une autre 

voie. Observons d'abord que nous pouvons supposer que la ligne Lo, qui limite 

D~ se r6duit ~ une circonf6rence concentrique s C' o. En effet rien ne nous oblige 

prendre pour limite de D~, les frontibres de divers 616ments de D, puisque ces 

616ments ont 6t6 trac6s sur D d'une fagon trbs arbitraire et qu'on aurait pu 

remplacer D par  un domaine 6quivalent au sens du w 2. Si nous avions suppos6 

plus haut  que L 0 est une eireonf6rence, plusieurs des raisonnements pr6c6dents 

auraient pu ~tre simplifi6s. 

Soit O' le centre commun de Co et de L0, ro le rayon de Lo, rt celui de 

C'o, r la distance d 'un point quelconque ~ o'. Consid6rons la fonetion V, elle est 

6gale ~ i sur Lo, et sur Co elle est < A < I; je dis que nous pouvons assigner 

une limite inf6rieure s la d6riv6e 

d V  
dr 

en un point quelconque de L0; cette expression est d'aflleurs essentiellement 

positive; et en effet cette limite infdrieure est 

I - - A  

ro log rj. 
r, 

Je l'appellerai q. 

Soit ensuite ~ l'int6rieur de Lo: 

T----- log ~ .  

Nous aurons sur Lo 
d T  I 

T = O ,  - -  . . . .  
dr r~ 

Construisons alors une fonction U satisfaisant aux conditions suivantes: 

I ~ Oans O~ on a 
V 

e ~ - -  
qr0 

2 ~ . A '" ' " de Lo on a: 1 mterleur 
I 

U = T + - -  
qro 

3 ~ . Sur Lo on a 

U r V T +  I 
qro qro qro 
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Consid~rons deux points tr~s voisins de Lo, Fun k l'ext~rieur, l 'autre 

l 'int6rieur; au I ~r on aura: 

au second on aura 

et par eons6quent 

d U  - - I  d V  i . 
qro dr  ro 

d U) d T  i . 
- -  - d r  , = - -  d r  = r-,~ ' 

ce qui veut dire que la fonction U, harmonique dans D1 et ~ l 'int6rieur de L~, 

pr6sente sur Lo une discontinuit6 correspondant h des (,masses g6n6ratrices, 

positives. 

Cela pos6, ]e dis que la fonction de GRV.E~ 

u(D,  0') 

existe; formons en effet par balayages suecessifs les fonctions 

u . ( D ,  0 ')  

elles admettent  une masse + I en O r, et en outre des masses g~n~ratrices qui 

sont toutes n~gatives. La difference: 

U - -  u .  (D, 0') 

n'est plus discontinue en 0 ~ et comme en dehors de 0 t le potentiel U n 'admet que 

des masses positives, et un que des masses n~gatives, la difference U - -u~  ne peut 

avoir que des maxima, et pas des minima; elle est d'ailleurs positive pour tous 

les points qui n 'appartiennent pas aux ~l~ments qu'on a ddj~ balayds; car avant  

d'obtenir un en ees points on a 

U>O,  u n = O .  

On a done dans tout  le domaine D 

U > u .  (D, 0'), 

ee qui veut dire que la suite des u~, eonstamment eroissante, tend vers une 

limite finie. 

On aurait pu ~videmment, avee quelques ehangements, raisonner de la m~me 

manibre sans supposer que L0 est une circonf~rence, mais cela n 'a pas d'int~r6t. 

I1 r~sulte de 1~ par les raisonnements des w 5, 6, 7, 8 que le domaine D 

est representable sur un eerele. 

d U  
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w ! 5. Cas oil la fonetion de Green n'existe pas pour D .  

Nous allons maintenant rechercher ce qui se passe quand la fonction V est 

constamment 6gale s I. Reprenons la fonction de GREI~N '/t(D1, o) et supposons 

encore que L 0 est une eirconf6rence concentrique s Co; envisageons la d~riv6e 

du(D,, o) 
dr 

aux diff~rents points de L0; nous avons vu au w x2 qu'elle s 'y  comporte r4gu- 

i~rement; posons: 

f du(D1, o) tt =,] -~ ds. 

Elle repr&ente au facteur - -  2 g pros, les masses n4ga~ives que les balayages 

ont amends sur L; la masse n~gative totale &ant  - - I ,  on a: 

H < 2 ~ .  
Supposons d 'abord 

H <  2~, 

]e dis que dans ce cas V n'est  pas eonstamment Sgale ~ I. 

En effet envisageons le domaine d,  limit~ par  L .  et L• et imaginons que 0 

fasse partie de ee domaine, ce qui arrivera pourvu que n soit assez grand. 

Ecrivons simplement u au lieu de u(D1, o) e t  V~ au lieu de V(d~); nous aurons. 

]a formule de GREYS: 

f '  d V . _ v . ~ ) d s =  2 ,/ lu 
Dans eette formule V~ est ]a valeur de Vn en O; l'int~gration est &endue 

d 
tous les ~14ments ds de la fronti~re d 'un domaine eontenant O; les d6riv~es d--v 

repr~sentent les d&iv6es estim6es suivant la normale ~ cette fronti~re, eette 

normale ~tant dirig~e vers l'ext~rieur. 

~Tous pouvons appliquer cette formule au domaine d ,  dont  la fronti~re se 

compose d 'un nombre fini d'ares de eerele, de sorte que toutes nos fonctions s 'y 

eomportent r~guli~rement. 

Sur L0 on a: 
du du 

u-~o, V ~ I ,  dr= dr 

Aeta matkematica. 31. lmprim~ le 21 mars  1907. 8 
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Sur Ln on a: 

V.----o, u > o ,  - d ~ - < o ,  

On a done 

j;i z:- + = 2~t VI; o, 

/ 4  Z n 

d'ofi : 

2 u V ~ < H ;  

on a done ~ la limite 

2gV~ 

V ~ 6rant la valeur de V au point 0 ,  et si H < 2 ~  

V ~  

La fonction V n'est donc pas constamment 6gale k I, ce qui permet d'appli- 

quer les d~monstrations des deux w pr~cOlents et de conclure que D est repre- 

sentable sur un cercle. 

Supposons maintenant  H = 2 ~. 

Dans ce cas, je dis que le domaine D1 est repr6sentable sur un cercle. 

En effet continuons ~ 6crire u au lieu de u(D~, o) at d6duisons-en les fonc- 

tions v et z comme au w 5- Bien que le domaine D1 ne soit pas simplement 

connexe, la fonction z sera uniforme, et en effet quand on tourne autour de Lo, 

v augmente de H,  c'est h dire de z g, z est multipli6 par e 21:: e t  no change pas. 

A chaque point de DI, correspond done un point du plan des z et ce point 

est situ6 s l 'int6rieur du cercle r de centre O et de rayon I. I1 faut voir main- 

tenant  si la fonction z ne peut pas reprendre plusieurs fois la m6me valeur. 

Reprenons les notations du w 13 en posant: 

"dV(d,)dr ds,  K=--j~dd--~VrdS, K.  = --./J 

W =  2::_ V W, ,=2~V(d')  
K ' K,, ' 

Z =  e -{~+~W'), Z , ,= e -{W,,+IW',A , 

W r et W~ ayant  m6me sens que dans oe w I3. 

Les conclusions pr~e~lentes subsisteront, c'est h dire que la variable Z .  

donnera la repr6sentation conforme du domaine d~ sur un anneau circulaire, 
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2T: 

compris entre les deux circonf6renees concentriques de rayon x et e ~ .  Seulement 

dans le eas qui nous oecupe, K ,  qui va constamment en d6eroissant, tend vers 

z6ro, et on a K = o, V ~ I, W ~- oo. Je  dis que K ,  va constamment en d6crois- 

sant avee n; et en effet V(d,~) va eonstamment eu croissant, saul sur L 0 oh elle 

reste 6gale ~ I; il en r~sulte que sur L 0 

d(Vd,,) 
dr 

et par cons6quent Ka vent  en d6croissant. 

Cela pos6, consid6rons u(d,~, o) eomme fonction de Z , .  C'est une fonction 
2~ 

hai,monique dans l 'anneau circulaire ( t ,  e - H ) ,  sauf au point correspondant h o 

off elle devient logarithmiquement infinie, et qui s 'annule sur les deux circon- 

f4rences qui limitent cet anneau. C'est done le logarithme du module d 'une 

fonction doublement periodique de 3 e esp6ce par rapport  au logarithme de Zn. 

Je  pr$cise; consid6rons un syst6me de fonetions doublement p6riodiques 

admet tant  pour p6riodes 2i= et 4~  de sorte que si F(logZ~) est l 'une de ces 
K ~ ,  ' 

fonctions on air 

F(logZ,)=F(logZ,~ + 2 i ~ ) ~ F  (log Z ,  + - ~ ) .  

Nous pourrions les consid6rer comme des fonctions de Z . ,  mais il vaudra 
mieux poser 

27: 

Y,~Z,,=e K, 
2 ~  

de te]le fa~on que I Y~I = I le long de Loet  [Y~I----e K~ le long de L~. 
Si nous posons alors: 

F( log  Z~) = (1) (Yn), 

nous voyons que (Pes t  une fonetion uniforme de Yn telle que 

4~t 

+(Y,~)=eP(Y,,e-K~). 

Mais si nous posons 

u(d~, o ) = l o g l  f l(Y~)F~I 

sera une fonetion de 3 e esp~ee, c'est h dire que ce sera une fonetion uniforme 

de Yn satisfaisant k la condition 

4 ~  4 k ~  
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a e t  ), sont des constantes. Si Y~ est la valeur de Yn qui correspond au point O, 

valeur que nous pouvons toujours supposer ~elle puisque l 'argument de Y, n'est 

ddtermind qu'A une constante pros, la fonction f~ devient infinie pour 

4 m ~  

y~ = y0, y~ _~ yo e ~- (m entier positif ou ndgatif) 

et nulle pour 
4 7 ~  

, I Yn ~ - ~ o  e Kn 
] " = 3 '  ,, " 

Elle se r~tuit  s I, pour Y, = [, et elle est par lk enti~rement dStermin6e 

par le quotient de deux fonctions 0. 

I1 est aisd de voir que si nous posons: 

o) 
- ~o -Ur d8 

on a u r a  B n <  2 ~ ,  2~)~-.~-H--Hn~2~--Hn. 
On aura d'aflieurs: 

i - -  g ( d . )  
Jogl r . l = - 2 ~  K. 

Lorsque n crolt  ind6finiment, i -  V(d.) et Ks tendent  vers zdro, mais leur 

rapport reste limitd; je ne sais pas encore s'il tend vers une limite finie. 

En effet la fonetion harmonique 

V(d.+l)-- V(d.) 

est eeonstamment positive, et elle s'annule sur L0; nous pouvons donee lui appliquer 

le thdor6me de HARSACK, eee qui nous fournira une limite supdrieure et infdrieure 
du rapport 

V(d~+l)-- V(d.). 
K . - -  K.+I 

Ces limites s'appliqueront au rapport: 

V (d,,+p)-- V (d.) 
K .  - -  K.+p 

on en faisant eroitre p inddfiniment, au rapport 

x - -  V ( d . )  

K,~ 

Ainsi en chaque point du domaine D1, nous pouvons assigner une limite 
sup6rieure 
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Nous pourrions de m~me assigner une limite sup~rieure ~ ses d~rivdes: car 

si V repr6sente une des d6riv6es de V, le thSor~me de YIARNACK nous fournira 

encore une limite sup6rieure du rapport  

W(d~+p)-- V'(d.) 
V(dn+p)--- V(d,~) 

Cela pos~ nous avons: 

I'1 logl.q I u(d,~, o) + ),log y n  �9 

Je  dis que quand n crolt  ind6finiment, log l~ I tend uniform~ment vers 

u(D1, o); en effet u(dn, o) tendant  uniform~ment vers u(Dl ,  o), on p e u t  prendre 

n assez grand pour que 

u(D1, o)-- u(d,,, o) < - .  
2 

I'1 De plus X tendant  vers o, et log y ~  restant limit~,, on peut  prendre n assez 

grand pour que 

), log -y~ ~ 

d'oh 
u(Dt,  o) - -  log 191 < ~. 

On d6montrerait de m6me que les d6riv6es de log I.ql tendent uniformdment 

vers celles de u(D~, o), puisque celles de u(d,. o) tcndent vers u(D~, o) et que 

celles de log ~ sont limit6es. 

On en conelura que 9 tend uniform~ment vers z, et les d6riv~,es de 9 vers 

celles de z quand n crolt  ind~finiment. 

On verrait  que dans le domaine d~ la fonction 9 peut  prendre la m~me 

valeur deux [ois au plus. Si alors l 'on consid~re deux points O et M du 

domaine D, et les valeurs correspondantes yo et Y, de Y~; nous avons vu que 

I'[ log ~ et log sont limit6s; nous pouvons done assigner une limite inf6rieure 

~ [ Y~"I et ~ I Y~[. Soit alors M r u n  point du domaine dn pour lequel P, reprenne 

la m~me valeur qu'au point  M, et Y~ la valeur correspondante de Y~. On 

d6montrerait, en se servant de l'expression de 9 par les s6ries 0, que quand n tend 

vers l'infini, et par  eons6quent K~ vers z6ro, (Y,~ et Y~ restant au dessus d 'une 

ccrtaine limite) Y',~ tend vcrs z~ro, de sorte quc le point M r s'~loignera ind~fini- 

ment sur lc domaine D1, il ne pourra par exemple rester dans le domaine dp, 

off p e s t  un nombre [ixe plus peti t  que n. On pout done prendre n assez grand 
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pour que l'on soit assur6 que fl(Yn) ne prendra pas plus d 'une fois la m~me 

valeur dans le domaine da0; mais nous avons vu que .q(Y~) tend uniform6ment 

vers z quand n crolt  ind6finiment (et qu'il en est de m~me pour ]es d6riv6es) 

done en r6p6tant le raisonnement du w I3, on verrait que z ne peut prendre qu'une 
seule lois la mdme ~leur  dan8 le domaine dp et par consgquent dans le domaine DI. 

Ainsi soit. C le eercle de centre O e t  de rayon I; la fonetion z nous don- 

nera la repr6sentation eonforme du domaine DI sur ce cercle, de telle faqon qu'h 

tout  point du domainc corresponde un point du cercle et un seul, et qu's tout  

point du cercle ne puisse eorrespondre plus d 'un point du domaine; h u n  point 

de L0 eorrespondra un point de la eireonf6rence du eerele et r6eiproquement. 

Nous serons ainsi conduits h r6partir les points du cerele C en deux en- 

sembles, l 'ensemble E des points auxquels correspond un point du domaine, 

(ensemble dans lequel nous ferons entrer la circonf6rence dent  les points cor- 

respondent s eeux de L0) et l'ensemble E~ des points auxquels ne correspond 

aueun point du domaine. 

T o u s l e s  points de El sent int6rieurs h une cireonf6renee, int6rieure elle- 

m~me ~ la cireonf6renee de rayon x. I,es points de la fronti~re de E ,  sauf 

ceux de la eirconf6rence de rayon I, font partie de E~. La domaine E est 

doublement eormexe, comme Dt dent  il est l'image. Si done nous consid6rons 

une eourbe ferm6e trae6e dans E,  t o u s l e s  points de E~ seront int6rieurs s cette 

eourbe ou tous ext6rieurs. 

Deux hypotheses sent done possibles: 

x ~ Ou bien Et se compose d 'un seul point. 

2o. Ou bien E~ en eontient une infinit6; ear si Et eontient plus d 'un point, 

il ne peut  admettre de points isol6s. 
Soient dans cette 2 ~e hypoth~se q, qt et q2 trois points de E~, le premier 

sur la fronti~re de E.  Construisons avee ces trois points les fonctions auxiliaires 

d'OsoooD : 

Cette fonetion t e s t  harmonique darts E sauf en 0 off elle devient logarith- 

miquement infinie; elle est par tout  positive et tend v e r s o  quand on se rapproche 

de q. La fonetion w est uniforme dans E,  paree que toute cou~be ferm~e 

trac~e dans E,  n'enveloppe aucun des points singuliers q, q~, q2 ou les enveloppe 

tous trois. 

On a done t > u(d,~, o) et par consgquent 

t > u(Dl,  o) 
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ce qui montre que u(D~, o) tend vers z~ro quand on se rapproche du point q; 

on en conclurait comme au w 8 que ]e point q dolt se trouver sur la eirconf~renee 

de rayon I. Mais i] n'en est pas ainsi puisque tous le s  points de E1 sent in- 

t6rieurs ~ cette circonf~rence. 

Nous sommes done ramen~s h la I ~re hypoth&se, d'apr~s laquelle E1 se 

r~duit ~ u n  seul point. 

Pour nous r~sumer, la fonction z donne la representation conforme de DI 

sur un cerele point6. 

Nous avons done les deux domaines D~ et Co, qui ont une partie commune 

8, et repr6sentables le ier sur un cerc]e point~, le second sur un cercle. Nous 

pouvons alors, en appliquant les proc6d~s de M. SC~W~TZ (Monatsberichte de 

l'Acad4mie de Berlin, Octobre t87o, page 792) conclure que le domaine total:  

D = D~ + Co - -  ~ 

est repr6sentab]e sur une sph6re point6e. 

En r&umd, un damaine D simplement connexe quelconque est susceptible de 

repr&entation con/orme soit sur un cercle (w 13 et I4) soit une sphere pointde (w 15). 

Si Mors nous nous reportons /z la fin du w IZ, nous verrons que ]e x ~ 

ne peut 6tre que celui oh l'arc B'A' ne se r6duit pas /~ un point et le 2 d cas 

celui off cet arc se r~duit /~ un point. On peut done donner au erit6re qui per- 

met de discerner lesi deux cas plusieurs formes enti6rement diff6rentes les unes 

des autres et diff6rentes aussi de  celle qu'avait  adopt~e M. BlOODily. 

Revenons pour terminer ~ notre fonction Y,; nous avons vu que nous 

pouvions lui assigner une ]imite sup6rieure et une limite inf6rieure; mais il pour- 

rait  encore se faire qu'elle oscille entre ces limites quand n ero~t ind6finiment 

au lieu de tendre vers une limite d6termin6e. Les consid6rations pr6c6dentes 

montreraient qu'elle tend effectivement vers une limite d6termin6e qui est: 

Z - -  Z o I - -  Z o 

Z - - Z '  o I ~ Z  0 

z0 6tant l'affixe du point unique auquel se r6duit l'ensemble E~, tandis que Z'o 

est le point inverse de z0 par rapport au cercle C. 


