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REMARQUES SOR LA THI~0RIE DE LA REPRI~SENTATION CONFORME 

PAR 

E. PHRAGM]~N 

~t STOCKHOLM. 

La thdorie de la repr6sentation conforme des surfaces est, comme on 
suit, intimement lide it la th6orie du probl6me de Dirichlet. Apr6s que 
M.  WmEIISTRASS cut attir6 l'attention sur l'insuffisance de l 'argument 
par lequel I%IEMANI~ avait voulu d6montrer la solubilit6 de ce probl6me, 
M. ScrlWAnz, darts plusieurs travaux extrdmement remarquables, dont le 
plus important se trouve dans les M o n a t s b e r i c h t e  de l'Acad6mie de 
Berlin, annde 187o , a 6tabli d'une mani6re rigoureuse cette solubilitd, du 
moins duns des cas tr6s 6tendus, et a mis ~ profit ce rdsultat pour la 
th6orie de ]a repr6sentation conforme. Plus tard, la mdthode de M. 
SCHWARZ a 6t6 commentde par plusieurs auteurs, parmi lesquels je tiens 
it nommer ici HARNACK 1 et M. JULES RIEMAN~. ~ 

Ces auteurs ont remarqu6 une difficult6 que l'on rencontre en pas- 
sant du probl6me de Dirichlet au probl6me de la repr6sentation conforme. 
Cette difficult6, qui paralt avoir 6chapp6 it M. SCrtWARZ, de mgme qu'it 
M. SCHOTTKY, dont on a un m6moire 6tendu sur la repr6sentation con- 
forme des aires it connexion multiple, 3 consiste principalement en ce qui 
suit. Si l'on a r6solu le problbme de Dirichlet pour une aire S et une 

1 Die Grundlagen der Theorie des logarithmischen _Patentiales etc., Leipzig~ Teubner, 
1887 . 

Sur le probl~me de Dirichlet, Th~se, Paris I888. 
Journal flit Mathematik~ t. 8 3 . 

Acta mathematica. 14. Imprim~ le 14 mai 1890. 29  



226 E. Phragmgn. 

suite continue de valeurs donn6es sur son contour s, c'est-k-dire, si on a 

trouv6 une fonction r6elle u harmonique I en S, qui tend uniform6ment 
vers les valeurs donn6es quand on s'approche du contour, on ne sait pas 

en g6n6ral, comment l~L fonction v conjugu6e de u se comporte dans le 
voisinage du contour, ttAR~'XCK a fait disparaitre cette difficult6 dans 

des cas assez 6tendus, en d6montrant  que la fonction v e s t  holomorphe 

dans le voisinage de tout point situ6 sur une portion du contour form6e 

d 'un arc r6gulier d'une ligne analyt ique et oh les valeurs donn6es sont 

d6finies par une fonction holomorphe. Tout se r6duit dans ce cas, comme 

il est du reste tr6s facile de le voir, k d6montrer  que toute fonction u, 
qui est harmonique d 'un eSt6 d'une droite et qui s 'annule sur la droite, 

est continuable au-delh, de la droite. HARI~-ACK 6nonce ce r6sultat k la 

page 1 5 du livre cit6; mais la d6monstration qu'il  en donne ne me 

semble pas satisfaisante. Heureusement  qu'il  est facile de t rouver  une 

autre d6monstration absolument rigoureuse, et qui a de plus l 'avantage 
d'6tre tr6s 616mentaire. En effet, joignons deux points de la droite s par 

un are de cercle c de mani6re a former un segment de cercle C tel que 

la fonction u est harmonique k son int6rieur et continue sur le contour. 

Puis menons l 'arc de cercle c' sym6trique k c par rapport  k la droite, 

et raisons correspondre k chaque point de cet arc la valeur num6riquement  
oppos6e k la valeur  de la fonction u au point sym6trique situ6 sur c. 
Formons une fonction U qui soit harmonique dans l 'aire limit6e par les 

deux arcs de cercle, qui soit 6gale k u s u r c  et prenne sur c' les valeurs 
qui viennent d'6tre d6finies. I1 n'y a qu'une seule fonction qui satisfait 
k ces conditions. Par  cons6quent, s i x ' ,  y' sont les coordonn6es du point 

sym6trique au point (x,  y) par rapport  k la droite, on a 

v ' )  = - -  u ) .  

Car si on pose 

v )  = - -  v ' )  

c.-k-d, satisfaisant ~ l'6quation 

3"u 3"u 
- - O .  
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la fonction V(x, y) satisfait aux mOnes conditions que U(x, y). Sur la 
droite elle.mdme, on a done U =  o. Done les fonctions u et U, 4tant 
harmoniques dans le domaine C et s'accordant sur son contour, sont 
identiques, et le thSo%me de HAn~ACK se trouve dSmont% rigou- 
reusement. 

Yoici un autre point de la th~orie de la rep%sentation conforme qui 
me puralt dight 'de l'attention des g4omStres. M. ScrIWA~Z a indiqu5 
(loc. cit. pag. 785) uric importante g~ndralisation du problSme de Di- 
richlet, dont on n'a pas jusqu'ici, ce me semble, ti% tout le parti possible. 
Supposons unc surface telle que le voisinage de tout point puisse dtre 
represent4 conform~ment sur une aire plane. ~ Supposons de plus que, 
par l'interm~diaire de la rcp%sentation conforme, on regurde cette fonction, 
dans le voisinage d'un point d e  la surface, comme fonction des points 
d'une aire plane qui reprSsente d'une mani~re conforme ce voisinage, et 
supposons qu'elle soit fonction harmonique dans cette aire plane. Je dirai 
alors simplement que la fonction est harmonique dans le voisinage du 
point consid~% de la surface. Je dirai de plus qu'une fonction est har- 
monique dans un domaine quelconque d'une surface, si elle est harmonique 
dans le voisinage de tout point de ce domaine. 

Convenons de g6n4raliser le probl&ne de Dirichlet dans lc mdme 
sens, et d~signons par ce nora le probl&ne qui consiste "~ trouve~ une 
fonction harmonique dans un domaine donn~ d'une surface et tendant 
uniform~ment vers des valeurs donndes quand on s'approche du contour 
du domainc. Le proc~d~ de M. SchwArtz nous permet de dire que ce 
probl~me g4nSralis~ peut dtre %solu, pourvu que la suite des valeurs 
donn5es soit continue, et que le domaine donn~ puisse ~tre compos~ d'un 
nombre fini de domaines repr~sentables conform~ment sur des aires planes 
pour lesquelles on salt %soudre le problSme le Dirichlet. 

Comme on salt, le probl~me de Dirichlet peut ~tre g~n~ralisd dans 
une autre direction, et 1'on peut donner, outre les valeurs sur le contour, 
certaines conditions de discontinuit& En particulier, si le domaine donn5 
est ferm6 il n'y a lieu de consid~rer que les conditions de discontinuits 

I1 me semble que M. SCHWAI~Z fair trop peu de cas des diffieultds que fair naltre 
en gdndral la prdsence d'ar~tes i~ l'intdrieur du domaine considdrd (c L loc. cir. pag. 785). 
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L'existence de la solution se trouve toujours 6tablie par le proc6dd altern6 

de M. SCaWA~Z. 
On eonnait tout le parti qu'on peut tirer de ces th6or~mes pour ]a 

th6orie des int6grales ab61iennes, en les appliquant aux surfaces dites de 
Riemann. x Mais il semble avoir 6chapp6 k l 'attention des g6om~tres ~ 
qu'on peut les appliquer tout aussi bien aux polygones g6n6rateurs de 
M. POISCAR~ et que, de cette maniSre, on peut 6tablir tout d'un coup 
l'existence des fonctions fuehsiennes et klein6ennes. 

En effet ,  on n'a qu'k se rendre compte de ce qu'il faut entendre 
par une fonction harmonique dans le voisinage d'un point z----z 0 du 
polygone. Si le point z = z 0 est situ6 ~ l'int6rieur du polygone, il n 'y 

rien de particulier. S'il est situ6 sur un c5t6 du polygone, nous con- 
viendrons de compter au voisinage de z o les points du polygone qui 
appartiennent ~ un petit cerele autour de z0, et les points dont les points 
correspondants du polygone limitrophe appartiennent au m~me cercle, et 
nous dirons qu'une fonction est harmonique dans le voisinage de z 0 si 
elle est harmonique ~ l'int~rieur de ce cercle. 

Enfin, si le point z 0 est un sommet du polygone, formons des r6gions 
l imitrophes ayant le mdme sommet jusqu'k ce que nous ayons un repr6- 
sentant de chaque sommet faisant patt ie du m~me cycle que le sommet 
z = z o. Si ls somme de t o u s l e s  angles du cycle est 6gale k 2zr, nous 
compterons au voisinage de z 0 l 'ensemb/e des points du polygone appar- 
tenant k un petit cercle autour de z o ou y ayant des points corres- 
pondants, et nous nommerons fonction harmonique dans ]e voisinage du 
sommet z 0 toute fonction harmonique clans un tel cercle. Au contraire, 
si la somme des angles est diff6rente de 2zc, le premier et le dernier c6t6 
aboutissant au point z 0 seront correspondants. Choisissons sur ces lignes 
deux points correspondants et joignons-les par un arc de cercle coupant 
les deux lignes orthogonalement. I1 sera facile de representer le domaine 
limit6 par les dcux lignes et par l 'arc de cercle conform6ment sur l'in- 
t6rieur d'un cercle, de telle sorte qu'au sommet z o corresponde le centre 
du cercle et qu 'aux deux lignes correspondantes du contour corresponde 

1 (3f. C. NEUMAN~r, Vorlesungen iiber l~iemann's Theorie der Abel'schen Integrale, 

Leipzig, Teubner~ I884. 
Ct'. POI~rCAR~, Aeta t. r, p. 294; t. 4, P. 240. 
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un rayon du cerele. Darts ce cas, une fonetion sera dite harmonique dans 
le voisinage de z0, si ells devient par cette transf'ormation fonction har- 
monique ~ l 'int6rieur du cercle. 

Cela pos6, on volt tout de suite que les polygones g6n6rateurs de 
M. POIZ~CAU]~, consid6r6s comme des surfaces ferm6es, peuvent 6tre com- 
pos6s, de la mani~re indiqu6e par M. SCHWARZ, d 'un hombre fini de do- 
maines pour chacun desquels le probl~me de Dirichlet est soluble. Donc 
le probl~me de Dirichlet, g6n6ralis6 comme nous venons de le faire, est 
soluble pour le polygone g6n6rateur en entier. 

L'existence des fonctions fuchsiennes et klein6ennes est une cons6- 
quence imm6diate de ce th6or+me; du reste, on voit facilement que ce 
n'est pas tk le seul point de la th6orie de ces transcendantes si remav- 
quables oh l'on peut recourir avec profit ~ la thdorie de la repr6sentation 
conforms. 

En parlant  de la th~orie de la repr6sentation eonforme, il convient 
de dire un mot de la m6thode 616mentaire par laquelle M. SCULs 
6tabli la possibilit6 de la repr6sentation conforme d'un polygone rectiligne 
donn6 s u r u n  demi-plan. 1 Cette mdthode a 6t6 critiqu6e par M. J. RIE- 
~Az~Z~ 2 - -  k tort, ce me semble. Voici en effet en peu de roots ce qui 
a 6t6 d6montr6 par M. SCHLAFLI. 

Purtant  du fait eonnu que la fonction 

o) 
P ------ ~ / / / ( / ) a - -1  ( I  - -  (/9)~--1 ( I  ---- S(O)7--1(I - - t w ) * - - ' . . .  ( '  --yo>)~ - -  z t o ) ' - ' dw ,  

o 

off l'on suppose M > o ,  I > s > t > . .. > y > z > o, repr~sente le demi- 
plan conform6ment s u r u n  polygons ~ n c6t6s, dont les angles sont 

~ # , / ~ ,  TZ, . . . ,  eta,  X#, 

oh 

x =  n - -  + f l +  . . .  + 

1 J o u r n a l  f i i r  M a t h e m a t i k ~  t. 7 8  . 

loc. cit. p. 47--49. 
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et dont les longueurs des edtds sont donndes par les 6quations 

1 
(~,e) - M f , ,o - '  ( , - ,o),'-' ( , - -  s o , ) : - ' . . .  (1 - -  v ,o)~ ( , - -  ~, ,):- '  a,,,, 

0 

1 

$ 

(fir) - -  M f , : - ' ( o  - -  i ) , ' - 1 ( i  - -  81[o):-1... ( i  - -  v f0 )~  ( i  - -  z f 0 ) " - l d r  
1 

�9 . . �9 �9 �9 . �9 . . . . �9 �9 . �9 0 �9 �9 �9 

1 
2 

( t~)  = . M f c 0 a - - - l ( r  ..... i ) ,~-1(8r  _ _  1);--1 . . .  ( V f o _  i ) 0 - 1 ( i  _ _  ; r 1 6 2  
1 

Y 

il montre quc le d6terminant  fonctionnel 

[(~Z), @ )  . . . . .  (~)] 

a la valeur 

(__ M),,_a. r ( , ) r C ~ ) . ,  r(,) 
l'(i - -  x )  

[~ ,  s, . . . ,  z] 

�9 8 x + y - - 2 t x + J - 2  . . . .  2x V:-2 

. ( i _  ~y,+7-'-,(, _ t),~+,>-~ . . .  

�9 ( s  - -  t ) ~ + ~ - '  . . .  

I - -  Z) '~+C-2 

( 8 -  ~)~'+~--~ 

�9 ~ , ~ ~ 

Par  cons6quent, si M ,  s ,  t , . . . ,  z ont des wdeurs  r6elles telles que 

3 1 > M > d ,  I - - S > d ,  s - - t > ~ ) ,  . . . , y - - z > 3 ,  z>3 ,  

3 et 31 5tant des quantitSs positives, les valeurs num6riques de ce ddter- 
minant  sont comprises entre deux valeurs limites positives. 

Donnons maintenant  ~ M ,  s ,  t ,  . . . ,  z des valeurs particuli6res 

M0, so, t o , . . . ,  z o satisfaisant aux in6galit6s 

M 0 > o ,  1 >  So > to > . . .  > Zo > O. 

Nous savons que la fonction eorrespondante Po repr6sente le demi-plan 
sur un polygone ~ n c6t6s 

( ~ o ,  ~ r ) o ,  , (e,)o 



Remarques sur |a thdorie de la reprdsentatiou conforme. 231 

et aux  angles donnds. Soient (a~)l . . .  (0~)1 les longueurs des c6t6s du 
polygone donn6. I1 est clair qu'on peut arriver du polygone (a~)0... (0~)0 
an polygone donn6 ( a f ) l . . .  @)1, en passant par une s6rie continue de 
polygones k n c6t6s, par exemple en 6galant (aft). . .  @) ~ n fonctions 
r6guli6res d'une variable r6elle $ croissant de ~0 b, ~1. Soit $~ une valeur 
entre % et ~ .  Si cette valeur est assez rapproch6e de ~0, puisque le 
d6terminant fonctionnel 

[(@), @) ,  . . . ,  (o~)] 
aiM, s, . . . ,  z] 

est diff6rent de z6ro pour ~ ----- $o, on peut ddterminer M ,  s , . . . ,  z de 
mani6re que (a~)... (0~) prennent les valeurs (af)~... (0e)~ correspondant ~ ~:. 

Cela a lieu encore au-del~ de ~,  si la valeur num6rique du ddter- 
minant fonctionnel 

a [ ( @ ) ,  �9 � 9  ( a ) ]  

v [ M ,  s ,  . . . .  z] 

reste comprise entre deux quantitds positives pour toutes les valeurs de 
entre ~0 et ~.  

Or on peut ddterminer ~ priori deux telles quantitds. En effet, 
parce que tous lea c6tds des polygonea (aft) . . .  @) correspondant ~ des 
valeurs de ~ entre ~0 et ~1 sont compris entre des limites positives, s'il 
y a des valeurs M , s , t , . . . , z  (I > s > t > . . .  > z > o )  qui y corre- 
spondent, il faut que la quantit6 M soit aussi comprise entre des limites 
positives et que les diffdrences I - - s , s - - t , . . . , y - - z , z - - o  soient 
toutes supdrieures ~ une quantit6 positive. Car si une ou plusieurs de 
ces diffdrences s'annulaient, le polygone correspondant n'aurait plus n 
c6t6s, et si M s'annulait ou devenait infini, tous lea c6tds s'annuleraient 
ou deviendraient infinis. Mais clans ces conditions, la valeur numdrique 
du ddterminant fonctionnel est toujours comprise entre deux valeurs po- 
sitives, comme nous rayons ddjb~ 6nonc6 plus haut. 

Donc la propridt6 dont nous parlons a lieu jusqu'~ et au-del~ de ~ ---- ~,  
et on peut ddterminer M e t  s ,  t , . . . ,  z de telle manidre que le demi-plan 
soit repr6sent6 conform6ment sur le polygone donn6 k l'aide de la fonction 

r 

0 

ce qu'il fallait ddmontrer. 
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En terminant ces remarques ddtach~es, tir~es d'un cours que j'ai 
profess~ ~ l'universit4 de Stockholm pendant le semestre du printemps 
I889, je ne puis me refuser le plaisir d'attirer l'attention du lecteur sur 
lu solution simple et ~l~gante du probl~me de Dirichlet dans le cas d'un 
domaine convexe donnde par KmCHrtOFF et publi~e dans ce mdme volume 
des Acta ,  p. I 7 9 - - I 8 3 .  II est superfiu de dire que cette solution~ donn~e 
primitivement pour le cas de l'espace, s'applique tout aussi bien au cas 
de deux dimensions. 


