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OBER DIE 

DIOPHANTISCHEN GLEICHUI~GEN V0M GESCHLECHT NULL 

vol~ 

D. H I L B E R T  u~v A. HURWITZ 
iu  K ~ N I G S B E R ( ~  i.  P r .  

Die vorliegende Mittheilung behandelt die Aufgabe, alle ganzzahligen 
Lssungcn der Gleichung 

(i) f(ggl ~ X ~  X a) ~ 0 

zu finden, unter der Voraussetzung, dass f (xl ,  z~, x~) eine ganze ganz- 
zahlige homogene Function yore n t~ Grade in den Variabeln xl ,  x2, x~ 
bedeutet, und die dutch jene Gleichung definirte ebene Curve das Ge- 
schlecht Null besitzt. Die Frage nach allen denjenigen Punkten der 
Curve (I), deren Coordinaten rationale Zahlen sind, bezeichnet offenbar 
im wesentlichen die gleiche Aufgabe. 

Zur Lssung der Aufgabe stiitzen wir uns auf die Abhandlung yon 
M. NOTHER: Rationale Ausfiihrung der Operationen in der Theorie der al- 
gebraischen Funclionen. 1 Den dort entwickelten Resultaten zufolge konnen 
wir zunachst, falls die Gleichung (I) vorgelegt ist, durch eine endliche 
Zahl yon rationalen Operationen entscheiden, ob die Voraussetzung, dass 
das Ger der Gleichung Null ist, zutrifft. Sodann ist es ebenfalls 
durch rationale Operationen mSglich, n -  I linear unabhangige ternare 
ganzzahlige Formen F1, F ~ , ' . ' ,  F~-I yon der ( n - - 2 )  t~n Ordnung an- 

M a t h e m a t i s c h e  A n u a l e n ~  Bd. 23~ S. 3 I I  ft. 
Ae~a m a t h e m a t ~ e a ,  14. Iml~rlm~ le 15 d~cemhre 1890. 28 
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zugeben 
(r) yon der Curve 

in n - -  2 
ge.schn itte n 

D. Hilbert und A. Hurwitz. 

der:~rt, dqss fiir beliebige Parameter  2~, ).~ . . . .  , 2,_.1 die Curve 

2~,% + 2~g, + . . .  + 2,,_1f',,-1 : o 

mit  den Par ,~metern  2~. 2 . . . . . . .  5,,,-1 ver,~nderliehen Punkten  
wird. Die Gleiehung (2) stellt {lie zu der Curve (~) adjun- 

girten Curven ( n - - 2 )  t e r  O r d m m g  dar. 

Es sei nun  zur Abkftrzung 

G : 2nicl -4- ),~Fo. A- . - .  -b ~ , . , -q~-~,  

(3) r = ),~,~, + 2 - ~  + " '"  + ' k . - ~ . - , ,  

G ----- ),~1.r -4- 2~'~ q- . . .  + ),~,,-1~',-~, 

wobei ) 'u, 2,~. . . . .  , ),:, .... ~ unbe~timmte Parameter  bedeuten.  
wi t  sodann die Gleichung (I) ve rmsge  der Formeln  

Transformiren 

(4) Y1:Y~:Ya= Ox:O 2:r 

so erhalten wir eine Gleichung 

(5)  ,q(Yl ' Y2 ~' 712,) = O'  

deren linke Seite eine ganzzahlige Form yon y~, y~, y~ und den Para- 
mete rn  ) , t ,  )q~., . . . ,  ),:~., ~ ist. Ferner  ergiebt  die Ausffihrung der Trans- 

formation Formeln  der Oest 'dt  

(6) :r, :x~ : x a = q"~ : q'~ : q"a, 

wo q q ,  q",,, q::; ebenfalls ganzzahlige Formen yon Yl, Y=,Y~ und dell 
Pnr,qmetern ),~, 2:,, . . . . .  ),::,,, ~ sind. WiT' setzen diese Formen  ohne einen 
allen gemeinsamen Thei ler  voraus. Die Form ff(Yi' Y2, Ya)ist nothwendig  
i rreducihel  und homogen yon der (n ~ 2) to" Ordnung  in den Var iabeln  

Y,, Y~, Ya, eine Thatsaehe, welehe unmi t t e lba r  aus den bekannten  Sl~tzen 
i~ber (lie rational(,n e indeut ig  umkehrbaren  Tr,qnsformationen der alge- 
braischel~ Curven folgt. Wir ertheilen jetzt  den Parametern  ),,~, 2,.0, .... ),a,,,-~ 
solehe ganzznhligen W(!rthe, dasg die Form .q(Yl , Y.,., :G) irredueibel  bleiht. 
Dies ist stets mOglidl, da diejenigen Wer the  von 2n ,  2 x ~ , . . . ,  ),3.~-~, far  
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welche g(y~, Y2, Y~) reducibel wir(], gewissen algebraischen Gleichungen 
geniigen Iniissen. Verm(~ge der Formeln (4) un(] (6) entspricht nunmehr 
jedem Punkte der Curve (I), (lessen Coordinaten rationale Zahlen sin(], 
tin ebensolcher Punkt der Curve (5) und umgekehrt. Daher ist unsere 
urspr(ingliehe Aufgabe auf die Behan(]lung der Gleichung g(y~, y . ,  y:~) --:=- o 
zuri~ckgefiihrt, welehe ebenfalls ganzzahlig und vom Geschlechte Null ist, 
dagegen eincn um zwei Einheiten geringeren Grad als f(x, , x: , x:~) -=- o 
besitzt. 

Da die Fortsetzung dieses Verf~hrens so lange msglich ist, als (let 
Grad der Gleichung grSsser ist als drei, so gelangen wir schllesslich zu 
einer Gleichung dritten oder zweiten Grades, je nachdem der Gr~d n (let 
urspriinglichen Glr eine ungerade o(]er eine gerade Zahl ist. Eine 
Gleichung dritten Grades konnen wir abet sofort tauf eine Gleichung ersten 
Grades reduciren. Denn eine solehe Gleichung stellt eine Curve dritter 
Ordnung mit einem Doppel- oder Rackkehr-l:~unkte vor, dessen Coor(]inaten 
nothwendig rationale Zahlen sin(], und diese Curve kann stets vermOge 
einer rationalen eindeutig umkehrb,qren Transformation in eine gerade 
Linie fibergef~hrt werden. Je naehdem also die Ordmmg der vorgelegten 
Gleichung eine ungerade oder eine gerade Zahl ist, erhalten wit schliesslich 
eine Gleichung ersten oder zweiten Grades. Wir behandeln diese beiden 
Fi~lle gesondert. 

Im e r s t e r e n  Falle sei 

(7) l (~1 '  U2'  U3) = 0 

die erhaltene lineare Gleichung. Es lassen sich dann offenbar drei ganz- 
zahlige lineare Formen (01 , w:,  (0~ der homogenen Parameter {1 ' ~2 Yon 
der Art angeben, dass die Proportion 

(8) el'* U2 : U3 ~ (O1 : (02-* (0~ 

alle rationalen L0sungen der linearen Gleichung (7) liefert, wenn wir ffir 
die Parameter tl ,  t~ alle mc)glichen ganzen Zahlen einsetzen. Indem wir 
nun dutch successive Anwendung (]er vorhin ausgeftihrten Transforma- 
tionen zu der urspriinglich vorgelegten Gleichung (I)zuriickgehen, ergiebt 
sich eine Proportion v o n d e r  Gestalt 

(9) x 1 : x 2 : x~ ---~ Pl :P2 :Pa, 
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wo p~, P2, P~ ganzzahlige Formen n t~ Ordnung der homogenen Variabeln 
t~, t 2 bedeuten. Nach eventuellem Ausschluss einer endlichen Anzahl yon 
L0sungen, welche wir als singuli~re Lssungen bezeichnen und auf welche 
wit sogleich zurfickkommen werden, findet man aus der Proportion (9) 
alle t~brigen, nicht-singularen rationalen Lssungen der Gleichung (I), wenn 
man den Parametern t~, t: alle msglichen ganzzahligen Werthe ertheilt. 
Es ist daher offenbar, dass wir alle nicht-singul'~ren ganzzahligen e igen t -  
l i chen  Lssungen x~, ~2, x:~ unserer Gleichung (I) erhalten, wenn wir in 
P~, P2, P3 die Parameter t~, t~ alie mSglichen Paare relativer Primzahlen 
annehmen lassen, und immer den grSssten allen drei Zahlen gemeinsamen 
Theiler unterdrticken. Um jedoch zu bestimmten Formeln fiir diese eigent- 
lichen LBsungen zu gelangen, bilden wir die Resultante der beiden Formen 

wo 2~, 2~, "~3, #~,/~2, #3 unbestimmte Parameter bedeuten. Diese Resultante 
ist eine ganze ganzzahlige Function der Parameter 2 2 , )'2, )'3, #~, #~, #~, 
welche nicht identisch verschwinden kann, da die Formen p~, p o, p~ keinen 
gemeinsamen Theiler besitzen. Es sei // die gr0sste positive ganze Zah], 
welche in s~mmtlichen Coefficienten jener Function aufgeht. Bedeutet 
dann t~, t~ irgend ein Paar relativer Primzahlen, so ist leicht einzusehen, 
dass jede in den drei Zahlen 

p,(t,, t2) , p~(t , ,  t2), ps(t,, t,) 

aufgehende Zahl ein Theiler yon R sein muss�9 Lassen wir daher die 
beiden Parameter t~ und t 2 unabhangig yon einander ein vollstandiges 
Restsystem nach dem Modul R durchlaufen, so gelangen wir durch eine 
einfache Schlussweise zu folgendem Resultat: 

Es lasst sich ein endliches System yon Formeln: 

�9 �9 . �9 �9 �9 

x, = x~(r~, r~), 

aufstellen, 

~2 = ~(~, ~), ~3 = A ( ~ ,  ~); 
�9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 * �9 �9 * �9 

x,  = x , ( ~ , ,  ~ ) ,  x~ = x~(~,, ~), 

welches alle nicht-singularen ganzzahligen eigentlichen Losungen 
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der Gleichung (t) liefert, wenn man den Parametern r~, r 2 alle m0gliehen 
ganzzahligen Werthe beilegt. D'tbei bedeuten %, %, %, . . . ,  x~, x~, x~ 
ganze, ganzzahlige, nicht homogene Functionen der Parameter r~, r 2. 

Die bisherigen Entwicklungen beruhten wesentlich auf dem Umstande, 
dass die benutzten Transformationen eindeutig umkehrbar sind. Da diese 
Eindeutigkeit jedoeh in den singuli~ren Punkten der Curve (I) eine Aus- 
nahme erfhhrt, so bedtirfen diese Punkte noch einer besonderen Unter- 
suchung. Die singul~ren Punkte entsprechen den gemeinsamen L0sungen 
der drei Gleichungen 

~f ~f ~f 
= o ,  = o ,  = o ,  

und es kann daher stets durch eine endliche Anzahl rationaler Opera- 
tionen entschieden werden, ob unter ihnen solehe vorhanden sind, deren 
Coordinaten rationale Werthe besitzen. Die so gefundenen ))singuli~ren~ 
Lssungen der diophantischen Gleiehung (I) werden nieht nothwendig 
auch dureh die Formeln (Io) erhalten, wie sich leieht durch Beispiele 
zeigen lasst. 

Wenn zwei tens  der Grad n der vorgelegten Gleichung eine gerade 
Zahl ist, so werden wir, wie oben gezeigt worden ist, auf eine quadratische 
Gleichung 

( I 2 )  u , ,  = o 

geffihrt. Wir kSnnen dann diese Gleichung stets durch eine lineare Trans- 
formation mit rationalen Zahlencoefficienten in die Gestalt 

bringen, wo al ,  a~, a 3 s~mmtlich ohne einen quadratischen Theiler und 
paarweise relative Primzahlen sind. Bekanntlich besitzt diese Gleichung 
(I3) ganzzahlige Lssungen dann und nut dann, wenn al ,  %, a 8 nieht alle 
dasselbe Vorzeichen haben, und die Zahlen - - a 2 a ~ , - - a 3 a x , - - a l a ~  be- 
ziehungsweise quadratische Reste der Zahlen a l ,  a~, aa sind. x 

I LEGENDRE: Thdorie des hombres, 3 me 4d. T . I .  w167 IIl~ IV. (Deutseh yon H. 
MASER~ Leipzig I886.) Vgl. auch LEJEUNE-DI~CrIL~.T: Vorlesungen iiber Zahlentheorie, 
herausgegeben yon R. DEDEKI~D~ 3. AUfl. w I57 des X. Supplementes. 
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Wenn diese Bedingungen erfallt sind, so giebt es aufdem dutch die 
Gleichung (I3) definirten Kegelschnitte Punkte, deren Coordinaten rational 
sind, und wir konnen d,her durc, h e i n e  r~tiontde eindeutig umkehrbare 
Transformation den Kegelschnitt in eine Gerade, oder, was dasselbe ist, 
die Gleichung (13) in eine lineare gleichung taberftdaren. An die letztere 
knapfen sich sodann dieselben Betrachtungen, welche wir oben iln An- 
schluss an die Gleichung (7) entwickelten. Es wird also auch in dem 
jetzt betrachteten Falle unsere diophantisehe Gleichung (I) eine unendliehe 
Zahl von L~sungen besitzen, welche durch ein System yon Formeln der 
Gestalt (Io) gefunden werden, und zu welchen sieh eventuell eine endliche 
Zahl yon singularen L0sungen gesellt. 

Sind jedoch die genannten Bedingungen nicht erf~llt, so besitzt der 
Kegelschnitt (x3) keinen Punkt, dessen Coordinaten rationale Zahlen sind. 
Folglieh giebt es dann aueh auf der Curve (I) keinen solchen Punkt, es 
sei denn, dass yon den singularen Punkten dieser Curve einer oder mehrere 
rationale Coordinaten besitzen. Unsere Gleichung (1) hat also jetzt entweder 
eine endliche Zahl yon (singul~ren) L6sungen oder iiberhaupt keine L0sung, 
je nachdem die Gleichungen 

af Of 3f 
- - O  

gemeinsame rationale L(ssungen zulassen oder nicht. Dass von diesen 
beiden Msglichkeiten auch die erstere eintreten kann, dass also ein sin- 
gul~rer Punkt der Curve (1) rationale Coordinaten besitzen kann, ohne 
dass ein weiterer Punkt mit rationalen Coordinaten auf der Curve liegt, 
zeigt folgendes Beispiel. Es seien ~', ,51 , ~,~, ~':; vier ganzzahlige qua- 
dratische Formen, ferner l eine ganzzahlige linearc Form der Variabeln 
u 1 , u2, u 3. Diese Formen mSgen so gewahlt werden, dass der durch die 
Gleiehung 

( I 4 )  q, = o 

definirte Kegelschnitt keinen Punkt mit rationalen Coordinaten besitzt, 
dass ferner die Kegelschnitte 

( ' 5 )  = o ,  r  = o 
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durch die beiden Schnittpunkte von ~----o mit der Geraden 1-----o hin- 
durchgehen, ohne mit ~ ~--o zu demselben Biischel zu gehsren, und dass 
endlich der Kegelschnitt 

(i6) r  

die genannten beiden Schnittpunkte nicht enthMt. Offenbar. kSnnen die 
Formen auf unendlich viele Weisen diesen Bedingungen gem~ss ange- 
nommen werden. Transformi~'en wir nun die Gleichung (I4) vermOge 
der Formeln 

so erhalten wir eine ganzzahlige Gleichung 

( i8)  f@l ,  x3) = o,  

welche eine Curve vierter Ordnung vom Gesch~echte Null darstellt. Den 
Schnittpunkten der Geraden l = o mit dem Kegelschnitt ~ ~ o entspricht 
ein Doppelpunkt dieser Curve vierter Ordnung, dessen Coordinaten die 
rationalen Werte 

~gl ~ t  
~ 0 ~  --~0 
~s ~a 

besitzen. Dagegen k~nn sieh unter den nieht-singul~ren Punkten der 
Curve (18) keiner mit rationalen Coordinaten finden, well einem solchen 
auf dem Kegelschnitt (I4) ein Punkt mit ebenfalls rationalen Coordinaten 
entsprechen wt~rde. Durch zweckmgssige Wahl der Form r kann man, 
wie wir noch bemerken wollen, nach Belieben erreichen, dass entweder 
nur einer oder dass jeder der singularen Punkte der Curve (I8)rat ionale 
Coordinaten erh'~lt. 

Durch die vorstehende Darlegung fin(let die diophantische Gleichung 

f ( X  ~ X 2 ? X3)  ~ O 

yon beliebigem Grade und vom Geschlechte Null ihre vollkommene Er- 
ledigung. Wie sieh dabei gezeigt hat, besitzt eine solche Gleichung ent- 
weder keine L6sung, oder sie besitzt eine endliche Zahl yon LSsungen, welcke 
dann stets die gemeinsaman ganzzahli#en Ldsungen der Gleichungen ( i i) sind, 
oder endlich sie besitzt eine unendlichc, Zahl van ZO'sungen~ welche abgesehen 
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yon eventuellen gemeinsamen ganzzahligen L6sungen der Gleichungen (II), 
dutch ein System yon Formeln der Gestalt (IO) gefunden werden. 

Wenn der Grad der Gleiehung eine ungerade Zahl ist, so tritt stets 
der letzte Fall ein. Eine diophantische Gleichung yon ungeradem Grade 
und vom Gesehlechte Null besitzt also stets unendlich viele LSsungen. 

Ksnigsberg i. Pr. den x4. M~rz I889. 


