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UBER DIE
DIOPHANTISCHEN GLEICHUNGEN VOM GESCHLECHT NULL

VON

D. HILBERT vuvxp A. HURWITZ

in KONIGSRBERG i. Pr,

Die vorliegende Mittheilung behandelt die Aufgabe, alle ganzzahligen
Logungen der - Gleichung

(r) flo,,z,,2)=o0

zu finden, unter der Voraussetzung, dass f(x,,#,,x,) eine ganze ganaz-
zahlige homogene Function vom #*® Grade in den Variabeln z,, z,, 2,
bedeutet, und die durch jene Gleichung definirte ebene Curve das Ge-
schlecht Null besitzt. Die Frage nach allen denjenigen Punkten der
Curve (1), deren Coordinaten rationale Zahlen sind, bezelchnet offenbar
im wesentlichen die gleiche Aufgabe.

Zur Losung der Aufgabe stitzen wir uns auf die Abhandlung von
M. Noruer: Rationale Ausfiihrung der Operationen in der Theorie der al-
gebraischen Functionen." Den dort entwickelten Resultaten zufolge konnen
wir zunichst, falls die Gleichung (1) vorgelegt ist, durch eine endliche
Zahl von rationalen Operationen entscheiden, ob die Voraussetzung, dass
das Geschlecht der Gleichung Null ist, zutrifft. Sodann ist es ebenfalls
durch rationale Operationen moglich, » — 1 linear unabhangige ternire
ganzzahlige Formen ¢ ,¢,,..., ¢, , von der (n-— 2)*® Ordnung an-

! Mathematische Annalen, Bd. 23, 8. 311 ff.

Acta mathematica, 14, Imprime le 16 décembre 1890. 28
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zugeben derart, dass fiir beliebige Parameter 4 . 4. ..., A,_, die Curve
(1) von der Curve

(2> )‘1¢1 + )‘25[2 + e + )‘nﬁlf:nvl = 0

in »-——2 mit den Parametern 2 . 1,,..., 2, , verinderlichen Punkten
geschnitten wird. Die Gleichung (2) stellt die zu der Curve (1) adjun-
girten Curven (n — 2)*" Ordnung dar.

Es sei nun zur Abkiirzung

0, = /111551 + /112552 +...4+ Al,ﬂ«l?n——l’
(3) D, = )\21551 + /122% + ...+ Aﬂ,nalson'l?
Dy = Anoy + '132552 + ...+ )‘3,7.‘1%1_1,

wobei Ay, 2y ..., 2., unbestimmte Parameter bedeuten. Transformiren
wir sodann die Gleichung (1) vermoge der Formeln

(4) ]/I:yﬁzy:,=(pl:¢2:(p3,

so erhalten wir eine Gleichung

(5) 9., ¥, ) = 0,

deren linke Seite eine ganzzahlige Form von y ,y,,#, und den Para-
metern Ay, A, ...+ Aa, ist. Ferner ergiebt die Ausfuhrung der Trans-
formation Formeln der Gestalt

(6) rr

wo ., W,, ¥, ebenfalls ganzzahlige Formen von y,,y,,y, und den
Parametern 2, Aoy . ... A, sind.  Wir setzen diese Formen ohne einen
allen gemeinsamen Theiler voraus. Die Form g(y, ,v,,,) ist nothwendig
irreducibel und homogen von der (»n — 2)*" Ordnung in den Variabeln
Y, .Y, ,Y,, eine Thatsache, welche unmittelbar aus den bekannten Sitzen

s R

tiber die rationalen eindeutig umkehrbaren Transformationen der alge-
braischen Curven folgt. Wir crtheilen jetzt den Parametern 4, Aw, -oos 4y 0y
solche ganzzahligen Werthe, dass die Form g(y, , #,, ¥,) irreducibel bleiht.
Dies ist stets moglich. da diejenigen Werthe von Ay, Ay« ooy Agno1s fur
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welche g(y,,4,,y,) reducibel wird, gewissen algebraischen Gleichungen
gentigen miissen. Vermoge der Formeln (4) und (6) entspricht nunmehr
jedem Punkte der Curve (1), dessen Coordinaten rationale Zahlen sind,
ein ebensolcher Punkt der Curve (5) und umgekehrt. Daher ist unsere
urspriingliche Aufgabe auf die Behandlung der Gleichung ¢(y,,v,,%,) =0
zuriickgefuhrt, welche ebenfalls ganzzahlig und vom Geschlechte Null ist,
dagegen einen um zwei Linheiten geringeren Grad als f(z, , #,, %,) = O
besitat.

Da die Fortsetzung dieses Verfahrens so lange moglich ist, als der
Grad der Gleichung grosser ist als drei, so gelangen wir schliesslich zu
einer Gleichung dritten oder zweiten Grades, je nachdem der Grad » der
urspriinglichen Gleichung eine ungerade oder eine gerade Zahl ist. Kine
Gleichung dritten Grades konnen wir aber sofort auf eine Gleichung ersten
Grades reduciren, Denn eine solche Gleichung stellt eine Curve dritter
Ordnung mit einem Doppel- oder Riickkehr-Punkte vor, dessen Coordinaten
nothwendig rationale Zahlen sind, und diese Curve kann stets vermdge
einer rationalen eindeutig umkehrbaren Transformation in eine gerade
Linie ubergefuhrt werden. Je nachdem also die Ordnung der vorgelegten
Gleichung eine ungerade oder eine gerade Zahl ist, erhalten wir schliesslich
eine Gleichung ersten oder zweiten Grades. Wir behandeln diese beiden
Falle gesondert.

Im ersteren Falle sei

(7) {(u, ,u,,u) =0

die erhaltene lineare Gleichung. Es lassen sich dann offenbar drei ganz-

zahlige lineare Formen o,, w,, o, der homogenen Parameter ¢ , ¢, von

1° 27
der Art angeben, dass die Proportion

8) Uy U,

g * 3_—‘(012(02:(1)3

alle rationalen Losungen der linearen Gleichung (7) liefert, wenn wir fur
die Parameter ¢ , ¢, alle moglichen ganzen Zahlen einsetzen. Indem wir
nun durch successive Anwendung der vorhin ausgefithrten Transforma-
tionen zu der urspriinglich vorgelegten Gleichung (1) zurtickgehen, ergiebt
sich eine Proportion von der Gestalt

(9> Ty i &g Ty == Py Pg% Py
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WO p,, p,, p, ganzzahlige Formen #'*" Ordnung der homogenen Variabeln
t,, t, bedeuten. Nach eventuellem Ausschluss einer endlichen Anzahl von
Losungen, welche wir als singulére Lasungen bezeichnen und auf welche
wir sogleich zurtickkommen werden, findet man aus der Proportion (9)
alle iibrigen, nicht-singularen rationalen Losungen der Gleichung (1), wenn
man den Parametern ¢ ,¢, alle moglichen ganzzahligen Werthe ertheilt.
Es ist daher offenbar, dass wir alle nicht-singulidren ganzzahligen eigent-
lichen Losungen z , z,, x, unserer Gleichung (1) erhalten, wenn wir in
Py s Py p, die Parameter ¢ , ¢, alle moglichen Paare relativer Primzahlen
annehmen lassen, und immer den grossten allen drei Zahlen gemeinsamen
Theiler unterdriicken. Um jedoch zu bestimmten Formeln fir diese eigent-
lichen Losungen zu gelangen, bilden wir die Resultante der beiden Formen

hpy + Apy + Aoy, o + 10, + 10,

WO A, Ay, A, 2y, ¢y 5 o, unbestimmte Parameter bedeuten. Diese Resultante
ist eine ganze ganzzahlige Function der Parameter A, , A,. A, p,, p1,5 o1y,
welche nicht identisch verschwinden kann, da die Formen g, , p,, p, keinen
gemeinsamen Theiler besitzen. Es sei R die grosste positive ganze Zahl,
welche in s#mmtlichen Coefficienten jener Function aufgeht. Bedeutet
dann ¢, ¢, irgend ein Paar relativer Primzahlen, so ist leicht einzusehen,
dass jede in den drei Zahlen

P £)s Pyt s 4) s 05ty 5 ty)

aufgehende Zahl ein Theiler von R sein muss. Lassen wir daher die
beiden Parameter ¢ und ¢, unabhangig von einander ein vollstandiges
Restsystem nach dem Modul R durchlaufen, so gelangen wir durch eine
einfache Schlussweise zu folgendem Resultat:

Es lasst sich ein endliches System von Formeln:

€Ty == al(T Tz)? T, = az(Tx ’ Ta)’ r; = a3(71 ’ 72);

(IO) ¥, = ﬁl(zl ) 72)7 Iy 1‘92(71 ’ Ta)’ &Ly = 133(2-1 ’ Tz);

z, = %7, 7,), T, = %,(7, %) xy = x,(7; %)

aufstellen, welches alle nicht-singuléren ganzzahligen eigentlichen Losungen
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der Gleichung (1) liefert, wenn man den Parametern 7, , 7, alle moglichen
ganzzahligen Werthe beilegt. Dabei bedeuten o, , a,, a,, ..., %, x,, %,
ganze, ganzzahlige, nicht homogene Functionen der Parameter 7, z,.

Die bisherigen Entwicklungen beruhten wesentlich auf dem Umstande,
dass die benutzten Transformationen eindeutig umkehrbar sind. Da diese
Eindeutigkeit jedoch in den singularen Punkten der Curve (1) eine Aus-
nahme erfahrt, so bedirfen diese Punkte noch einer besonderen Unter-
suchung. Die singulidren Punkte entsprechen den gemeinsamen Losungen
der drei Gleichungen

(11) %:o, %:o, %:o,
und es kann daher stets durch eine endliche Anzahl rationaler Opera-
tionen entschieden werden, ob unter ihnen solche vorhanden sind, deren
Coordinaten rationale Werthe besitzen. Die so gefundenen »singularen»
Losungen der diophantischen Gleichung (1) werden nicht nothwendig
auch durch die Formeln (10) erhalten, wie sich leicht durch Beispiele
zeigen lasst.

Wenn zweitens der Grad » der vorgelegten Gleichung eine gerade
Zahl ist, so werden wir, wie oben gezeigt worden ist, auf eine quadratische
Gleichung

(12) q(, , u,, u,) =0

gefihrt. Wir konnen dann diese Gleichung stets durch eine lineare Trans-
formation mit rationalen Zahlencoefficienten in die Gestalt

(13) auy + ayuy + au5 = 0

bringen, wo @,, a,, a, ssmmtlich ohne einen quadratischen Theiler und
paarweise relative Primzahlen sind. Bekanntlich besitzt diese Gleichung
(13) ganzzahlige Losungen dann und nur dann, wenn a,, a,, @, nicht alle
dasselbe Vorzeichen haben, und die Zahlen — a,0,, — a,0,, — a,a, be-
ziehungsweise quadratische Reste der Zahlen 4, a,, a, sind.’

! LEGENDRE: Théorie des nombres, 3™ éd. T. I. 8§ IIT, IV. (Deutsch von H.
MAsER, Leipzig 1886.) Vgl. auch LEJEUNE-DIRICHLET: Vorlesungen dber Zahlentheorie,
herausgegeben von R. DEDEKIND, 3. Aufl. § 157 des X. Supplementes.
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Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, so giebt es auf dem durch die
Gleichung (13) definirten Kegelschnitte Punkte, deren Coordinaten rational
sind, und wir konnen duher durch eine rationale eindeutig umkehrbare
Transformation den Kegelschnitt in eine Gerade, oder, was dasselbe ist,
die Gleichung (13) in cine lineare Gleichung tberfithren. An die letztere
kniipfen sich sodann dieselben Betrachtungen, welche wir oben im An-
schluss an die Gleichung (7) entwickelten. Ks wird also auch in dem
jetzt betrachteten Falle unsere diophantische Gleichung (1) eine unendliche
Zahl von Losungen besitzen, welche durch ein System von Formeln der
Gestalt (10) gefunden werden, und zu welchen sich eventuell eine endliche
Zahl von singuliaren Losungen gesellt.

Sind jedoch dic genannten Bedingungen nicht erfullt, so besitzt der
Kegelschnitt (13) keinen Punkt, dessen Coordinaten rationale Zahlen sind.
Folglich giebt es dann auch auf der Curve (1) keinen solchen Punkt, es
sei denn, dass von den singularen Punkten dieser Curve einer oder mehrere
rationale Coordinaten besitzen. Unsere Gleichung (1) hat also jetzt entweder
eine endliche Zahl von (singuldren) Losungen oder tiberhaupt keine Losung,
je nachdem die Gleichungen

of of of
5: = 0, — = O, o

gemeinsame rationale LoOsungen zulassen oder nicht. Dass von diesen
beiden Mboglichkeiten auch die erstere eintreten kann, dass also ein sin-
gulirer Punkt der Curve (1) rationale Coordinaten besitzen kann, ohne
dass ein weiterer Punkt mit rationalen Coordinaten auf der Curve liegt,
zeigt folgendes Beispiel. Es seien ¢ . ¢ , ¢, , ¢, vier ganzzahlige qua-
dratische Formen, ferner ! eine ganzzahlige lineare Form der Variabeln

u,,u,, u,. Diese Formen mogen so gewihlt werden, dass der durch die
Gleichung
(14) ¢ =0

definirte Kegelschnitt keinen Punkt mit rationalen Coordinaten besitzt,
dass ferner die Kegelschnitte

(15) ¢, = o, ¢, =0
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durch die beiden Schnittpunkte von ¢ = o mit der Geraden 7/ = o hin-
durchgehen, ohne mit ¢ = o zu demselben Biischel zu gehoren, und dass
endlich der Kegelschnitt

(16) ¢, =0

die genannten beiden Schnittpunkte nicht enthalt. Offenbar, kénnen die
Formen. auf unendlich viele Weisen diesen Bedingungen gemiss ange-
nommen werden. Transformiren wir nun die Gleichung (14) vermoge
der Formeln

(17) X210 =iy by,
so erhalten wir eine ganzzahlige Gleichung
(18) f(ml’x27x3)=o7

welche eine Curve vierter Ordnung vom Geschiechte Null darstellt. Den
Schnittpunkten der Geraden ! = o mit dem Kegelschnitt ¢ = o entspricht
ein Doppelpunkt dieser Curve vierter Ordnung, dessen Coordinaten die
rationalen Werte

8|8

=O,

&‘8
L]

©w

= 0
3
besitzen. Dagegen kann sich unter den nicht-singularen Punkten der
Curve (18) keiner mit rationalen Coordinaten finden, weil einem solchen
auf dem Kegelschnitt (14) ein Punkt mit ebenfalls rationalen Coordinaten
entsprechen wirde. Durch zweckmissige Wahl der Form ¢, kann man,
wie wir noch bemerken \vollen, nach Belieben erreichen, dass entweder
nur einer oder dass jeder der singuliren Punkte der Curve (18) rationale
Coordinaten erhalt.

Durch die vorstehende Darlegung findet die diophantische Gleichung

f(xwxa’xa)zo

von belicbigem Grade und vom Geschlechte Null ihre vollkommene Er-
ledigung. Wie sich dabei gezeigt hat, besitzst eine solche Gleichung ent-
weder keine Ldsung, oder sie besitzt eine endliche Zahl von Lisungen, welche
dann stets die gemeinsamen ganzzahligen Ldsungen der Gleichungen (11) sind,
oder endlich sie besitzt eine unendlichc Zahl won Lisungen, welche abgesehen
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von eventuellen gemeinsamen gamzzahligen Lisungen der Gleichungen (11),
durch ein System wvon Formeln der Gestalt (10) gefunden werden.

Wenn der Grad der Gleichung eine ungerade Zahl ist, so tritt stets
der letzte Fall ein. Eine diophantische Gleichung von ungeradem Grade
und vom Geschlechte Null besitzt also stets unendlich viele Losungen.

Konigsberg i. Pr. den 14. Marz 1889.




