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UBER DIE STRUCTUR DER DISCRIMINANTEN UND RESULTANTEN
VON BINAREN FORMEN*

VON

FRANZ MEYER

in CLAUSTHAL.

1. Bricht man eine, nach steigenden Potenzen der Variabeln A ge-
ordnete bindre Form:

(y Q) =a, +ar+al’+.. .+ a " +al+a X+ Fa,l”

hinter der %'* Potenz von A ab, so mdge die so entstehende Form:

(2) e(A) =a, + a,A + ... + @

als die »k* Theilform» von f bezeichnet werden, und entsprechend der
nach Heraushebung des Factors #* verbleibende Rest:

(3) 9,)”‘“’*‘()‘) =+ g+ a, A" *

als yzugehorige Nebentheilformy,

Gewisse Grinde sprechen dann dafiir, dass in den Ausdruck fur die
Discriminante von f die Discriminanten simmtlicher Theilformen (2), (3)
als Bestandtheile eingehen werden.

Die hiermit aufgeworfene Frage soll im Folgenden ihre Erledigung
in bejahendem Sinne finden: ein analoges Resultat wird sich dann auch
fur die Resultante von zwei Binarformen angeben lassen.

! Vgl. die vorlinfigen Mittheilungen in den Gottinger Nachrichten 1895, N°
I und 2.
Acta mathematica. 19. Imprimé le 7 aofit 1895, 49



386 Franz Meyer.

Fir zahlentheoretische Anwendungen dieser Ergebnisse hat man noch
die Discriminante einer biniiren Form vermoge eines geeigneten Zahlen-
factors zu »normireny.

Dabei wird sich zugleich die Frage beantworten lassen, was man
tiberhaupt in der Zahlentheorie unter der Discriminante einer, ohne Bi-
nomialcoefficienten geschriebenen Binirform (1) zu verstehen hat.

2. In der Formentheorie legt man den Coefficienten a,, @, ..., 6,1, €y
von (1) Gewichte bei von den Werthen m, m—1,..., 1, 0; dadurch
wird die Discriminante von (1), eine homogene Form der a von der Ord-
nung 2 (m — 1), zugleich isobar d. i. alle Glieder der Discriminante er-
halten das namliche Gewicht m(m — 1).

Fur unsern Zweck wird es sich indessen empfehlen, den /i ersten
Coefficienten in (1) resp. die Gewichte &k, %t —1,..., 2, 1 beizulegen,
allen tibrigen aber das Gewicht Null.

Dann werden die einzelnen Glicder der Discriminante von (1) nicht
alle das gleiche Gewicht besitzen, und es besteht die Vermuthung, dass
gerade dem Aggregat der Glieder vom klcinsten Gewichte eine besonders
einfache Eigenschaft zukommen wird.

Um zu dem gemeinten Aggregate zu gelangen, setze man in be-
kannter Weise: *

k —1 _ ’
(4) a, = & ay, a=¢c""a, ..., =<ty Ay = Q;,

entwickele dic Discriminante nach steigenden Potenzen von e, und er-
mittele den Coefficienten € der kleinsten Potenz von z.  Eben dies Pro-
duct aus € und der kleinsten Potenz von e liefert, wenn man von den
o wiederum zu den a zurickkehrt, das gewiinschte Aggregat vom kleinsten
Gewichte innerhalb der Discriminante.

3. Um den Coefficienten C bequem zu berechnen, bedienen wir uns
der Wurzeln von f (1). Zu dem Behuf schicken wir folgenden Hulfssatz
voraus:

Vermige der Substitution (4) zerfallen die m TVurzeln von f (1), als

! Die Buchstaben a’ in (4), wie die « und £ in (5) und (6) bedeuten Grossen, die
nicht zugleich mit ¢ verschwinden.
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Functionen von e betrachtet, in zwei Klassen; die erste umfasst k& Wurzeln
von der Form:

(5) ea, + B, ..., e, + B, (d> 1),
die zweite die m — k tbrigen von der Form:
(6) ak+1 + seﬁlcﬁ-l g vy Ay + seﬂm (6 > O)!l

Hierbei sind die Grissen ea in (5) die Wurzeln von ¢, (2), und die Grissen
a in (6) die Wurzeln von ¢, _; (3).

Dass die Wurzeln von f die #ussere Gestalt (5), (6) vermoge (4)
erhalten, bedarf keines weiteren Beweises; auch, dass die apy,..., a,
in (6) die Wurzeln von ¢, _, (3) sind, ergiebt sich fast unmittelbar, wenn
man ¢ zu Null werden lasst, wodurch ja f, in ¢, , tbergehen wirde.

Es handelt sich also nur noch um den Nachweis, dass die ¢a, , ..., co;
in (5) die Wuarzeln von ¢, (2) sind.

Wir betrachten zu dem Ende die Quotienten ~°, 2t 1 Mit

ak’ak’ ’ a

Rucksicht auf (4), (5), (6) und die eben erledigte Bedeutung der a in
(6) hat man zunachst:

eta,
—rym 2
(— I)kal _ (—1) Im (ea, + £93) . .. (eap + ¥ 3z i1 F e Brrr) . - . (@ + & Fn)
a (—_ I)m_ka_k (/5 R/ )
L2

= aay. .. ...

wo die zuletzt rechterhand stehenden Punkte Glieder andeuten, die mit
hoheren Potenzen von e behaftet sind.

Da aber linkerhand nur die %* Potenz der willkiirlichen Grosse e
auftritt, so muss dasselbe auch rechts stattfinden d. h. es ist

() (— 1% (e e - - - (e,

' Um npicht in unndthige Schwierigkeiten zu kommen, lasscn wir es ganz dahin

gestellt, welchen (ganzzahligen oder gebrochenen) Werth die spiter doch wieder heraus-
fallenden Exponenten d und e in (5), (6) besitzen.
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3 . . . . - . a
Entsprechend verfihrt man mit dem niichstfolgenden Quotienten —':
& Uy
S
(_ I)mwl < _(l_l
(—
— G - dm
ag (_ ])Hl—}."_’i
™

mithin kommt fiar den Zahler des letzten Bruches:

k—1 "
1857,

(___ I)m—
= [(sal + Sdf?l) st (saﬂ —1 + 311}94—1)<ak+1 + 3"/?,&'&—1) vt (am + 3”19’”)

-~ (Fyr o v )

+ (ea, + "B o (e + B 2 Fen) e (0 E°B)]
(e 4+ '8) - o+ B s F & Big) - (@ A Bun) F -
+ (e + & Fire) - (2 F 2B |-

Rechts muss sich wiederum Alles auf die (b — 1) Potenz von e redu-
ciren, und es wird somit, nach beiderscitiger Division mit (o, ... a,):

ak—1 7
r—1¢ (e . _ R N _ ~
(8) (‘— I) —‘—— = (sal)(;ag) e (;ak,_;,) + B + (:KZQ)(\:G:}) P (cak).
Fahrt man so fort, so erkennt man aus (7), (8) und den sich anschlies-
senden Formeln sofort, dass die Grossen csa,, sa,, ..., cq, in (5) in der
That mit den Wurzeln von ¢, (2) abereinstimmen.
Damit ist der zu Beginn dieser N° aufgestellte Hiilfssatz ' bewiesen.

einer bindren Form f, (1) werde, bis auf
, definirt als das Quadrat des

4. Die Discriminante D

m

einen, spiter zu normirenden Zahlenfactor 4

m

Dicser Hitlfssatz findet vielfache Anwendung in der Theoric von Singularititen
von Curven, vgl. die grosse Abhandlung des Verf. in den Wiener Monatsheften fir
Mathematik und Physik 1893.
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Differenzenproductes der Wurzeln.von £, multiplicirt mit der 2(m — 1)*"

Potenz des Coeflicienten @, der hochsten Potenz von 2, in Zeichen:

(9) Dm = Am a?)im‘dl) Ag(sa_\ + e(lﬂj PR ] sak + sdﬁk * ak-}-l +€e/9k+1 LR am+€eﬂm))

gemiiss der Scheidung der Wurzeln von f in die beiden Gruppen (s), (6).
Eben vermoge dieser Scheidung zerfillt das Quadrat des Differenzenpro-
ductes in drei wesentlich verschiedene Factoren:

1) Aea, + "B, ..., 0 + B,

2) Ag(alc«f-l -+ 59/3“1 yeees Oy T Seﬁm)y

3) das Quadrat des Productes aus den Differenzen je einer Grosse
(5) und je einer Grosse (6).

Fir den Factor 1) gilt aber:

1) Aeay "B, cat ) = VAN B a ST

= VAN, , ey o) .y

wo die zuletzt stelienden Punkte wieder Glieder bezeichnen, die mit ho-
heren Potenzen von e multiplicirt sind.

Entwickelt man andererseits die unter 2) und 3) aufgefuhrten Aus-
driicke nach steigenden Poterizen von ¢, so kommt:

2
2) AMairs Oggyeeey @) F oo es
2k
3) (a/H—l Wpgz e o O) ooy
wo es geniigt, die (von e freien) Anfangsglieder zu notiren.
Somit liefert die Entwickelung der Discriminante D, (9) selbst nach

steigenden Potenzen von e:'!

k1) Am—1) A 2 v 2 2%
(97) - D,=&""A4,aX" VA oy, 0y ) Ay g1y ooy @) By g1 e &) e

Dritckt man das hingeschriebene erste Glied von D, wieder riickwarts
durch die urspriinglichen Coefficienten a von f aus, so hat man genau
das Aggregat der Glieder in D
k(k — 1), besitzen.

welche das Minimalgewicht, nemlich

m?

! Dass die Eotwickelung von D, mit der k(k—1)*" Potenz von & beginnt, hitte,

auch ohne irgend eine Kenntniss von der Gestalt der Wurzeln von f, aus der Bézout schen
Form der Discriminante D, geschlossen werden koaonen.
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Bezeichnet man die Diseriminanten von ¢, (2) und ¢, , (3) mit D,
resp. D™ % 5o ist, nach Analogie mit der Definition (9), und it Riick-
sicht auf den Hiilfssatz der N° 3:

_ Wk—1) 2 - — o SRR~ Ki—1} Qs
(10 D,= A" V"A¥ca, ,ca,,...,50) =¢ AV NNy a0,

(mo- k) ___ 2(m—k—1 2
(I I) Dm - Am——ka’ " )A (ak+1 ) ak+‘.‘ LA am))

2 Ay W%
(12) (Gpp1pge -+ - A,) = <a> .
Setzt man diese Werthe in das Anfangsglied (9) von D, ein, und be-
achtet, dass sich diec Potenzen von a
ziehen, wie folgt:

i Zahler und Nenner zusammen-

i

2k
I 1 a
2Am+1) k.2
([ 3) L —1)  m—k—Y 2k %)
493 m Ly,

so ist das gemelnte Aggregat der Glieder in D, vom Minimalgewichte
k(k— 1) identisch mit dem Producte:

“'1 m

Apdm e

(14) al D D,

Damit ist der Satz bewiesen:

Legt man den Coefficienten ay, @, , ..., G_1, @, <., @, €iner bindren

Form f,(A):
I“IH(A) == a’o + a1A + . + al;w-l)‘k_—l + ak)‘k + v + a'mAm

successive die Gewichte k, k—1,...,1,0,...,0 bei, so zerfillt das
Aggregat der Glieder in der Discriminante D, von f, welche das Minimal-
gewicht k(s — 1) besitzen, abgeschen von einem Zuhlenfuctor, in die I'actoren:

a;D, D" ",
wo D, , D™ die Discriminanien der Theilformen:
| e =+ ah+ o+ al,
‘ A=, + aph 4+ o+ o 2F

|

bedeuten.
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Fiar k = o (resp. k= m) wird der Satz bedeutungslos, wihrend er
fur k=1 (resp. k= m— 1)' noch giltig bleibt, nur dass der Factor
D, (resp. D®) dann gar nicht auftritt, oder, was dasselbe ist, durch die
Linheit zn ersetzen ist.

Symmetrischer hatte man den Coefficienten @y, a,,..., 0, 1,0, 0 qy.ee,
die Gewichte k,k—1,...,1,0,1,...,m — k beilegen konnen; dann
wirde nur an Stelle des Minimalgewichts k(k — 1) unseres Satzes das
Minimalgewicht k(k — 1) + (m — k)(m — &k — 1) treten.

5. Haben wir soeben den algebraischen Charakter des Ergebnisses
hervortreten lassen, so mdge nunmehr unser Augenmerk auf die geeignete
Bestimmung der in (9’) und (14) auftretenden Zahlenfactoren gerichtet sein.

Fur den Augenblick denke man sich die Form £, (2) (1) vermoge
einer zweiten Variabeln p homogen gemacht. Man bilde sodann nach

der Sylvester’schen Vorschrift die Resultante D) der Formen z—}; und z—f ,
also
(15) D;,
ma, , (m—1)a, , ceey 20, 5 @y ,
ma, ,(m—1)a, , o , 20—y 5 Oy,
N a, , 2a, ceey (m—1)a,_q, ma,, ,
a, , 2a, y eee (m—1)a,_, ma,,

Nennen wir die Wurzeln von f karz A4, 4,,..., 4,, so ist nach

einer bekannten Formel® (Vgl. z. B. FAA pr Bruwo, L c. p. 88 (13)):
g P

%m(m—])

(16) D, = (—1) m" Ca " VAN A, , 4, ..., A,)
* Der Fall k = m—1 findet sich bei FAA 1 Bruwo, Theorie der bindren Formen,
Deutsche Ausgabe, p. QO unten.

. . . . ) 19 | ]
* Die gemeinte Formel ist daselbst fiir die Resultante von q—n—f und -I auf-

E23 - Ay
gestellt, nach leichter Umrechoung geht daraus die Formel (16) das Textes hervor.



392 Franz Meyer.

Nun ist A*4,, 4,,..., 4,), als ganzzahlige symmetrische Function der
A, eine ganzzahlige ganzrationale Function der elementar-symmetrischen
Functionen der 4, und zwar vom Grade 2(m—1). Also ist das Product
ax"VAYA,, 4,, ..., d,) eine ganzzahlige homogene Form der Coeffi-
cienten @. Da das Gleiche auch von der linken Seite D), der Formel
(16) gilt, so muss D;, durch m™* theilbar' sein. Vergleicht man dies
Resultat mit der Definition (9'), so erkennt man, dass man den Zahlen-

1
.—m(m-—l)

factor A4, am geeignetsten gleich (— 1) setzen wird:

(9") D, =
! m(m—1)

g T etm -y A 2/ 4 1 - =d - -

(— I)q ((/”:m )A (.—.al + I ﬂl g reey SO + ;{/9‘.,511.+1 + cp/9‘.+1 g eeey Oy + :eﬂm).
Dann besteht zwischen D, und D), (i5) der Zusammenhang:

1 ,

(17) Dm =;i,’,,___2'Dma

und D,, ist ebenfalls eine ganzzahlige Forin der «.

m

Damit reducirt sich der Zahlenfactor ——2—
AkAm—k

in (14) auf

%m(m—l)
(15) e = (e,
~k(k—1) —(m—E)(m—k—1)
(— 1)’ (—1)

Auf Grund unseres Hauptsatzes konnen wir aber noch einen Schritt
weiter gehen, und zeigen, dass die Form D, (17) eine primitive ist d. h.
dass der grosste gemeinschaftiiche Theiler ihrer Coefficienten die Einhelt ist.

Denn wire dieser Theiler von der Einhlicit verschieden, so miisste er
anch in jedemn Bestandtheile von D, aufgehen.  Setzt man aber L gleich
m—1, so ist, wic (14) lehrt, D,_; cin solcher Bestandtheill.  Dann misste
der gedachte Theiler auch in D, 5, Dy yy.on, D
D, = gaya, — ai, also primitiv.

, aufgehen; es 1st aber

Wir driicken dieses Zwischenergebniss als cinen besondern Satz aus:

Der grisste gemeinschaftliche Theiler aller Coefficienten der Discrimi-

! Die Theilbarkeit von D, durch m™ 2 gcht auch direct aus dem Hauptsatze
hervor, wenn man in (14) k= m — I sctzc.
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nantendeterminante D, (15) ist gleich m™*, und demmach ist die durch (17)

1

oder (9") definirte Discriminantenform D,, = WD:" primitiv.

Damit ist beilaufig die Frage entschieden, was man in der Zahlen-
theorie unter der Discriminante einer, ohne Binomialcoefficienten ge-
schriebenen Bindrform zu verstehen hat.

Auf Grund der Formel (18) sprechen wir folgende Erginzung unseres
Hauptsatzes (N° 4) aus:

Der in dem Hauptsatze nicht beriicksichtigte Zahlenfactor des Productes
a; D, D™P st einfach gleich (— 1)*"=P, falls die Discriminante einer bindren
Form durch (17) definirt wird.

6. Einfacher gestalten sich die analogen Verhiltnisse bei der Re-
sultante zweier Binérformen:

ful(d) =ay+ a2+ ... + @k + 0, X + ...+ 0,47,
Ga(A) =By A At oo BA A b A L B

Indem wir hier wiederum mit der £'* resp. I** Potenz von A abbrechen,
erhalten wir die Theilformen:

(M) =a,+ a;A+ ... + a, X,

0 (2) = by + bA 4 ... + b &
nebst den zugehorigen Nebentheilformen:

Pni(A) =0, + 1 d + ... + 0, A",
Gos(A) = b+ b o B2

Unter der Resultante R,, von f, und g, verstehen wir, wie ublich, die
offenbar primitive Form:

(19)

(20)

(21)

aO al 2
aO al aﬂ
(22) R, = b b
0 1 2
0 1 bﬂ

Acta mathematica. 19. Imprimé le 7 aott 1895, 50
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Vermoge der Wurzeln 4,,4,,...,4,,B,,B,,..., B, von f,, 9,
drackt sich R,, (Vgl. z. B. Fax b1 Bruxo, L c. p. 53 (12) und p. 74
oben) aus, wie folgt:

(23) Rmn:a;bf?(Al—Bl)(Aa—"Bl)"'(Am—BJ

(Al - B?)(Aﬁ _Bz) T (Am _'Bn)

(4, — B,)(4, — B,)...(4,— B,).
Vermoge der Substitutionen:
(24) a, = e*ay, a=c"tar, .., Gy=Eq,, & = a,
24
b, = &by, by=¢e"0, ..., b= eb_y, b, = b;,

nehmen die Wurzeln 4, B die Gestalt an:

ea; + €d,31 y oy €0 edﬂk) Gpr F & By e O scﬂm @>1,e> 0)’
ea; + sd’ﬂb wy €y + Ed'ﬂx’ y @y + Ee’ﬂl’+1 y oy Oy 56?:: (dl> 1,¢> 0)-

Fubrt man nunmehr das Product (23) aus, so ergiebt sich durch eine
ganz ahnliche Rechnung, wie in N° 4, dass das Aggregat der mit der
niedrigsten, nemlich (k?)*® Potenz von.e multiplicirten Glieder uiberein-
stimmt mit dem Producte:

(2 6) (— I)I(m—k)R“R('”_"""’),

(25) [

wo R, , R™*" die Resultanten der Formen (20) resp. (21) sind.
Somit gilt der Satz:

Legt man den Coefficienten a,, @, , ..., G 15 Gyo-oy @i byy by oo,
by, b,..., b, der beiden bindren Formen f,(), g.(A), (19) die Gewichie
kyk—1,...,1,0,0...0 resp. l,l—1,...,1,0,0,...,0 bei, so
zerfallt das Aggregat der Glieder in der Resultante R,, von f und g, welche
das Minimalgewicht kl besitzen, in das Product

(__ I )7(1}1—}) -RH R(m—k,n—l)’

wo Ry, B™ " die Resultanten der Theilformen ¢,(2), ¢;(2) (20) resp.
der Nebentheilformen ¢, _,(2), ¢._,(A) (21) bedeuten.
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7. Die fur die Discriminanten und Resultanten binarer Formen im
Obigen aufgeworfenen und beantworteten Fragen lassen sich obne Weiteres
auch auf ternire und hohere Formen ausdehnen; indessen stosst man hier
auf solche Schwierigkeiten, dass eine Entscheidung vorderhand noch nicht
moglich zu sein scheint.

Clausthal, d. 6 Februar 1895.




