
~IBER DEN ZUSAMMENHANG ZWISCHEN DEM MAXIMAL- 
BETRAGE EINER ANALYTISCHEN FUNKTION UND DEM GROS- 

STEN GLIEDE DER ZUGEHORIGEN TAYLOR'SCHEN REIHE. 
VON 

A. WIMAN 

in U~S~LA. 

Es bezeichne fiir [z[ = r M (r) den Maximalbetrag einer analyt ischen Funk-  

t ion F (z), welche durch die TAYLOR'sche Entwicke lung  

ao + a l z  + a2z  ~ + '-- 

dargestel l t  w i r d .  Den grSssten mSglichen Betrag eines Gliedes in dieser Ent -  

wickelung bezeiehnen wit  mi t  re(r),  wenn ]z[ = r einen gegebenen Wert  hat,  und 

m (r) yon keinem Betrag  eines anderen Gliedes i ibertroffen wird. Is t  F (z) eine 

ganze t ranszendente  Funk t ion ,  so folgt schon aus den Unte r suchungen  des Herrn  

BOR~L, 1 dass fiir beliebig g r o s s e r  die Ungleichung 

M (r) < [m (r)] 1+~ 

giiltig ist, wobei e eine beliebige posi t ive GrSsse bedeuten kann.  

Dass man  fiir spezielle Funk t ionen  viel genauere Resul ta te  erlangen kann,  

ersieht man  aus dem Beispiele 
ov r~z 

M(r)  = e ~ = ~  F(n-+ I)" 
0 

i Lemons sur les fonctions enti~res, S. 62 (Paris ~9oo). Man sehe auch BOR~L, Lemons sur les 
s~ries ~ termes 2ositivs (Paris I9o2), woselbst mehr eingehend spezielle FStlle mit positiven 
Koeffizienten (auch mit endlichem Konvergenzradius) behandelt werden, sowie auch auf die 
einschl~tgigen Arbeiten der Herren APF~LL, CESkRO, HADAMARD und besonders LE RoY Bezug 
genommen wird. 

Aeta mathematiea. 37. Impr im6 le 22 aoflt 1914. 39 
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Setzt man fiir das 

LI~G'sehen Formel 

A. Wiman. 

grSsste Glied n = r ,  so bekommt man nach 

er -[~ +*(r)] . '  
m ( r ) =  V 2 z r  

d e r  STIR- 

Hieraus ergibt sieh unmittelbar, dass, wie klein auch die positive GrSsse ~ ge- 

nommen wird, es ein r = r ( O )  gibt, dass fiir r > r ( J )  die Ungleichung 

1 
M(r) < ~2~m(r) [log m(r)[~(~ + ~) 

gfiltig bleibt. .~hnliehe Resultate erh~ilt man leieht bei Untersuehung anderer 

spezieller Funktionen. Auf Grund solcher VerhKltnisse habe ich schon seit 

mehreren Jahren vermutet, dass bei jeder ganzen transzendenten Funktion fiir 

unendlieh viele unbegrenzt waehsende r 

l + e  
M(r) <m(r)[logm(r)] ~ 

ist. Naeh vergeblichen Versuchen ist es mir jetzt gelungen, diese Vermutung 

zu beweisen. Die dabei zu benutzende Metode fiisst sich aber sofort auf all- 

gemeinere analytische Funktionen ausdehnen, und es gibt aueh Klassen yon 

nieht ganzen Funktionen, fiir welehe man fast ebenso scharfe Relationen wie 

(I) erh~ilt. Ffir ganze Funktionen yon endlicher Ordnung kann man (I) in 

analoger Weise pr/izisieren, wie wir eben bei der Exponentialfunktion gesehen 

haben. Aber aueh fiir die ganzen Funktionen im Allgemeinen kann man (i) 

dureh genauere Ungleiehungen ersetzen, falls man log2 re(r), log3 m (r) u. s. w. 
einfiihrt. 

w I. 

Ohne Besehriinkung der Aligemeinheit d a d  man bei diesen Untersuchungen 

sieh auf Funktionen mit positiven Koeffizienten fiir eine reelle positive Variabele 

r beschrEnken. Ist  der Konvergenzradius R endlich, so iiberfiihrt man ihn durch 

eine leichte Transformation auf den Fall R ~  i .  Betrachtet  man dann die 

Koeffizientenreihe 

a0~ al~ a 2 ~ . . ,  an~ . . . ,  

so kommen fiir uns eigentlieh nur solehe Fiille in Betracht, bei denen sich aus 

t t(r) bodeutet eine Gr6sse, welehe fiir lira r =  ov unendlich klein wird. 
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dieser Reiho eine monoton zunehmende Teilreihe herausnehmen liisst, so dass 

der Index n des grSssten Gliedes fiir lim r =  I unendlich wird. Fiir ganze 

transzendente Funktionen und lira r ~ ~ liegt dies in der Natur der Sache. Die 

Ro]le als grSsstes Glied wird stets bei steigendem r yon einem Terme zu einem 

anderen mit hSherem Index iibergehen. Dabei kSnnen offenbar Sprfinge ge- 

macht werden. Doch werden unsere Sohliisse in ihrer Allgemeinheit selbstver- 

st~ndlich nicht-beeintr~chtigt ,  falls wir die Terme, die nie grSsste Glieder wer- 

den, in einer Weise erhShen, dass hie ein solcher Term einen grSsseren Betrag 

als alle iibrigen bekommt; dagegen daft  der Betrag, was doeh nur fiir einen 

einzigen r-Wert mSglich ist, eben so gross wie jeder andere werden. Nimmt 

man also an, dass zwei konsekutive griisste Glieder fiir r =  r einander gleich wer- 

den, so ist es zul~issig, die zwischenliegenden Glieder in solcher Weise zu er- 

hShen, dass ihnen fiir r = r  

erteilt wird. 

Hiernach schreiben wir 

ein gleioher Betrag wie den beiden ~iusseren 

ov 

(2) t -t ", 
~rnl 0 

wobei angenommen wird, dass fiir r = r n  d a s n  te Glied als grSsstes Glied be- 

trachtet  werden kann. Man hat also 

(3) rn ~_~rn+l, mn <_~mn+l, m ( r n ) = m n .  

Fiir ein wirkliches grSsstes Glied l~sst sich r~ in einem gewissen Intervalle be- 

liebig auswKhlen, wobei man auch den etwa aus einer besonderen Problem- 

stellung hervorgehenden Anforderungen Rechnung tragen kann. Fiir r~= r~-i 

hat  man 

und fiir r ~ r .  

Hieraus ergibt sich 

mn _l ~ ~ n  lrn--ll n 

_ - -1 .  
mn ~ ran--1 ~rn--t! 

Es lgsst sieh mithin schreiben 
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(4) ~"  = ( r--~-" I"-~" (o_< ~.<_ ~). 

Ohne Besehriinkung der Allgemeingiiltigkeit unserer Resultate kSnnen wir mo > o 

setzen. Als einen besonderen Fall yon (4) haben wir 

(5) m, > m0. 

Aus (4) erhKlt man jetzt, wenn man die F~lle n, n - - i  . . . .  , 2 ,  I kombiniert 

(6) 

m~ t " 
2 

n n - - I  

~ ' ~ - - 1 [  7"t r 2  �9 �9 �9 m - - l "  

Fiir eine allgemeine Funktion F (z) mit nieht durchweg positiven Koeffizienten 

bekommt man hier naeh einem bekannten Satze 

it)n rn 
(7) M ( r ) > m ~  ~ ~ m O r l r 2 . . . r ,  ,. 

Es ist wohl kaum nStig besonders hervorzuheben, wie (7) der ~iusseren Gestalt 
nach mit dem bekannten wichtigen Theoreme des Herrn J~NSE~ iibereinstimmt, 

wo aber %, r2 , . . . ,  rn . . . .  die Betrgge der Nullstellen bezeichnen. 1 
Je tz t  zerlegen wir M (rn) in zwei Faktoren 

(8) M (r.) ~ M,,  = m (rn) t' (rn) = m,~ ~,,,. 

Wir bekommen alsdann 

(9) 
~m,~_~( r~ l . - - -~ ,  ~ i r n l n + ~  

~ 1  ~-'~1 

Nach einer Umformung, bei weloher (4) benutzt  wird, ergibt sich 

(~o) ~ - I  ~ ~-1 tr~+~_k_llk+~__~+k" / ~ . =  X + H I-r"-  ~+k tk+'--~n'-~+'+' + H , rn+~_k ' 
Wn-v+k+l! ~ 1  k - -0  v--1 k- -0  

t Diese Llbereinstimmung bew~hrt sich offenbar noch, falls das konstante Glied von 
$'(x) verschwindet. 
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Da I -  e,-v+k+l bez. e~_~+k> o, erhalton wir hieraus 

(II) ~An~--< 3 "~ ~ v-1 t ~'n-v+k H - - I k  "~- ~ f l  - -  "~--l(r~t+v--k--i)k 
~ r n - - v + k + l l  ~ r n + v - - k  ! 

Letztere Relation schreibt sich etwas einfacher 

.2)  ,,+_<_3 + 2 II + 2 II r+ 
�9 =2 k = l  rn v+2 k = l  rn+v--k 

Fiir die folgenden Entwicklungen bildon nun besonders (6), (8) und ( I2 )d ie  
Grundlagen. 

w 2. 

Die ganze Frage reduziert sich demnach auf die Eigenschaften des unend- 

r n  
lichen Produktes, dessen allgemeines Glied u~- -  ist. Der Konvergenzradius 

rn --1 
wird ersichtlich durch lira r ,  definiert. Fiir nicht ganze Funkt ionen konvergiert 

n ~  r ~  

also das fragliche unendliche Produkt,  und wir kSnnen in diesem Falle nach 
einer oben gemachten Bemerkung annehmen, dass lira r~ ~ 1. 

n ~ o o  

Zun~chst wollen wir aber den Fall der ganzen transzendenten Funktionen 

in Betracht  nehmen, we also lira r ~ =  oo und das Produkt  divergiert, und zwar 
~ o o  

werden wir hier den Beweis erbringen, dass der Satz, welcher durch (1) ausgc- 
driickt wird, sich als Folgerung aus dieser Divergenz herleiten l~sst. Es geniigt 
offenbar zu beweisen, dass ffir eine bcliebige ganze Zahl v man irgendwie ein 
r > r ,  bestimmen kann, so dass (I) befriedigt wird. 

Es sei die reelle Zahl a - ,  > o, aber sonst beliebig klein. Dann konver- 

giert bekanntlich das unendliche Produkt  

P = f i ( *  + n-~). 
1 

Als Teilprodrukt bezeichnen wir 

P,, = f i  (x + n - %  
1 
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Fi i r  # = i ,  2 , . . . ,  v be t r ach t en  wir die GrSssen 

r~ 
(I4) l~ ---- ~ - "  

Es gibt  dann  eine bes t immte  Zahl  it,, so dass 

( I5)  Z~=) l~ (~ = I ,  2 . . . .  , ~),  

wo das un te re  Zeichen nicht  ausgeschlossen ist. N u n  ist die Frage,  wie sich die 

GrSssen l .  = ~ fiir # > ~ ve rha l t en .  Da .-~lim r .  ~ ~o und  ,-~lim P ,  = P ,  so er- 

schliesst man, dass es ein erstes ~ = n~ > ~ geben muss, so dass l,,,>)~ ist, so 

wie auch  ein letztes # = n2, dass 1,~_~ < Z, ist. Man ha t  d an n  n2 > n~ und  ffir 

Wir  wollen beweisen, dass es fiir n~ < n < n 2  eine ganze Zah] n gibt ,  dass 

p~-~ 

(I5) m,. > m o  p~ P2---  P n - l  

und  

Pn-~+ k Pn 
(I7) t'n < 3 + I I  -~pn- -  + [ [  P,,+,-k 

v~2k~l  v~2 k--1 

Hierbe i  ist es hinreichend,  wenn wir den Nachweis f i ihren kSnnen, dass, wie m an  

auch ~ < n nimmt,  

( IS)  f i  rn--k ( f l  Pn-k, - -  - p -  
tin, k --1 k--1 

sowie ffir jede ganze Zahl u > o 

(I9) r,~ ~ l ~  P€ 
- -  P - - ~ + k  k--I rn+k k--I 

Wir wollen versuchen,  rn hier in der  Ges ta l t  Z~ Pn zu setzen. D a n n  h a t  

man  n~imlich unmi t t e lba r  nach  den Vorausse tzungen  

sowie auch 

r,,--k < P , - k  ( n -  k < n~), 
r~ ~ P n  

r,, < P,, (n + k>nd.  
rn+k = P,,+k 
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Fiir  n = nl l iegt ~ Pn~ in dem zu r~  gehSrigen In terva l l .  In  derselben Weise 

verhs es sieh fiir n ~ n2. H a t  man  nt = n2, was in regul~ren F~llen zu er- 

warren ist, so lassen sich mi th in  (i8) und  (I9) unmi t t e lba r  f i i r n  = n~ = n~ be- 

friedigen. 

I s t  dagegen n2>n .  so kan m an  zuers t  e inen Versueh mit  n = n l  und 

r.~ = it~P~l maehen.  Werden  hier  nieht  s~mtliehe Bedingungen  (19) fiir 

o < v < n 2 - -n~  erfiillt, so muss es eine erste  Zahl N = N~ geben,  dass, wie man  

aueh r.,+lv, in dem zugehSrigen In te rva l le  wiihlt, 

(20) kH~] rnt 

Die neue Gesta l t  (20) der  Re la t ion  fiir N = N1 ver lang t  nati ir l ieh,  dass r~l+~rl < 

<lvP.~+N~. Fiir  n t + N l < n < n 3  mag m an  aueh s te ts  r ~ < l ~ P ~  haben.  E r s t  

fiir n = n ~  sei es mSglich r,~>it~P,8 zu w~ihlen; offenbar  ist dann  das un t e re  

Zeiehen n icht  ausgesehlossen. 

Wir  un te r suehen  je tz t ,  in wie weir s~mtliche Bedingungen  (I8) und  (i9) 

sieh fiir n = n3 und  r~  = 1~ P.~ befr iedigen lassen. Was ers tens  (i8) anbelangt ,  

so ist dies sicher der  Fall .  Fi ir  n 3 - - k  > n~ + Nt  ha t  man  

rm--k < P,~-k 

Infolge des Umstandes ,  dass eine Re la t ion  von  der  Gesta l t  (20) n ieht  sehon fiir 

N < N~ au f t r e t en  darf ,  ha t  man  

Da 

folgt  hieraus 

m r f i  P,~+N~--k 
I I  ~+N~--k < e,~ 
k=O rnl  k--O 

rn a P~j 

f i  rnl+N~--~ < fi P.~+NI-k 
r.8 P.8 

k--O k--O 

(m = o, i , . . .  N1). 

( r e = O ,  I , . . .  N1). 

Aus diesen Ta t sachen  folgt  unmi t t e lba r ,  dass den Ungle ichungen (i8) fiir n = n3 

Geniige geleistet  wird. 

I s t  dasselbe noeh  nicht  fiir ( i9) der  Fall ,  so kann  m an  in gleicher Weise, 
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wie wir soeben yon n~ zu ns aufstiegen, je tz t  yon  n3 ausgehend eine Zahl 

n = n4 > n3 konstruieren,  wo auch sofort  die Relat ionen (i8) befriedigt werden. 

Zuletzt  miissen dann aueh (i9) gelten. Das Verfahren bei der  Aufsuchung der  

Zahlen n3, n 4 , . . ,  ist ja yon  der  Art, dass man  zu grSsseren Zahlen als n2 nicht  

gelangen kann,  und,  wenn nicht  friiher, so sind jedenfalls die Bedingungen (I9) 

fiir n = n2 erffillt. Dasselbe gilt  dann  selbstverst/indlich yon  (I6) und (I7). 

Nach Benutzung  yon (I3) erhalten wir aus (i6) 

(2i) 

Hieraus 

(22) 

Da 

mn >~ mo f l  (x + ]r 
k-2 

log m._>_ log mo + ~ ( k - -  1) log (I + k-~). 
k--2 

log ( I  + ~.---a) > I + k " - ~ '  

so ersieht man,  dass (22) durch  

(23) log mn>(I--rn) ~ k l-a, 
k--2 

sich ersetzen Igsst, wo man ffir e~ eine beliebig kleine gegebene Gr6sse > o nehmen 

kann,  falls die ganze Zahl v, yon welcher n abh/~ngig ist, hinreichend gross ge- 

w/ihlt wird. Hier  liisst sich (23) durch  die dami t  Kquivalente 

n2--a 
(24) log m, ,>  (i - -  r,,) - -  

ersetzen. Nimmt  man  , n < a - - i ,  so bekommt  man  endlich 

(25) log m .  __> n~-% 

wo a eine beliebige reelle Zahl > i bezeichnen kann.  

Aus (i7) erhal ten wir durch Ausfi ihrung 

(26) ~,._-< 3+ ~2 H [i + ( n -  ~)-o1-(.,-~, + ~ I1 [i + (n + ~ + ~)-o1-(.1-~,. 

Fiir die erste Summe ha t  m a n  
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n--1 vl--I n--1 vx(~x+l) ~ vl(vl+l) 
(27) Z H [ I  "~- ( n - - x ) - - a ]  - ( ' l -")  < Z (I  "~ n--a) - 2 <~ ~ ( I  + n -a )  '~ 

Die AbsehEtzung der zweiten in (26) auftretenden Reihe ist etwas schwieriger. 

Wir wollen dieselbe in zwei Teile zerlegen, je nachdem v~<N oder vt>N, 
wobei N<==n sein soll. Man hat dann 

N--1 N--1 
H [ I  "~- (~ "~- X + I)--a]--(N--u) ( H  [ I  + (2n)--a] - (N-x)  = 

u =0 u~0 

N(N+I) N(N+I) 
(28) ~ D :  + (2n)  - a ]  ~ ~ e  ~(2-) a ( I  + ~ . ) ,  

wo 6. ffir lim n ~  ~ versehwindend klein wird. Die Teilreihe, welehe mit 
diesem Gliede anf~ingt, konvergiert offenbar rascher als eine geometrisehe Reihe 
mit dem Quotienten 

[~ + (2 n)-~] -N. 

Die Summe dieser Teilreihe is~ also 

(29) 
N(N+I) N(N+1) 

< (I  "~ (~n) 8 2(2n) a (2n)  a 
= i - - [ i + ~ n ~  - -N=(I+~")  _ ~ V  e ~(~")~, 

wo lira ~,----o. Aber aueh der ganze Ausdruek (29) wird [fir lira n =  ~ ver- 
al 

sehwindend klein, wenn man nur, fiir a < a~ < 2, N > n ~ w~hlt. 

Suehen wir das Verh~iltnis zwischen der noeh iibrigen Teilreihe, fiir welehe 
v, < N ist, und der Reihe 

N--1 v1--1 N--1 vl(vl+l) 

so ist ohne Sehwierigkeit ersichtlich, dass dieses Verh~ltnis 

N(N--1) N(N--1) 

n - o -  !~ + N)-~ 2 < (~ + (n + N)-~ =(~+ < 
~ - ~ - ~  ! ~ + ( n + N )  - a !  

(3o) ~(z~-l)[,_a_(,+lv)_~] aN~N--D 
< ~ ~n T M  

Letzterer Ausdruck wird abet fiir lira n = ~ beliebig wenig yon i verschieden, 
Acta  math~m~a~iea. 37. Imprim~ le 22 aofit 1914. 40 
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falls a 1 < a  +.___~I gewi~hlt wird, was mit der friiheren Bedingung a < c q  < 2 ver- 
2 3 

tr/iglich ist. 

Aus diesen Auseinandersetzungen ersieht man, dass (26) dureh 

o o  

(3x) M,<3  + 2(I  +* . )  ~ ( I  +n-~)  - 
v1--1 

sich ersetzen l~isst, we fiir *n bei geniigend grossem n e i n e  beliebig kleine GrSsse 

gesetzt werden kann. Da 

n " - a  I 
log (x + n -~) > 

I + n - a  •a  + I 

so bekommt man jetzt 

(32) 

Es ist aber 

oo ' V t ( ' V l + I  ) 

2(~ta+l). 

~ o  

(33) 2 e 5(,,,,+i)< e 2(,,'~+ildz:V2~r(n*' + i). 
d 

VI~ l - -  O0 

Mithin hgtten wir 

(34) ,u,,< 3 + 2 (z + ,,,) V2~r n"; 

da aber dies auch, wenn a durch eine Zahl a~ ersetzt wird, we a > a2 > I ,  gilt, 

so daf t  man (34) durch 
a 

(35) ,u,~ < n 2 

ersetzen. Aus (25) und (35) ergibt sich nun 

(36) 

Da 

a i + a - - z  
2(2--a)  2 2 - - a  

und a - - i  beliebig klein genommen werden kann, so sind (x) und (36)mi t  

einander iiquivalent. Die Aufgabe, welche wir uns zuniiehst gestellt haben, ist 

demnaeh gel6st. 
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w 

Stat t  des unendliehen Produktes P h~tten wir ein beliebiges konvergentes 

Produkt  benutzen kSnnen. Je langsamer man das Produkt  konvergieren ls 

mit einer um so sch~rferen Relation wird dann (i) ersetzt. So z. B., um ein- 

zusehen, dass es erlaubt ist fiir (i) die genauere Relation 

(I') 
1 

M (r) < m (r) [log m (r)] ~ [log2 m (r)] 1+~ 

einzuffihren, brauchen wir nur yon dem Produkt  

fi( i )  
P1 = x + n(log n) a (a > I) 

2 

auszugehen. 
Besehrs man sieh auf besondere Klassen ganzer Funktionen, kann man 

sogar als Hilfsprodukt P ein divergentes Produkt  nehmen. Das wesentliehe bei 

den Auseinandersetzungen im vorigen Paragraphen war ja nur, dass zu jeder 

gegebenen Zahl v eine Zahl N sieh so bestimmen l~sst, dass f i i r n  > N 

r .  > P ,  
r ~  P~ (~ = i ,  2 . . . .  v). 

Fiir die ganzen Funktionen endlicher Ordnung ~ wird hier das Resultat  ganz 

besonders einfaoh. Ist r > Q, so bekommt man n~mlioh 

1 

(37) M (r) < r V~-~ m (r) [log m (r)] ~, 

was eine sehr wesentliche Versch~rfung yon (i) darstellt. Wie ~iusserst genau 

diese Ungleichung (37) ist, ersieht man daraus, dass es in ihr nicht zul~issig ist 

die Zahl r  zu nehmen, wie schon aus dem in der Einleitung behandelten 

Beispiel der Exponentialfunktion hervorgehen diiffte. 

Wir setzen ~<r162 Es sei 

eine ganze Funkt ion yon der Ordnung ~ mit reellen positiven Koeffizienten. 

Naeh einem bokannten Satze hat  man, falls n geniigend gross gow~hlt wird, 
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n 

(38) c.<n ~. 

Beziehen wir uns jetzt  auf die Darstellung (2), so erhalten wir auch 

(39) m~ < n -  $, 

da bei der dort  etwa stat tgefundenen /~nderung der urspriinglichen Koeffizienten 

c,~ die Ordnung Q selbstverst~indlich nicht erhSht werden kann. Nun ist m,  eine 

mit n ins Unendliche wachsende GrSsse. Man bekommt also aus (39) 

1 

(4 ~ r .  > rig. 

Fiir P l~isst sich jetzt  ein divergentes Produkt  w&hlen, so dass 

1 

(4I) p .  = no.. 

Es wird ja dann 

also auoh 

1 1 

?n >n02 Oa, 

F .  0 , =  2 . . . .  

wenn n geniigend gross ist. Wir bekommen also nach der im vorigen Para-  

graphen dargelegten Methode 

(42) 

n n 

p~-i no, eO. "- 
m.>mop~p~. . .  Pn-I = m ~  1 = t o o  1 > eO,' 

woraus dann folgt 

(43) log m. > n. 
Ql 

Da 
1 

Pn-I I-- > I "~- e3 f~ 

so l~sst sich in diesem speziellen Falle (z6) durch 
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(44) ~ - < 3 +  ~ [1  z +  + x + Q , ( n + x + x } j  
,~ -1  . - o  e,  (n - -  x)]  

~'1~1 ~ ~ 0  

ersetzen. Es ist unmittelbar einleuchtend, dass (44) sich nach denselben Prinzi- 

pien vereinfachen lgsst wie (26). Es ergibt sich mithin in Analogie mit (31), 

(32), (33) und (34) 

r  

(45) 

r  
- -  - -  oo  v ~  ( v a +  1 )  

<3 + 2 ( z  + ~,.) ~ e  2(o~,,+11 < 

~o 
~ x 2 

< 3 + (I + e.) e ~(o~;-+ ~) dx = 3 + (z + e.) V2,~ (0, n + x). 

Da ~1 > t~3, folgt hieraus, wenn n gr5sser als eine gewisse Zahl N ist, 

(46) t~. < V ~ q ,  n. 

Aus (43) und (46) bekommt man 

1 

(47) kt,, < Q, V2--~ [log m,,] ~ 

oder don in (37) enthaltenen Satz, welohen wir zu beweisen haben. 
Hat  man anderseits fiir eine spezielle Funktion yon der Ordnung 

1 

~u (r) < V2-~. o [log m (r)] ~ (a < r 

so darf man vielleicht erwarten, besonders wenn a < i ist, dass die Funktion 
gewisse Eigenschaften mit einer ganzen Funktion, deren Ordnung nicht grSsser 
als a ist, gemein haben muss. 

Hat  man fiir die Funktion noch genauere Festsetzungen als die Ordnung 
Q, so lassen sich die oben erhaltenen Resultate prgzisieren. Weiss man z. B. 
yon vornherein, dass 

wo lira , ( r ) = o ,  so ist ja dies damit  gquivalent, dass ffir lira e ( n ) = o  

n 

o . _  0 
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gesetzt werden kann. Es wird dann m6glieh (40) durch eine Relation 

1 

n o 
(4o') r .  > a (n) 

yon der Art, dass lim a ( n ) = o  ist, zu ersetzen. 
n w  

jetzt 
1 

(4I') P n  = nO 

Fiir die Folge P~ kann man 

w~hlen. Es l~sst sieh nun, jedenfalls wenn gewisse Bedingungen fiir die Folge 

a (n) erfii]lt sind, eine sch~rfere Ungleichung als (37), ns 

1 

(37') M (r) < e V2"-~ m (r) [log m (r)] i 

herleiten. 
Funktion 
sich also 

Dies trifft  z. B. zu, falls 0 eine ganze Zahl p ist und die HShe der 
~ p - - x  ist. Fiir eine ganze Funktion von der HShe Null ergibt 

1 

M (r) < V2 '~ m (r) [log m (r)] ~ . 

Der fragliehe Beweis diirfte doeh kaum ohne ziemlieh umstiindliehe Reohnungen 

ausgefiihrt werden kSnnen, weshalb wir ihn hier unterlassen, x 

w  

Wir betrachten jetzt den Fall eines endlichen Konvergenzradius. 
(5) und (6) ersieht man, class, falls nicht bless das Produkt  

~"n --1 
1 

sondern auch 

(48) (It " 

konvergiert, das gr6sste Glied mn stets endlich und begrenzt bleibt. 

Aus (4), 

In jedem 

x M a n  v e r g l e i c h o  d o c h  w 5. 
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solchen Fal le  1Ksst sich eine endl iche GrSsse C bes t immen,  dass falls e twa  der  

Konve rgenz rad ius  = x gesetzt  wird, 

M (r) < - -  
I - - r  

wird.  

In  den FKllen, wolche uns hier  interessieren,  soll also das P r o d u k t  (48) 

d ivergieren.  Sohre iben  wir 

(49) r~ x 
~'n --1 ~ ~ 

so d iverg ie r t  mi th in  die Reihe  

co 

(50) 1 rp(n) 

W e n n  von einem endlich b le ibenden F a k t o r  abgesehen wird, erhiil t  man  fiir m .  

s  

woraus unmi t t e lba r  

n 

(52) lim = i .  
n-| l o g m n  

H a t  man  hier  insbesondere fiir I < a < 2 

(53) lira 9 (n) = o,  
f t m  ee n a 

so kann  man  wie in w 2 ein Vergle ichsprodukt  

1 

einfiihren, welches ja  raseher  als das P roduk t  mi t  dem allgemeinen Gliede (49) 

konverg ier t .  In  diesem Falle  besagt  (52), dass 
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ist, woraus sich sofort 

A. Wiman. 

lim log mn 
- -  - -  O 0  

n ~  Q* :q~ ~,l--a 

1 

(54) lim log m~ 
n--~,  n 2 - ' a  -~" ~ 

folgern l~sst. Wird nun /~n mit Benutzung yon (x7) abgeschiitzt, so bekommt 

man nach Rechnungen, welche sich genau wie in w 2 ausfiihren lassen, 

Dieses Ergebnis ist mit 

(55) 

a 

,u,, < [log r a n ]  2 (2 -a )  . 

a 

M (r) < m (r) [log m (r)] 2(~a) 

~quivalent. Fiir gewisse Klassen nicht ganzer Funktionen ist somit die Relation 
zwischen dem Maximalbetrage und dem gr6ssten Gliede yon ganz analoger Art mit 
der]enigen, welche wir in w 2 ]iir die ganzen Funktionen hergeleitet haben. 

Was fiir ein Bewandtnis hat es jetzt  mit  den GrSssenverh~ltnissen der Koeffi- 

zienten dieser Funktionen? Bei Bezugnahme auf (53) bekommt man fiir rn, 

wenn zuniichst ein unwesentlicher Faktor  weggelassen wird, 

o v  

(56) e n + l  <( e a - - I  n 

Nach (7) ist der bestimmende Faktor  in dem Koeffizienten c~ von r ~ 

n 

1 ~ n--(o,--1) 
a - -1  . I , .  �9 (n2_a__ 1) e n 2 - a  . 

(57)  I ~ e 1 ~ eta--lJ~z--aJ ~> 
r l  r 2 . . .  r n 

Hiernach ersieht man, dass die Voraussetzung, welche uns zu dem durch (55) 

ausgedriickten Resultate  gefiihrt hat, die Bedingung 

(58) cn>e  "2-a 

involviert. 
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Anderseits bekommt man aus (54} und (55) ein Ergebnis fiir die GrSssen- 

ordnung yon re(r). Naeh (55) darf man zun~ehst 

I ~ rn > n - ( a - l )  

setzen. Es ergibt siah dann aus (54) 

2- -6  

re(r )  > e \1-~/ 

speziellen Funktionen ist es mSg]ieh genauere Resultate zu ermitteln. 

(59) 

Bei 

Betraohten wir z. B. die Funkt ion 

(60) ~ e " ~ r " = ~ c . r  " 
o o 

( o < a < i ) .  

Hier li~sst sioh r .  duroh Derivation des n ten Gliedes nach n bestimmen: 

log rn + a r~ a-1 ~ o;  rn ~ s - a n - { 1 - a ) .  

Dureh Einsetzung in e""r~  bekommt man sofort ~ 

(6I) m n  ~ e ( l - a ) n a .  

Wir erhalten weiter 

(62) _ _ _  = + a ( z - - a )  
~'~ e - a [ ~ - ( 1 - a } - ( n - l ) - ( 1 - a ) ]  > I n2_a 

rn--1 

Hier brauchen wir bei Berechnung von ,u. kein Hilfsprodukt P einzufiihren. 

Naeh ganz analogen Reehnungen mit denen, welche wir in w 2 ausgeffihrt haben, 
ergibt sioh fiir p~ 

V 2~v 1 -a -  (63) a( : - -a - - )  n 2, 

wobei freilieh yon einem gegen : konvergierenden Faktor  abgesehen wird. 

Driiekt man (63) durch log m.  aus, so bekommt man 

(64) 1 1 ( l o g  m ~ )  ~-~ . 

a~(: - -  a)~ 

1 BOR~L, Legons sur les sdries & termes positifs, S. 7 o. 

A~a m a 2 h ~ r  3?. Imprim~ le 27 novembre 1914. 41 
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Wir haben also 

(65) 
~---? V~-~ 

M ( r ) < m ( r ) [ l ~  g'a" x l ( I  + s ) ,  
a i ( I - -  a) ~ 

we ~ eine beliebig kleine positive Gr6sse bedeutet.  
Wir betraohten noeh die Funktion 

(66) M(r)  ,~ ~ n1'r" (k > o). 

Naoh Untersuohungen yon Herrn APPELL und CES~RO weiss man, dass 

(67) lira M(r )  -----r(k+ x) 
r--I I 

(I ,.)k+, 

ist. Anderseits darf  man setzen 

k _h n x I rn 
I ( I - - r n  / > i--r----~" l o g r n + n = O ; r , = e  " ; ~ = l o g ~  log i + - - - r 2  ! 

Mithin 

r n  . 14 

Naoh (67) und (68) erhiilt man, von einem unwesentlichen Faktor abgesehen, 
fiir p~ 

F ( k  + t){,e-~-I ~ I 

~tc rnl I - -  l"n 

Man ersieht hieraus, dass es in diesem Falle eine yon k abhiingige konstante 
GrSsse K gibt, so dass man fiir lira r = I 

1 

(69) ~ (r) < K [m (r)]~ 

erhiilt. Hier ist also ~t(r) mit einer Potenz yon re(r) vergleichbar, nioht, wie 
in den friiheren Fiillen, erst mit einer Potenz yon log re(r). 
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w 

Zuletzt wollen wir ein allgemeines Prinzip aufstellen, wonach, falls fiir eino 

Hilfsfunktion mit bekannten Eigenschaften 

oo 

o 

eine Relation 

(7z) M (r) < m (r) cp [m (r)] 

yon einem gewissen n an iu solcher Weise erffillt wird, dass jedes Glied der 

Reihe die Rolle als gr6sstes Glied der Ordnung nach fibernimmt, man fiir eine 

andere Funktion 

(72) ~ c,. r", 
o 

wenn gewisse Bedingungen befriedigt sind, eine mindestens eben so scharfe 

Relation wie (7i) erhalten kann, welche flit beliebig grosse Indices n gfiltig ist. 

Bei ganzen Funktionon geniigt es in der Tat, falls 

lira cn - - ~  O j  
n m ~ ~ n  

und bei endliohem Konvergenzradius, falls 

(73) li~ c- - - ~ 0 o .  1 

n l  ao ~ 

Da der Beweis in den beiden F~llen in ganz analoger Weise ausgefiihrt 

werden kann, brauchen wir hier nur  den Fall, wo der Konvergenzradius ~ i i s t ,  

zu behandeln. FiJr die Hilfsfunktion sei Q1, Q2,... Qn . . . .  eine Folge yon r-Wet- 

ten, ffir welche bez, 71r, 72r* . . . .  y . r " . . ,  die gr5ssten Glieder darstellen. Ffir 

(7 2) m5ge die gewShnliche Bezeichnung rl, r~, . . .  r n . . .  beibehalten werden, Wit 

behaupten zuerst, dass es beliebig grosse n gibt, fiir welche man durchweg 

i Der Satz IRsst sich sehr leicht au[ solche F~tlle erweitern, wo die fragliche obere Un- 
bemtimmtheitsgrenze endlich (und nicht Null bez. f~ir ganze Funktionen o0) ist. 
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(74) 

a n n e h m e n  kann.  

llr.-.< H 
k-0 k-0 

A. Wiman. 

( ~ 0 ,  I,... n - - I )  

Nach w I gehSr t  r,, zu einem In te rva l le  

C n - - 1  ~ ~ C n  

und in 

es nioht,  welche Wer te  wir 

diirfen also schreiben 

C,, 

Hie rdu reh  wird aber  (74) durch  

(TD c . -  r < 7 . . . .  
C. yn 

ersetzt .  

wird, ist 

gleicher Weise verhRlt es sich mi t  Q,. Von wesent l icher  Bedeu tung  ist 

in den beziigliehen In te rva l len  feststellen. Wir  

~r 

Dass es fiir (75) eine LSsung fiir n > n~ gibt,  wo n~ beliebig genommen 

in der  folgenden Weise ersichtl ich.  Es li~sst sich eino Zahl lm ermit-  

t e ln ,  so  das s  m a n  

e~ < 1., ( r e < n , )  
~ t n  

bekommt .  Nach  (73) gibt  es of fenbar  fiir n > nl Fiille, wo das be t re f fende  Ver- 

hi~Itnis > l, ,  wird. Tr i f f t  dies das ers te  Mal fiir n ~ n~ zu, so ers ieht  man  ohne 

weiteres, dass, falls n ~ n~ gese tz t  wird, (74) und  (75) befr iedigt  werden.  

Wir  wollen welter  nachweisen,  dass es beliebig grosse n gibt,  fiir welche 

s~imtliehe Re la t ionen  

(76) r_~_~ > e~-k 
k--1 r n - - k  k -  I 

( I ] ~  I ,  2 j  �9 �9 . ~ - -  I }  

giiltig sind. Der  Beweis ist e rbracht ,  falls un te r  der  Annahmo,  dass (76) fiir 

n =- n 2 n ich t  befr iedigt  wird, eine grSssere Zahl n ~ n 2 + z mit  der  gewiinschten 

Eigenschaf t  sich kons t ru ie ren  lhsst. Da  lim r~+~ ~ lim q-,+~ = I i s t ,  so muss es 
i 

mit  Riieksicht  auf  (74) eine ers te  Zahl x geben,  fiJr welche 
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k=l ?'m--k k = l  

(~-~-I, 2 , . . . n - - I ) .  

Ffir diese Zahl n ~ n 2 + x miissen dann auch die Bedingungen (76) erfiillt sein. 

Denn fiir o <x~ < • muss man stets 

r . ,+~  > {?~ + 
r ~ +  m ~ m  + m 

haben, weil andervnfalls nicht n2 + x die erste Zahl mit dvr oben angvnommenen 

Eigenschaft w~ire. Man sieht aueh ein, eben auf Grund yon (74), dass man 

r~+~ < Q~+s 

haben muss, da ja diose Gr6ssen als kontinuivrlieh vvriinderlieh angesehen wer- 

den kSnnvn, nur mit Anderung der Indices bei der gleiohzeitigen Ubvrspringung 

der div Intervalle begrenzvnden Punktv. 

Wir sohreiben n~ + x ~ n s. Man vrschliesst jetzt, dass, falls ~t hinreichend 

gross ist, 

ist. Die beziiglichen Grenzwvrte fiir lira g ~ o0 sind ja ~ I bez. i ,  und wir 

hattvn eben r~, < ~ .  Da wvitvr den Ungleichungen (74) fiir n =ffi n, geni igt  wird, 

so k a n n  m a n  in ganz  derseIben Weise  wie  in w 2 vine Zahl n ffi= nd >_ n,  bvs t im-  

men,  fiir wvlche n icht  bless  (74), sondern  auch  

(77) | |  r ,  < | l  Qo ( v = I , 2  . . . .  co) 
i=x rn+k = k=l Qn+~ 

befriedigt wird, wobei s ta t t  P ,  die Folge Q~ tritt .  

Solcher Zahlen n ~--n4 kSnnen wir offenbar in unendlicher Mengv konstruieren. 

Betrachtet  man nun die in w x gegebenen zu den durch die Reihen (7 2) und (7 o) 

definierten Funktionen gehSrigen Entwicklungen yon m (r,~) und ~ (r~), so ergibt 

sich, dass fiir die friihere Funkt ion m (rn) grSsser ausfiillt, w~hrvnd dagvgen be- 

treffend ~(rn) das umgvkehrte Verhs eintritt.  Hiermit ist abet die Be- 

hauptung, mit welchvr wir diesen Paragraphen erSffneten, bewiesen. 

Einige Bvispivle mSgvn die Bedeutung des soeben gewonnenen Resultates 

beleuchtvn. Dabei handelt es sich svlbstverstiindlioh um Relationen, wvlche 
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nicht durohweg giiltig zu sein brauchen, sondern nut  fiir eine unendliche Menge 

mit dem Grenzwort r = i .  

i) c ~ =  Z ( n ) e ~ a . ( i > a > o ;  lira Z(n) ~ o0). Als Vergleichsfunktion kann 
~-| 

man (6o) benutzen und gelangt also zu der Relation (65). 

2) c n =  z (n) .~k .  Vergleicht man mit (66), so resultiert (69). 

3) Ha t  man insbesondere 

{78) lira log c~ ~ o~, 
n-~ log n 

so bekommt man Giiltigkeit fiir (69) bei beliebig grossem k; das heisst mit 

anderen Worten fiir 

(79) M {r) < [m {r)] a+', 

wie auch die Zahl e > o gew/ihlt wird. 
Uberhaupt  ist es durch die obigen Er6rterungen klargelegt, dass die Durch- 

rechnung geeigneter spezieller Beispiele Licht fiber ganze Klassen yon Funk-  

tionen zu bringen vermag. 


