UBER DEN ZUSAMMENHANG ZWISCHEN DEM MAXIMAL-
BETRAGE EINER ANALYTISCHEN FUNKTION UND DEM GROS-
STEN GLIEDE DER ZUGEHORIGEN TAYLOR'SCHEN REIHE.

voN
A. WIMAN

in Upsara.

Es bezeichne fiir |z| =7 M (r) den Maximalbetrag einer analytischen Funk-
tion F (z), welche durch die TavLor’sche Entwickelung

ay+a,z+ a2+ -

dargestellt wird. Den grossten moglichen Betrag eines Gliedes in dieser Ent-
wickelung bezeichnen wir mit m (r), wenn |z| =r einen gegebenen Wert hat, und
m (r) von keinem Betrag eines anderen Gliedes iibertroffen wird. Ist F (z) eine
ganze transzendente Funktion, so folgt schon aus den Untersuchungen des Herrn
BoreL,! dass fiir beliebig grosse » die Ungleichung

M (r) <[m (r)]+e

giiltig ist, wobei ¢ eine beliebige positive Grosse bedeuten kann.
Dass man fiir spezielle Funktionen viel genauere Resultate erlangen kann,
ersicht man aus dem Beispiele

[ o] rn
M(")=e'=§r(n o)

1 Lecons sur les fonctions entiéres, S. 62 (Paris 1900). Man sehe auch BoreL, Legons sur les
séries @ termes positivs (Paris 1902), woselbst mehr eingehend spezielle Fille mit positiven
Koeffizienten (auch mit endlichem Konvergenzradius) behandelt werden, sowie auch auf die
einschligigen Arbeiten der Herren Aprerr, Crsiro, Havsmarp und besonders L Roy Bezug
genommen wird.
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Setzt man fiir das grosste Glied »=r, so bekommt man nach der SrtIRr-
LING’schen Formel
er

Vamr

m(r) = [x +e(n)]

Hieraus ergibt sich unmittelbar, dass, wie klein auch die positive Grésse J ge-
nommen wird, es ein r =17 (J) gibt, dass fiir r > r(d) die Ungleichung

1
M(r)<Vzam(r) [log m(r)E (1 + 9)

giiltig bleibt. Ahnliche Resultate erhidlt man leicht bei Untersuchung anderer
spezieller Funktionen. Auf Grund solcher Verhiltnisse habe ich schon seit
mehreren Jahren vermutet, dass bei jeder ganzen transzendenten Funktion fiir
unendlich viele unbegrenzt wachsende r

1
(1) M(r)<m(r)[logm(r)] " °

ist. Nach vergeblichen Versuchen ist es mir jetzt gelungen, diese Vermutung
zu beweisen. Die dabei zu benutzende Metode lisst sich aber sofort auf all-
gemeinere analytische Funktionen ausdehnen, und es gibt auch Klassen von
nicht ganzen Funktionen, fiir welche man fast ebenso scharfe Relationen wie
() erhdlt. Fiir ganze Funktionen von endlicher Ordnung kann man (1) in
analoger Weise priizisicren, wie wir eben bei der Exponentialfunktion gesehen
haben. Aber auch fiir die ganzen Funktionen im Allgemeinen kann man (1)
durch genauere Ungleichungen ersetzen, falls man log, m(r), log, m (r) u. s. w.
einfiihrt.

§ 1.

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit darf man bei diesen Untersuchungen
sich auf Funktionen mit positiven Koeffizienten fiir eine reelle positive Variabele
r beschrinken. Ist der Konvergenzradius R endlich, so iiberfiilhrt man ihn durch
eine leichte Transformation auf den Fall R—=1. Betrachtet man dann die
Koeffizientenreihe

Goy Qyy Byye o -Gy e e oy

so kommen fiir uns eigentlich nur solche Fille in Betracht, bei denen sich aus

! ¢(r) bedeutet eine Grosse, welche fiir lim » = © unendlich klein wird.
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dieser Reihe eine monoton zunehmende Teilreihe herausnehmen lésst, so dass
der Index n des grossten Gliedes fiir lim r =1 unendlich wird. Fiir ganze
transzendente Funktionen und lim r = « liegt dies in der Natur der Sache. Die
Rolle als grosstes Glied wird stets bei steigendem r von einem Terme zu einem
anderen mit hoherem Index iibergehen. Dabei kénnen offenbar Spriinge ge-
macht werden. Doch werden unsere Schliisse in ihrer Allgemeinheit selbstver-
stdndlich nicht. beeintréchtigt, falls wir die Terme, die nie grésste Glieder wer-
den, in einer Weise erhdhen, dass nie ein solcher Term einen grosseren Betrag
als alle iibrigen bekommt; dagegen darf der Betrag, was doch nur fiir einen
einzigen r-Wert moglich ist, eben so gross wie jeder andere werden. Nimmt
man also an, dass zwei konsekutive grosste Glieder fiir =7 einander gleich wer-
den, so ist es zuliissig, die zwischenliegenden Glieder in solcher Weise zu er-
hohen, dass ihnen fiir r =r ein gleicher Betrag wie den beiden &Ausseren
erteilt wird.
Hiernach schreiben wir

(2) M) = (;im (5)"

wobei angenommen wird, dass fiir r=r, das nt® Glied als grosstes Glied be-
trachtet werden kann. Man hat also

(3) "R Tnily My X Muy1, M(ry) = my.

Fiir ein wirkliches grosstes Glied lidsst sich r, in einem gewissen Intervalle be-
liebig auswihlen, wobei man auch den etwa aus einer besonderen Problem-
stellung hervorgehenden Anforderungen Rechnung tragen kann. Fir r=r,_;
hat man

Tn —1) n

n

my -1:_>__mn(

und fir r=r,

Tn )n—l

Mp i Mp—1 (
Yn—1

Hieraus ergibt sich

A

T, \71 m
Tn—1 T Mp—1

Yn—1

Es lisst sich mithin schreiben
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My Tn \"tn
< < .
(4) Mp—1 (rn—l) (0—8"—— I)

Ohne Beschrinkung der Allgemeingiiltigkeit unserer Resultate kénnen wir m,> o
setzen. Als einen besonderen Fall von (4) haben wir

(5) my > M.
Aus (4) erhdlt man jetzt, wenn man die Fille n, n —1, ..., 2, 1 kombiniert
L 7y \P 0
ngmol;l (rv—l) =
(6) l
ry \*1 "
m —_—
o ﬂ (’r‘v ——l) 7 rz Tn—1

Fiir eine allgemeine Funktion F (z) mit nicht durchweg positiven Koeffizienten
bekommt man hier nach einem bekannten Satze

r n rﬂ
@ M () 2 () 2 g T
Es ist wohl kaum notig besonders hervorzuheben, wie (7) der dusseren Gestalt
nach mit dem bekannten wichtigen Theoreme des Herrn JENSEN iibereinstimmt,
wo aber 7,,7,,..., 7,,... die Betrige der Nullstellen bezeichnen.!
Jetzt zerlegen wir M (r,) in zwei Faktoren

(8) M (rs) = Mp=m(rn) {t (Tr) = Mp ttn.

Wir bekommen alsdann

7 n—v X n+v
(9) -1+ mn—v ( ) + n_z’_'ﬂ (l‘l‘f) .
— Tn—v

my mn Tntv

y= ve=l

Nach einer Umformung, bei welcher (4) benutzt wird, ergibt sich

n v—]

(10) =1 + 2 ﬂ ( Tn—vik )k+1 tp— vt k1 N 2 " (,-nw_k_ )k+e,,__1,+k.

a1 Fomg T MVHEHL vl ko | T mE v

! Diese Ubereinstimmung bewahrt sich offenbar noch, falls das konstante Glied von
F(2) verschwindet.
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Da 1 — ép—yii+1 bez. &—vy3 >0, erhalten wir hieraus

n y~1

Tn—v+k Tn4v—t—1
II <3+ ( ) ( )
( ) Hn=3 vg‘zkl;ll Tn—v+k+1 0)221!:!1 T n+v—k
Letztere Relation schreibt sich etwas einfacher

o y—1
(12) #n <3+ 2 l] rn_wk + 2 ﬂ
y=2k=1 y=2 k=1 T 'H'—k

Fiir die folgenden Entwicklungen bilden nun besonders (6), (8) und (12) die
Grundlagen.

§ 2.

Die ganze Frage reduziert sich demnach auf die Eigenschaften des unend-

"n

lichen Produktes, dessen allgemeines Glied u, = ist. Der Konvergenzradius

n—1
wird ersichtlich durch lim r, deflnlert Fiir nicht ganze Funktionen konvergiert

also das fragliche unendliche Produkt, und wir konnen in diesem Falle nach
einer oben gemachten Bemerkung annehmen, dass lim r,=1.

n=aw
Zunichst wollen wir aber den Fall der ganzen transzendenten Funktionen
in Betracht nehmen, wo also lim 7, = und das Produkt divergiert, und zwar

n=w

werden wir hier den Beweis erbringen, dass der Satz, welcher durch (r) ausge-
driickt wird, sich als Folgerung aus dieser Divergenz herleiten ldsst. Es geniigt
offenbar zu beweisen, dass fiir eine beliebige ganze Zahl » man irgendwie ein
r>r, bestimmen kann, so dass (1) befriedigt wird.

Es sei die reelle Zahl ¢ —1 >0, aber sonst beliebig klein. Dann konver-
giert bekanntlich das unendliche Produkt

P———ﬁ(x + n—7).
1

Als Teilprodrukt bezeichnen wir

(13) P,L=ﬁ(1+n—“).
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Fir u=1, 2,..., » betrachten wir die Grossen
T
(14) lu= IT‘;

Es gibt dann eine bestimmte Zahl A,, so dass

(IS) l'viiﬂ (!"=I, 2yeaey ’V)r
wo das untere Zeichen nicht ausgeschlossen ist. Nun ist die Frage, wie sich die

Grossen lﬂ=jr)f‘— fir u>v» verhalten. Da limf7,=o und lim P,=P, so er-
123 e 20 = O

schliesst man, dass es ein erstes u=mn, >» geben muss, so dass [,, >4, ist, so
wie auch ein letztes u=mn,, dass ln—1 <Ay ist. Man hat dann n,>#, und fir
w>mn, L,>4,.

Wir wollen beweisen, dass es fiir n, <n<n, eine ganze Zahl n gibt, dass

n—1
(x6) MnZ M BB Pol,
und
o Pn—-v+k T n
(17) F‘n<3+2ﬂ#“— Zﬂp
=2 k=1 v=2 k=l ny— k

Hierbei ist es hinreichend, wenn wir den Nachweis fithren konnen, dass, wie man
auch » <n nimmt,

(18) |l | R

sowie fiir jede ganze Zahl » > o

(19) ﬂ

Tn+k “ Pn+k

Wir wollen versuchen, 7, hier in der Gestalt i, P, zu setzen. Dann hat
man nédmlich unmittelbar nach dep Voraussetzungen

ot o Pri (n—k<n,),

rn — P,
sowie auch

Tn P,
In <« -n n+k>mn,).
T+t~ Prii ( = 2)
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Fiir n=mn, liegt A, P, in dem zu r, gehorigen Intervall. In derselben Weise
verhdlt es sich fiir n=mn,. Hat man n, =mn,, was in reguldren Fillen zu er-
warten ist, so lassen sich mithin (18) und (19) unmittelbar fiir n = n, =n, be-
friedigen.

Ist dagegen m,>m,, so kan man zuerst einen Versuch mit n-—=n, und
Tny = Ay P, machen. Werden hier nicht simtliche Bedingungen (19) fiir
o< v<mn,—mn, erfiilllt, so muss es eine erste Zahl N = N, geben, dass, wie man
auch 7,45, in dem zugehdrigen Intervalle wihlt,

Ny

(20) “ T ll

7,
Ti=1 m+k Y

m+k

Die neue Gestalt (20) der Relation fiir N = N, verlangt natiirlich, dass r,4+n3 <
<Ay Ppyn,. Fir n, + N,<n<n, mag man auch stets r, <A, P, haben. Erst
fir » =mn, sei es moglich 7,,>1, P, zu wihlen; offenbar ist dann das untere
Zeichen nicht ausgeschlossen.

Wir untersuchen jetzt, in wie weit sdmtliche Bedingungen (18) und (19)
sich fiir n=mn, und ry, =2, Py, befriedigen lassen. Was erstens (18) anbelangt,
so ist dies sicher der Fall. Fiir n;— k> n, + N, hat man

Vrg—k P ns—k
<—
r/ﬂa P ns

Infolge des Umstandes, dass eine Relation von der Gestalt (20) nicht schon fiir
N < N, auftreten darf, hat man

Tn. +N 'n+N1
ﬂ 14 N — <H le (m=o,1,...N1).
k=0 k=0
Da
o _ Po
Tng Py
folgt hieraus
l—lrnl'*'Nl <l_<l"P"'1-'-AT“l (m=0, I’--.Nl)'
fem0 ko D

Aus diesen Tatsachen folgt unmittelbar, dass den Ungleichungen (18) fiir n = n,
Geniige geleistet wird.
Ist dasselbe noch nicht fiir (1g) der Fall, so kann man in gleicher Weise,
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wie wir soeben von n, zu n, aufstiegen, jetzt von n, ausgehend eine Zahl

n=mn,>n, konstruieren, wo auch sofort die Relationen (18) befriedigt werden.

Zuletzt miissen dann auch (1g) gelten. Das Verfahren bei der Aufsuchung der

Zahlen ng, n,,... ist ja von der Art, dass man zu grisseren Zahlen als n, nicht

gelangen kann, und, wenn nicht friiher, so sind jedenfalls die Bedingungen (1g)

fir » =n, erfiilit. Dasselbe gilt dann selbstversténdlich von (16) und (17).
Nach Benutzung von (13) erbalten wir aus (16)

(21) m,.;mo“(r + ka1,
kw2

Hieraus

(22) log my, > log m, + X (k— 1) log (x + &~).
k=2

Da

a k=
log (I + k— ) > Y—-FF’
so ersicht man, dass (22) durch
(23) log my > (1—e,) X k10,
k=2

sich ersetzen ldsst, wo man fiir ¢, eine beliebig kleine gegebene Grisse > o nehmen
kann, falls die ganze Zahl », von welcher » abhingig ist, hinreichend gross ge-
wahlt wird. Hier ldsst sich (23) durch die damit dquivalente

nZ—a
2 —_—

(24) log mp,> (1 — &) "

ersetzen. Nimmt man &, <o —1, 80 bekommt man endlich
(25) log m, > n?*-e,

wo « eine beliebige reelle Zahl > 1 bezeichnen kann.
Aus (17) erhalten wir durch Ausfiihrung

n—1 »n—1 @ n—1
(26) pn<3+ 2 l] [1+ (n—xn)—0]tr— 4 2 l] [1+(n+ %+ 1)-0]-tr=,
Vy=] 3=0 vy=1 3=0

Fiir die erste Summe hat man
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n—1v—1 n—1 _ niln+l) © __wnibn+1)
(27) M x+—0=o9< Fxt+n=) 2 < F@+no ¢
vyl %=0 =1 =1

Die Abschitzung der zweiten in (26) auftretenden Reihe ist etwas schwieriger.
Wir wollen dieselbe in zwei Teile zerlegen, je nachdem », <N oder »,> N,
wobei N <n sgein soll. Man hat dann

N—1 N—1

Hi+@+x+n— @[]z + (20)]- W =
* =0 #=0
(28) NN+ N(N+1)

=[r+(zn)™] ¥ =e¢ 2 (1+3,),

wo d, fir lim n = verschwindend klein wird. Die Teilreihe, welche mit
diesem Gliede anfingt, konvergiert offenbar rascher als eine geometrische Reihe
mit dem Quotienten

1+ (2n)—e]N.
Die Summe dieser Teilreihe ist also

_ Nv+1)
(1 +dn)e 2eme
1—[1 + (zn)-

. NNV+1)
(2n)* —Some

(29) < = (1 + 1) V¢ 202m% |

wo lim g, =o0. Aber auch der ganze Ausdruck (29) wird fiir lim n =c ver-
7=

schwindend klein, wenn man nur, fir ¢ <e, <2, N >n? wihlt.
Suchen wir das Verhiltnis zwischen der noch iibrigen Teilreihe, fiir welche
v, < N ist, und der Reihe

N—1 v1~1 N~1 _nn+l)
2HG+roo= Fatney 2,
yy=] =0 vye=1

so ist ohne Schwierigkeit ersichtlich, dass dieses Verhaltnis

_NN-1 NN—1)
1+(n+3\7)—“) 2 =(I+n—a_(n+Nl—a) 2 <
I+n° 1+ (n+ N)—

(30) NN-1) (a0 (n+N)—9] aNYN-1)

<e 2 <e 2”a+1 .

<

Letzterer Ausdruck wird aber fiir lim n = o beliebig wenig von 1 verschieden,
Acta mathematica. 37. Imprimé le 22 aoht 1914. 40
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a+ 1

falls %< gewihlt wird, was mit der fritheren Bedingung a <o, <2 ver-

traglich ist.
Aus diesen Auseinandersetzungen ersieht man, dass (26) durch

2 _nn+l)
(31) Un<3+2(x +en) Qlr+n—) 2

yy=1
sich ersetzen ldsst, wo fiir &, bei geniigend grossem = eine beliebig kleine Grosse
gesetzt werden kann. Da

n—e I

gy v T
log(1+n )>1+n"“ ne +xI

g0 bekommt man jetzt

(32) ;tn§_=3+2(1+£,.)°2e_;—l(%‘%.

Es ist aber "
w0 v1(m +1) = x2

(33) 2 Y ¢ 2menn< ] ¢ rwesndz=Van(ne ¥ 1).
v=1 Y

Mithin hitten wir

(34) Un <3+ 2(1 + &) Vzrne;

da aber dies auch, wenn « durch eine Zahl ¢, ersetzt wird, wo ¢ > a, > 1, gilt,
so darf man (34) durch

a

(35) tn < 2

ersetzen. Aus (25) und (35) ergibt sich nun

(36) un < [log my,J%—a,
Da

a 1 a—I

2(2—a) 2  z2—a

und «—1 beliebig klein genommen werden kann, so sind (1) und (36) mit
einander #quivalent. Die Aufgabe, welche wir uns zuniichst gestellt haben, ist
demnach gelost.
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§ 3.

Statt des unendlichen Produktes P hétten wir ein beliebiges konvergentes
Produkt benutzen konnen. Je langsamer man das Produkt konvergieren ldsst,
mit einer um so schirferen Relation wird dann (1) ersetzt. So z. B., um ein-
zusehen, dass es erlaubt ist fiir (1) die genauere Relation

(1) M (r) < m(r) [log M(r)]% [log, m(r)}'+*

einzufiihren, brauchen wir nur von dem Produkt

- 1
P1=I2[(I+m (> 1)

auszugehen.

Beschrinkt man sich auf besondere Klassen ganzer Funktionen, kann man
sogar als Hilfsprodukt P ein divergentes Produkt nehmen. Das wesentliche bei
den Auseinandersetzungen im vorigen Paragraphen war ja nur, dass zu jeder
g‘egebenen Zahl v eine Zahl N sich so bestimmen lidsst, dass fiir n > N

. = D (,LL‘—"I,Z,...’V).
“w

Fiir die ganzen Funktionen endlicher Ordnung ¢ wird hier das Resultat ganz
besonders einfach. Ist ¢, >¢, so bekommt man némlich

- 1
(37) M(r)< e, Vzrm(r)[log m(r)F,

was eine sehr wesentliche Verschdrfung von (1) darstellt. Wie #dusserst genau
diese Ungleichung (37) ist, ersiecht man daraus, dass es in ihr nicht zuldssig ist
die Zahl ¢, <¢ zu nehmen, wie schon aus dem in der Einleitung behandelten
Beispiel der Exponentialfunktion hervorgehen diirfte.

Wir setzen ¢<¢,<¢,<¢,. Es sei

@) = Senan
0

eine ganze Funktion von der Ordnung ¢ mit reellen positiven Koeffizienten.
Nach einem bekannten Satze hat man, falls n geniigend gross gewahlt wird,
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n

(38) cn<n @,

Beziehen wir uns jetzt auf die Darstellung (2), so erhalten wir auch

(39) n e,

7
’1!

da bei der dort etwa stattgefundenen Anderung der urspriinglichen Koeffizienten
¢n die Ordnung ¢ selbstverstindlich nicht erh6ht werden kann. Nun ist m, eine
mit = ins Unendliche wachsende Grosse. Man bekommt also aus (39)

1
(40) r,.>n5.

Fiir P ldsst sich jetzt ein divergentes Produkt wihlen, so dass

(41) P, =ne,
Es wird ja dann
1, 1_1
_n 02 o
P”>n R
also auch
T r
s e —_
P,=P, (u=1,2,...7),

wenn n geniigend gross ist. Wir bekommen also nach der im vorigen Para-
graphen dargelegten Methode

prt e r n

n € —

(42) mnimop Pz P l=1n,0 I =1m 1 > eo,
1 RPN

(Iﬁ‘,g [V;:?v%(x + &)

woraus dann folgt
(43) log mp > -
&

Da

Pn o 5 s I
P,._l—(l_—n) It

so ldsst sich in diesem speziollen Falle (26) durch
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n—lvi—1 — (v —%) @ ‘Vl—l[ I ]—(1'1"‘”)
I U —
(44) pas3+ 21 ﬂ0[1+m] + 21 Ho Ittt )

ersetzen. Es ist unmittelbar einleuchtend, dass (44) sich nach denselben Prinzi-
pien vereinfachen lésst wie (26). KEs ergibt sich mithin in Analogie mit (31),

(32), (33) und (34)

_vilntl) 1t D)
s 2 ©  nb
Un <3+ 2(1 +£n)2 (I+g~——1n) <3+2(1+e,.)2e Zesn+1) <
3

=1 yy=1

(45)

<3+ (z +e,;)fe—.2(93”+” dx =3+ {x + ¢) Vzn(g,n+ I).

Da ¢, > ¢;, folgt hieraus, wenn n grosser als eine gewisse Zahl N ist,

(46) un<Vamon.

Aus (43) und (46) bekommt man

1
(47) tn<g,Vzm [log m,J2

oder den in (37) enthaltenen Satz, welchen wir zu beweisen haben.
Hat man anderseits fiir eine spezielle Funktion von der Ordnung ¢

u(r)<Vzm.o[logm (r)]% (6<e),

so darf man vielleicht erwarten, besonders wenn ¢ < 1 ist, dass die Funktion
gewisse Eigenschaften mit einer ganzen Funktion, deren Ordnung nicht grosser
als ¢ ist, gemein haben muss.

Hat man fiir die Funktion noch genauere Festsetzungen als die Ordnung
0, so lassen sich die oben erhaltenen Resultate priizisieren. Weiss man z. B.
von vornherein, dass

M (r) = estrre,

wo lim &(r) = o, so ist ja dies damit #quivalent, dass fiir lime(n)=o

=0 TN=0

-
e

= sl
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gesetzt werden kann. Es wird dann mdoglich (40) durch eine Relation

(40" Ta>

von der Art, dass lim a(n)=o ist, zu ersetzen. Fiir die Folge P, kann man
n= o

jetzt

(41) P,=ne

wihlen. Es ldsst sich nun, jedenfalls wenn gewisse Bedingungen fiir die Folge
a(n) erfiillt sind, eine schirfere Ungleichung als (37), ndmlich

1
(37" M(r)<eVzmm(r)[logm )3

herleiten. Dies trifft z. B. zu, falls ¢ eine ganze Zahl p ist und die Hohe der
Funktion = p—1 ist. Fiir eine ganze Funktion von der Hohe Null ergibt
sich also

1
M@)<Vzrm(r) [log m (nE.

Der fragliche Beweis diirfte doch kaum ohne ziemlich umsténdliche Rechnungen
ausgefiihrt werden konnen, weshalb wir ihn hier unterlassen.?

§ 4

Wir betrachten jetzt den Fall eines endlichen Konvergenzradius. Aus (4),
(5) und (6) ersieht man, dass, falls nicht bloss das Produkt

(-]
l]r
I
Tn—
1nl

sondern auch

(48) i ( " )”

Tn-—1

konvergiert, das grosste Glied m, stets endlich und begrenzt bleibt. In jedem

! Man vergleiche doch §s.
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solchen Falle ldsst sich eine endliche Griosse C bestimmen, dass falls etwa der
Konvergenzradius = 1 gesetzt wird,

C

I—7r

M(r)<

wird.

In den Fillen, welche uns hier interessieren, soll also das Produkt (48)
divergieren. Schreiben wir

Tn I
J— I + —_
p(n)

Tn—1

(49)

b

so divergiert mithin die Reihe

n

(50) ()

WL

1

Wenn von einem endlich bleibenden Faktor abgesehen wird, erhilt man fir m,,

n
(51) pIF
1

e ’
woraus unmittelbar

n

2 v
lim 1 P(v)
(52) ”1-11:’ _iO—g_;'I’LT= I

Hat man hier insbesondere fiir 1<a <2

(53) lim 24 _ o,

a
7= 00

so kann man wie in § 2 ein Vergleichsprodukt

[

P=ﬂ(1+;@1—&)

1

einfilhren, welches ja rascher als das Produkt mit dem allgemeinen Gliede (4¢)
konvergiert. In diesem Falle besagt (52), dass
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] log m,
]lm B E— =

" 3 i

1
ist, woraus sich sofort

.1 n
(50 i 1 _

== @
folgern lasst. Wird nun p, mit Benutzung von (17) abgeschitzt, so bekommt
man nach Rechnungen, welche sich genau wie in § 2 ausfithren lassen,

a
Un < [log mn]2(2—0)_

Dieses Ergebnis ist mit
(55) M (r) < m(r) [log m (r)}=—

dquivalent. Fir gewisse Klassen nicht ganzer Funktionen ist somit die Relation
zwischen dem Maximalbetrage und dem gréssten Gliede von ganz analoger Art mit
derjenigen, welche wir in § 2 fiir die ganzen Funktionen hergeleitet haben.

Was fiir ein Bewandtnis hat es jetzt mit den Grossenverhiltnissen der Koeffi-
zienten dieser Funktionen? Bei Bezugnahme auf (53) bekommt man fiir 7,
wenn zunéchst ein unwesentlicher Faktor weggelassen wird,

o

1
Yo _ 1~

(56) e n+l <e o1

Nach (7) ist der bestimmende Faktor in dem Koeffizienten ¢, von

n
1 —(a—1)

PPN 1 (eay

Se 1 > ela—1)(2—a) > 8”2_0.

(57)

T\ Ty...Tn

Hiernach ersieht man, dass die Voraussetzung, welche uns zu dem durch (55)
ausgedriickten Resultate gefiihrt hat, die Bedingung

(58) cn> et "

involviert.
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Anderseits bekommt man aus (54) und (56) ein Ergebnis fiir die Grossen-
ordnung von m(r). Nach (56) darf man zundchst

1—r, >n—6D

setzen. Es ergibt sich dann aus (54)

2—a
1

a—1
(59) mir)> i)

Bei speziellen Funktionen ist es moglich genauere Resultate zu ermitteln.
Betrachten wir z. B. die Funktion

(60) Ee"“r"=zc,.r" (o<a<i1).
0 0

Hier lisst sich y, durch Derivation des nt*" Gliedes nach n bestimmen:

—(1—a
log 7 + an=1=o0; r, = e—an™ 7%,

Durch Einsetzung in e"*r,, bekommt man sofort!

(61) My = ell=am?,
Wir erhalten weiter

r (1 _ - -
(62) St gmaln Ty O—a] oy

Yn—1

a{r—a)
n2—a :

Hier brauchen wir bei Berechnung von u, kein Hilfsprodukt P einzufiihren.
Nach ganz analogen Rechnungen mit denen, welche wir in § 2z ausgefiihrt haben,
ergibt sich fiir u,

(63) l/ﬂf—fmn‘

wobei freilich von einem gegen 1 konvergierenden Faktor abgesehen wird.
Driickt man (63) durch log m, aus, so bekommt man
Varn 2=-s
(64) _1_~2ZL’.__1_ {log m.)*-@.
a®(x —a)®

! Borer, Legons sur les séries & termes positifs, S. 70.
Acta mathematica. 37, Imprimé le 27 novembre 1814. 41
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Wir haben also

2—a P
(65) M (r) <m(r)[log m(r)F->- _l__lff_’_’__l (1 +3),

ad (1 —a)®

wo & eine beliebig kleine positive Grosse bedeutet.
Wir betrachten noch die Funktion

(66) M@)y=Dn*m (k> o).
Nach Untersuchungen von Herrn ArpeLrL und CesAro weiss man, dass

(67) lim —l'%i’)— ~T(k+1)
rml
(x—r)h+1

ist. Anderseits darf man setzen

)
10gr,.+’£=o;r,,=e-'-';ﬁ= L - 1 L
n k I—1a\" I—7p
log — log (1 + —';“—)
Mithin
k k
(68) o (2> (£ 22
e e I_r”

Nach (67) und (68) erhdlt man, von einem unwesentlichen Faktor abgesehen,
fir u,

Ny EU LIS S

I'k + x) (/ch.) PR

Man ersieht hieraus, dass es in diesem Falle eine von k& abhidngige konstante
Grosse K gibt, so dass man fiir limr —1

1
(69) u(r) < K[m(r)}

erhilt. Hier ist also p(r) mit einer Potenz von m(r) vergleichbar, nicht, wie
in den fritheren Fillen, erst mit einer Potenz von log m(r).



Der Maximalbetrag und das grosste Glied einer Taylor'schen Reihe. 323

§s.

Zuletzt wollen wir ein allgemeines Prinzip aufstellen, wonach, falls fiir eine
Hilfsfunktion mit bekannten Eigenschaften

(70) 27» ™
0
eine Relation
(71) M (r) < m(r) p[m(r)]
von einem gewissen n an in solcher Weise erfiillt wird, dass jedes Glied der

Reihe die Rolle als grosstes Glied der Ordnung nach iibernimmt, man fiir eine
andere Funktion

(72) i Cn 1™,
¢

wenn gewisse Bedingungen befriedigt sind, eine mindestens eben so scharfe
Relation wie (71) erhalten kann, welche fiir beliebig grosse Indices n giiltig ist.
Bei ganzen Funktionen geniigt es in der Tat, falls

. C
lim =% = o,
n=ax Yn

und bei endlichem Konvergenzradius, falls

(73) m &‘ — o .1

new Yn
Da der Beweis in den beiden Fillen in ganz analoger Weise ausgefiihrt
werden kann, brauchen wir hier nur den Fall, wo der Konvergenzradius = 1 ist,

zu behandeln. Fiir die Hilfsfunktion sei g, g,, ... 0n, ... eine Folge von r-Wer-
ten, fiir welche bez, y,7, 7,72, ...yar"... die grissten Glieder darstellen. Fiir
(72) moge die gewdhnliche Bezeichnung r,, 7,, ... 7. .. beibehalten werden. Wir

behaupten zuerst, dass es beliebig grosse n gibt, fiir welche man durchweg

1 Der Satz lisst sich sehr leicht auf solche Fille erweitern, wo die {ragliche obere Un-
bestimmtheitsgrenze endlich (und nicht Null bez. tir ganze Funktionen «) ist.
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(74) ﬂm-mﬂ ot (¥v=0,1,...0—1)

k=0 ko0

annehmen kann. Nach § 1 gehort 7, zu einem Intervalle

— [+
cnlérn< n

Cn = Cn+1

und in gleicher Weise verhilt es sich mit ¢,.. Von wesentlicher Bedeutung ist
es nicht, welche Werte wir in den beziiglichen Intervallen feststellen. Wir
diirfen also schreiben

vt Jv=t
¥y = Cy » 01' = )’.-
Hierdurch wird aber (74) durch
(75) E"_,'V<}k1 {(v=1,2,...1)

Cn Vn

ersetzt. Dass es fiir (75) eine Losung fiir n > n, gibt, wo n, beliebig genommen
wird, ist in der folgenden Weise ersichtlich. Es lasst sich eine Zahl I,, ermit-
teln, so dass man

bekommt. Nach (73) gibt es offenbar fiir n > n, Fille, wo das betreffende Ver-
hiltnis >1I,, wird. Trifft dies das erste Mal fiir n =n, zu, 8o ersieht man ohne
weiteres, dass, falls n = n, gesetzt wird, (74) und (75) befriedigt werden.

Wir wollen weiter nachweisen, dass es beliebig grosse n gibt, fiir welche
samtliche Relationen

t a ” 0n
(76 > ff—=" (ve=1,2,...0—1)
7 ) gl rﬂ—kvk_len—k

giiltig sind. Der Beweis ist erbracht, falls unter der Annahme, dass (76) fiir
n==n, nicht befriedigt wird, eine grissere Zahl n=n, + « mit der gewiinschten
Eigenschaft sich konstruieren lidsst. Da lim rp4, = lim gn4. = 1 ist, 50 muss es

=00 K= D

mit Riicksicht auf (74) eine erste Zahl » geben, fiir welche
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v v
lI L"Ei“_}:;[l Onrtx (v»=1,2,...n—1).
k1 Trne—k k=1 One—k

Fiir diese Zahl n=mn, + x miissen dann auch die Bedingungen (76) erfiillt sein.
Denn fiir o <%, <» muss man stets

Trats  @natx
Tm+x1  Q@m+mn

haben, weil anderenfalls nicht n, + » die erste Zahl mit der oben angenommenen
Eigenschaft wire. Man sieht auch ein, eben auf Grund von (74), dass man

Tratx < Oma+x

haben muss, da ja diese Grossen als kontinuierlich verinderlich angesehen wer-
den konnen, nur mit Anderung der Indices bei der gleichzeitigen Uberspringung
der die Intervalle begrenzenden Punkte.
Wir schreiben n, + x==n,. Man erschliesst jetzt, dass, falls 2 hinreichend
gross ist,
Trath o Onoti

Tns Ony

ist. Die beziiglichen Grenzwerte fiir lim A= sind ja = ;I— bez. (’i’ und wir
nis 7

hatten eben 7, < ¢go,. Da weiter den Ungleichungen (74) fiir n = n, geniigt wird,
so kann man in ganz derselben Weise wie in § 2 eine Zahl n=n, > n, bestim-
men, fiir welche nicht bloss (74), sondern auch

(77) [l;%;;l]—‘i (v=1,2,...0)

k=1 e OnE

befriedigt wird, wobei statt P, die Folge on tritt.

Solcher Zahlen n=mn, kénnen wir offenbar in unendlicher Menge konstruieren.
Betrachtet man nun die in § 1 gegebenen zu den durch die Reihen (72) und (70)
definierten Funktionen gehdrigen Entwicklungen von m(r,) und u(rs,), so ergibt
sich, dass fiir die frithere Funktion m(r,) grosser ausfillt, wihrend dagegen be-
treffend u(r,) das umgekehrte Verhiltnis eintritt. Hiermit ist aber die Be-
hauptung, mit welcher wir diesen Paragraphen ertffneten, bewiesen.

Einige Beispicle mogen die Bedeutung des soeben gewonnenen Resultates
beleuchten. Dabei handelt es sich selbstverstindlich um Relationen, welche
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nicht durchweg giiltig zu sein brauchen, sondern nur fiir eine unendliche Menge
mit dem Grenzwert r=1.

I) Ch=x(n)er*.(1>a>o0; lim y(n) = ). Als Vergleichsfunktion kann

man (60) benutzen und gelangt also zu der Relation (65).
2) ¢n=7(n).n* Vergleicht man mit (66), so resultiert (69).
3) Hat man insbesondere

(78) fim 2B _ o,

neo 1O N

so bekommt man Giiltigkeit fiir (69) bei beliebig grossem k; das heisst mit
anderen Worten fiir

(79) M (r) <[m(r)J*e,

wie auch die Zahl &> o gewihlt wird.

Uberbaupt ist es durch die obigen Erorterungen klargelegt, dass die Durch-
rechnung geeigneter spezieller Beispiele Licht iiber ganze Klassen von Funk-
tionen zu bringen vermag.




