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1. Einleitung

1.1. Problemstellung. Ist & eine algebraische Irrationalzahl und £>0, so gibt es
nach einem berithmten Satz von K. F. Roth [6] hochstens endlich viele rationale Zahlen

p/q, so daB

p —2~¢
5—~|<
‘ . lq|

ist. In diesem Satz darf die Konstante 2 in |g|™>"° durch keine kleinere ersetzt werden.
~ Sind §,, ..., &, algebraisch, aber 1, &, ..., &, linear unabhéngig iiber dem rationalen
' Zahlkorper @, und ist £¢>0, so ist zu vermuten, daB es hichstens endlich viele (n + 1)-

tupel ganzrationaler Zahlen ¢>0; p,, ..., p, gibt, so daB

; <q @FUm-e (=1, ..., n)

gilt. Man kann leicht sehen, daB man in dieser Vermutung 1+ 1/2 durch keine kleinere
Konstante ersetzen darf.

Dual zum Problem der simultanen Approximation ist das Linearformenproblem.
Macht man dieselben Voraussetzungen iiber §&,,...,&, und & wie vorhin, so ist zu ver-
muten, daB es héchstens endlich viele (n+ 1)-tupel ¢,, ..., g,; p ganzrationaler Zahlen mit
g=Max (|q,], -.-,|gn|) >0 gibt, so daB ‘

IQJ St tanés —PI <qg "
erfiillt wird.

Leider konnen wir die angefiihrten Vermutungen, die iibrigens nach dem Khintchi-

ne’schen Ubertragungssatz [3] dquivalent sind, nicht beweisen. Wir werden hier Sitze
11— 652933 Acta mathematica 114. Imprimé le 19 octobre 1965.
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herleiten, die in die Richtung der Vermutungen weisen, wenngleich sie wesentlich
schwicher sind als diese.

Andere Sitze aus diesem Problemkreis bewies Hasse [2].

1.2, Hauptresultate. Den Abstand einer reellen Zahl « zur nidchsten ganzrationalen

Zahl bezeichnen wir mit ||«||, die ndchstkleinere ganze Zahl mit [«]. Weiter bedeute

log z, falls z>e,

L(z)= {

1, falls z<e.

Funktionen I, (x), L,(z), ... werden induktiv durch L, (x)=L(z) und L (%) = L(L;_, (2))
definiert. Weiter sei L,(x)=x.

Wir sagen von einer Menge &£ von natiirlichen Zahlen, sie hat Eigenschaft E,
falls £ entweder endlich ist, oder falls die als wachsende Folge ¢,<g,<... angeord-

neten Elemente von £ fiir jedes k die Limesbeziehung

’}im sup Ly (qn+1)/Li(gn) = o

erfiillen.

Sarz 1. Die Zahlen &,, &, seien algebraisch, und 1, &, &, linear unabhdngig iber Q.
Sei £>0. Die Menge L. aller natiirlichen q, fir die

lg&ll-llg&llg <1 o)
tst, hat Eigenschaft E.

FoLGERUNG. Seien &, &,, € wie in Satz 1. O sei die Menge aller natiirlichen g,

zu denen es ganzrationale p,, p, gibt, die

g _1_;1 <q <g e

~3i2-¢ 'Ez _P
q

erfillen. O hat Eigenschaft E.

Diese Folgerung kommt der Vermutung iiber simultane Approximationen fiir » =2
nahe. Nach der Vermutung ist £* endlich.

Bevor der Satz von Roth bewiesen war, hatte Schneider [7] fir den Fall einer
algebraischen Irrationalzahl ein &hnliches Ergebnis gezeigt.

Dual zu Satz 1 ist

Sarz 2. &, &, ¢ seien wie in Satz 1. Die Menge P aller natiirlichen g, zu denen
es ganzrationale q,+0, g,+0 mit ¢=Max (|q,|,|g,|) gibt, so dap

"9151"‘9252" |Q1|1+£|Q2|1+€<1 (2)
gilt, hat Eigenschaft E.
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ForLeERUNG. &, &, ¢ seien wie in Salz 1. Sei P* die Menge aller natiirlichen g,

zu denen es ganzrationale q,, q,; p mit ¢=Max (|¢,], |g,|) gibt, so daf

|96, + 0.6, —p|<g
ist. Dann hat P* Eigenschaft E.

1.3. Nebenresultate. Einige der zum Beweis der Hauptresultate bendtigten Ergeb-
nisse sind vielleicht fiir sich von gewissem Interesse.

In §2.1 werden wir eine Eigenschaft F fiir Mengen von nichtnegativen reellen
Zahlen definieren. Im Augenblick brauchen wir von dieser Eigenschaft nur zu wissen,
daB jede Menge natiirlicher Zahlen mit Eigenschaft F auch Eigenschaft E besitzt, und jede
endliche Menge Eigenschaft F hat.

Sarz 3. Seien &, ..., &, algebraisch und 1, &,, ..., &, linear unabhiingig iiber Q. Sei
0>0. Wir sefzen I=n+1.

Wir bilden die Menge M aller positiven Zahlen Q, zu denen es n nichinegative reelle
Zahlen a,, ..., a, mit ‘

o+ ayt...ta,>1+6 3)
sowie eine Matrix
Dy - P1aPu
M= @)
Pni s PanPr

vom Rang n mit ganzrationalen Elementen gibt, so daf die Uﬂgleichungen
|pudi—pul <@ (1<i<n; 1<j<n), (5)

lpa|<Q  (1<i<n) (6)
erfillt sind.

M hat Eigenschaft F.

Im Spezialfall a;,=(1+d)/n (j=1,...,n) wirde aus p;=0 fir @>1 wegen (5)
folgen py;=0 (j=1,...,n), und die Matrix M kénnte nicht Rang » besitzen. Somit
gilt nun p;==0 (¢=1,...,n), und (5) und (6) ergeben zusammen

‘ _Py
! Pu

Klpy| Y (1<i<m; 1< <a).

Man hat also » verschiedene simultane Approximationssysteme zu &, ..., &, (nidmlich

fiir =1, ..., n), deren Nenner nach (6) alle dem Betrag nach héchstens gleich @ sind.
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Fiir n=2 ist unsere Voraussetzung hier also in diesem Sinne stdrker als in der
Folgerung zu Satz 1, wo man nur ein simultanes Approximationssystem zu &, &,
braucht. Ahnlich verhilt sich der Fall n =2 des im folgenden zitierten Satzes 4 zur
Folgerung aus Satz 2. Es zeigt sich aber, daB man durch Kombination der Fille n =2
der Sitze 3 und 4 mit einem eigenartigen Ubertragungssatz die Sdtze 1 und 2 her-
leiten kann.

Die Fille n>2 der Sitze 3 und 4 werden zur Herleitung der ,,Hauptergebnisse*

nicht benétigt.

Satz 4. Die Zahlen &, ..., &, seien algebraisch und irrational. Sei > 0. Wir setzen
l=n+1.
N sei die Menge aller positiven reellen Zahlen Q, zu denen es nichtnegative reelle
Zahlen b,, ..., b, gibt, so daf
b +b,+...+b,<1-9 (7

ist, sowie eine Mairix M der Gestalt (4) vom Rang n mit ganzrationalen Elementen

gibt, so daf
|py| <QY (1<i<n; 1<j<n) (8)

und lp51§1+“-+Pm§n—pﬂ!<Q_l (1<i<n) 9

gilt.
Dann hat N Eigenschaft F.

Sind &, &, beliebige reelle Zahlen und ¢>0, so definieren wir &, &, &) so wie
in Satz 1 und P(£,, &, ¢) so wie in Satz 2. Weiter seien fiir 6 >0 Mengen M(&,, &,, 6)
so wie N(&,, &,, 8) definiert wie im Fall n=2 der Sitze 3 und 4. Ist £ eine reelle Zahl,
so sei £(£,0) die Menge der matiirlichen ¢ mit ||&g[ <g ', fiir die es also ein ganzes
p mit |§—p/q|<q *° gibt. Nach dem Satz von Roth ist £(£,d) endlich, falls & irra-

tional und algebraisch und 4> 0 ist.
Sarz 5 (Ubertragungssatz). &, &, seien reelle Zahlen, so dap
lggll=a lle&ll=q (10)
fiir Konstanten ¢,>0, c¢,>0 und beliebige natiirliche Zahlen ¢>1 und

”9151"'Q2§2||>q_c' (11)

fiir eine Konstante c;>0 und natiirliche Zahlen q,, q, mit ¢=Max (|q,|, [g.])>1 gilt.
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(a) Sind ME,, &, 0), N(E,, & 8), L(&y, 8), L(&s, 0) fiir jedes 6> 0 endlich, dann sind
)&, &, &) und B(E,, &,, €) fir jedes >0 endlich.

(b) Haben M(&,, &,, 0), (&, &,, 8), L(&,,0), L(&,, 8) fiir jedes >0 Eigenschaft F,
s0 haben auch QUE,, &, &), By, &, &) fiir jedes £>0 diese Eigenschaft.

Sind nun &, &, algebraisch und 1, &, &, lu. iiber Q, dann gilt bekanntlich (10)
und (11). Nach dem Roth’schen Satz haben L£(&,,8) und L£(&,, d) fiir d>0 hochstens
endlich viele Elemente, und M(&,, &,, 8) und H(&,, &,, 8) haben nach den Sétzen 3 und 4
Eigenschaft F. Infolge Satz 5b bezitzen also Q(&), &,, &) und PB(&,, &,, &) falls ¢> 0 ist,
Eigenschaft ' und daher auch Eigenschaft E.

Die Sitze 1 und 2 folgen also aus dem Satz von Roth so wie aus den Sitzen 3,
4 und 5.

1.4. Transzendente Zahlen. Als einfache Anwendung von Satz 1 zeigen wir am
Ende der Arbeit folgenden

Sarz 6. ¢y, 9, ... seien die Niherungsnenner tn der Kettenbruchentwicklung einer
quadratischen Irrationalzahl. Sei ¢>1+4V3, n,=[c*]. Dann ist

£= 3 (gu)? (12)
k=1

transzendent.

Die Konvergenz der & definierenden Reihe ist klar. Man kann fiir die Folge
41; 93> --- ebwa die Fibonacci-Folge nehmen.

Mit dem Roth’schen Satz kann man die Transzendenz von & mit unserer Beweis-
methode nur fiir ¢>3 zeigen. Es ist zu vermuten, daB die Behauptung sogar fiir ¢>1
richtig bleibt.

1.5, Weitere Ergebnisse. Seien &, &,, &; algebraisch und 1, &, &,, & linear unab-
héngig iiber Q. Dann kann man zeigen, daB die Menge der natiirlichen ¢, zu denen

es ganzrationale g,, ¢,, ¢; mit

q=MaX(|q1|, |92]’ |93|) und "91{'-1'l'flzéz"'%s:;”<q_5_e

gibt, fiir festes ¢>0 Eigenschaft E besitzt. Da aber die Schranke ¢ °~° nicht mit der
zu erhoffenden Schranke ¢~° iibereinstimmt, ist dieses Resultat weniger interessant,
und es wird hier nicht bewiesen. Fiir mehr als 3 algebraische Zahlen &, &,, ... sind

die Verhiltnisse noch ungiinstiger.
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2. Die Eigenschaft F

2.1. Definitionen. Ist T eine Menge von nichtnegativen reellen Zahlen, so sei L (M)
die Menge der Zahlen der Form L,(x), wobei =€ M.
M habe Eigenschaft G, (m natiirlich), falls es zu jedem C,>1 ein Cy=C,(C,) gibt,

so dafi es m-tupel
X <Xy < eos <Xy

von Elementen aus M mit beliebig grofem x, gibt, so daff

Cigy<my<Cpy (1=1,2,...,m~—-1) ¥8)

erfiills wird.
M kat Eigenschaft LG, falls es ein k> 1 gibt, so daf M, = L, (M) Eigenschaft G, besitzt.
M hat Eigenschaft F, falls M nicht similiche Eigenschaften LG, (m=1,2, ...) besitzt.

2.2. Zusammenhang mit Eigenschaft E. Wie schon in der Einleitung angekiindigt,

zeigen wir hier

HivrssaTz 1. Eine Menge M natiirlicher Zahlen, welche Eigenschaft F besilzt,
besitzt auch Eigenschaft E.

Beweis. Wir diirfen annehmen, die Menge M ist unendlich. Wir ordnen die Ele-
mente von M in einer wachsenden Folge ¢, <g¢,<... an. Hat M nicht Eigenschaft E,

so gibt es ein k, so daf}

hlim sup Ly (gr+1)/Inlgn) =D < oo

ist. Es ist nun fiir 2> h, Li.(qn+1)/Li(gn) <D+ 1.

Ist C;>1 gegeben, so setzen wir C,=(D+1)C,. Wir setzen x, =g,, wobei h>k,
ist. Es gibt nun ein z, € M, so daB C, L, {z,) < Ly(x,) < C, Ly (x,) gilt. Ebenso gibt es ein
3 €M, so daB C,L(x,) < Ly(x;) < Oy Lyi(z,) gilt. So fortfahrend sieht man, daB L(M)
die Eigenschaft G, fiir jedes m besitzt.

Falls M Eigenschaft F hat, so ist dies unméglich. Dann hat also M auch Eigen-
schaft Z.

2.3. Hilfssiitze.

Hivrssartz 2. Die Vereinigungsmenge von endlich vielen Mengen mit Eigenschaft
F hat wieder Eigenschaft F.
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Bemerkung. Eine analoge Behauptung iiber die Eigenschaft E wire falsch. Der
Hauptvorteil der Eigenschaft F, von dem wir 6fter Gebrauch machen werden, liegt
eben in Hilfssatz 2.

Beweis. Offenbar geniigt es, den Hifssatz fiir die Vereinigung von zwei Mengen
zu zeigen. Wir zeigen hier sogar etwas mehr, nimlich: Hat M =M, U M, Eigenschaft
LG, so hat entweder M, oder M, Eigenschaft LG,. Daraus folgt der Hilfssatz, denn
hitte M nicht Eigenschaft F, so hitte M Eigenschaft LG, fir jedes m. Entweder
M, oder M, hitte nun Eigenschaft LG, fiir beliebig groflie Zahlen m. Da aber aus
m'<m und Eigenschaft LG, die Eigenschaft LG, folgt, hitte nun eine der Mengen
M; Eigenschaft LG, fiir jedes m, somit nicht Eigenschaft F.

Um unsere oben formulierte Behauptung zu zeigen, geniigt es, folgendes zu be-
weisen: Hat M =M, U M, Eigenschaft G, so hat entweder M, oder M, Eigenschaft G,.

Wir nehmen also an, 7 habe Eigenschaft G,:. Zu jedem C,>1 gibt es ein C,,
so daB es m-tupel » <z,<...<x,» von Elementen z,€ mit beliebig groBem z,
gibt, so daB

Ciz,<x; 1 <Chx; (G=1,...,m*—1)

ist. Jedem K >0 ordnen wir ein solches m?-tupel mit x, > K zu. Sei zunichst K fest.
Wir unterscheiden zwei Moglichkeiten:
(a) Es gibt m aufeinanderfolgende Zahlen xy.q, Tyi2, -..s Trsm AUS Xy, ..., Ty, die

alle zu M, gehéren. Nun ist also
Crtgsy <@p1je1 S Cozpyy (F=1,...,m—1).

(b) Gilt nicht (a), so gibt es m Zahlen k, <k, < ... <k, zwischen 1 und m? so daB
ki <k+m (§=1,...,m—1), wobei 2,€M, (=1, ..., m). Nun gilt mit C;=Cf
s 2 ) g

Crotry <@y, <Coaiy (j=1,...,m—1).

Tritt (a) fiir beliebig groBe K auf, so setzen wir f(0;)=1. Es gibt nun Elemente
Y <...<Ym aus M, mit beliebig groBem y,, so daB

Cry;<yyra1<Coy;, (G=1,...,m—1). (2)

Ansonst gilt (b) fir beliebig groBe K, und wir setzen f(C,)=2. Nun gibt es
Elemente y, <... <y, aus M, mit belicbig groBem y,, so daB

Clyf<yi+1<0;yi (7.=l> ---:m_l)' (3)
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Ist f(C)=1 fiir beliebig groBe C,, so hat M, Eigenschaft G,: Denn dann gibt
es zu beliebig groBem C,. daher zu jedem beliebigen C,>1 ein C,, sowie y,, ..., ¥n
aus M, mit beliebig groBem y,, so daB (2) erfiillt ist. Ansonst ist f(C;) =2 fiir beliebig
groBles C;, und M, hat Eigenschaft G,,.

HivrssaTz 3. M, N seien zwei Mengen positiver reeller Zahlen.
(a) Entweder gebe es Konstante 0 <a<b, so daf es zu jedem x €M ein y €N mit
_ P<y<a®

guibt.
(b) Oder es gebe eine Konstante d >0, so daB N aus allen Zahlen dzx, x € M, besteht.
Hat nun N Eigenschaft F, dann auch M.

Beweis. (a) T habe Eigenschaft LG,. Es gibt nun ein £> 1, so daB L,(M) Eigen-
schaft G, hat. Wir diirfen annehmen, a<1, b>1. Ist nun x groB und z € L,(M), so
gibt es ein y € L (HN) mit

ar<y<bz.
Zu jedem D,>1 gibt es ein D,=D,(D,), so daB es z, <... <z, aus L, (M) mit beliebig
groBem z, und

D<oy <Dy, (5=1,...,m—1) 4)
gibt.
Ist insbesondere C,>1 und D, =ba™*C,, so bilden wir D,=D,(D,) und C,=ba"'D,.
Es gibt 2, <... <z, aus L,(M) mit beliebig groBem z, und (4). Zu jedem z; gibt es
ein y; € Ly,(N) mit ax,<y;<bx; (j=1, ..., m). Man hat nun

Olyj < C’lbx, = Dlax, <axjiy < Y5+1 < bx,ﬂ < Dszj = C’zax, < ngj,

wobei y; <... <y, in L,(N) liegen. Es gibt offenbar solche m-tupel mit beliebig grofem ¥, .
Somit hat L,(N) Eigenschaft G,, N Eigenschaft LG,. Hitte also M alle Eigenschaften
LG, dann auch M.

(b) Fiir alle Elemente von M, die groB genug sind, gilt (a) mit =}, b =2. Somit

kann man den Fall (b) auf (a) zuriickfiithren.

3. Der Index eines Polynoms
3.1. Kombinatorische Hilfssiitze.

Hivrssarz 4. Die Zahl der l-tupel nichinegativer ganzer Zahlen i, ..., 1, mit

()07

i+ +g=r ist gleich
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Der Beweis dieses einfachen Hilfssatzes, der am besten durch Induktion nach [

gefiithrt wird, kann dem Leser iiberlassen werden.

HirFssATz 5. Gegeben seien natiirliche Zahlen L;r,, ..., 1, sSowie eine Zahl ¢, 0 <e<1.

Dann ist die Zahl der Im-tupel von nichinegativen ganzen Zahlen

U1y cees G173 G215 cens B213 eerd By oees P
mat ih1+"'+ihl=rh (1<h<m) (1)
und inrat—ml Y = em 2)
K=1
. +1— m h _pg2
hichstens gleich (rllfl 1) (r ;__ll 1) -2 M, (3)

Einen Beweis fiir den Spezialfall =2 von G. E. H. Reuter findet man im Appen-
dix A des vorziiglichen Buches von Mahler [4]. Der Hilfssatz bleibt natiirlich richtig,

wenn man in (2) i,y durch 4y, ersetzt, wo 1<j<l.
Beweis. Die Zahl der Im-tupel (i), die (1) erfiillen, und fiir die der Ausdruck
m
Z 7:;,_17'}:1 —_ ml‘l
h=1

kleiner als —em bzw. gréBer als em ist, bezeichnen wir mit M, bzw. M,. Wir setzen

fi(c;) fur die Zahl der nichtnegativen ganzen

B, vees by Mib fpt+ .. tiy=r,—¢; (1<j<m; 0<¢; <)),

Nach Hilfssatz 4 ist fie)= (“_ g +2l_2), (4)
5 r,+1-1
S 1= (") ®
¢j=0 l ]-
Offenbar ist M =3 f(c) - fulCm)s (6)
wobei iiber alle ganzen ¢,, ..., ¢,, summiert wird, die 0<<¢;<; und

m
ml™t— S eprnt>em
h=1

leisten. Man erhilt
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Cm=

M, e 2‘: Zm fi(ey) - fmlCm) exp{%a(ml‘l_ > chr,h)}
Zo 0 r=1

= ]l;]l (sz:ofj(cj) exp{}e(l™ —c,r} 1)}) .

Nun sei im Augenblick § fest, r=r;, f={;. Dann ist
S fe)yexp {he —ar M} < 3 o) (L+ e —er™) + 320 — o))
c=0 c=0
<3 MO A+ +ie3 fo) (7 —er™!

< (r?_l; 1) et + ée{i fley@t—er? }

Wir wollen zeigen, daB der Ausdruck in der geschwungenen Klammer verschwindet

r

0f(c) l—er )= Z fr—c) (@ +ert-1)
¢= c=0

== fr—c)+ r“lcéocf(r —¢)

c=0

ot r+i—-1 1< (c+l—2
r-nt ( -1 )+r ==0c 1—9 )
Es ist daher die Formel

rofetl-2\ o (r+l-1
czzoc( 1-2 )_” ¢ 1)( -1 )

zu zeigen. Diese gilt fiir =0, und aus der Richtigkeit fir r—1 folgt
Lo fe+l-2) 1 r+l1—2 r+1—2
Eoc( 19 )—(r 1)1 l)( -1 )+r( 19 )

—2)!
=£%!—) (rr=1D(1-1)+rl(I-1))

a1 r+l—l)
A1l 1)( 1)

Aus unseren Formeln ergibt sich

+1-1 rmt+1—1
e*m/2< Tl m e2mi4
M, ( o )( T )e ,
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somit M, < (TI—HI 1) (T"’ltll_ 1) e e, (7)

Eine genau solche Abschitzung gibt es fiir M,, und der Hilfssatz folgt.

3.2. Der Index. Wir schreiben % fiir den Ring der Polynome in den Unbestimmten

Xy oo X o3 Xty -oo, Xy mit reellen Koeffizienten. Gegeben seien nun m nicht
identisch verschwindende Linearformen Ly, ..., L,, und zwar sei L, =L, (X, ..., Xun).
Weiter seien natiirliche Zahlen r, ..., r, gegeben. Unter

I(c)

wobei ¢>0, verstehen wir das Ideal im Ring N, das durch die Polynome

LiLf ... L
m

mit Sinrpize
h=1

erzeugt wird. I(c) nimmt mit wachsendem c¢ ab. Offenbar ist I(0)=1R,

N I(c)=(0).
c=0

Definition. Der Index eines Polynoms P €% beziiglich (L, ..., Ly; 7y, ..., 7m) sei die
groBte Zahl ¢, so daBl P €I(c), falls P=0, und er sei + oo, falls P=0.

Bemerkung. Da die Menge der Zahlen der Form > 7_,4,7," diskret ist, gibt es
fiir ein Polynom P =0 tatsichlich eine solche maximale Zahl ¢. Sind L,, ..., L, und

74, +--, Ty fest gegeben, so bezeichnen wir den Index von P mit Ind P.

HirLrssaTz 6. Ind(P + @)= Min(Ind P, Ind @)

Ind(PQ)=Ind P+1Ind Q.

ForLeErUNG. Der Index kann 2u einer Bewertung im Quotientenkirper von R fort-
gesetzt werden.

Beweis. Die behauptete Ungleichung folgt fast sofort aus der Definition. Um die
Gleichung zu zeigen, dirfen wir P=£0, @0 voraussetzen. Man darf weiter 0.B.d. A.
annehmen, BLh/aXm#O (h=1,...,m). P kann nun auf genau eine Weise als eine

Summe

: . . j1ye a 7 a ' @l
2 0(J1s Bygy eoes Q115 + o5 s Oimzy +vvs By) L) X3 . XO8 | [im X0m2 | X0
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dargestellt werden. Unter dem fiihrenden Polynom Py von P verstehen wir die Summe
iber jene nicht verschwindenden Summanden dieser Summe, wo > j,7,' minimal ist.
Fir alle diese Summanden ist offenbar > j,7;* =Ind P=1Ind Ps. Definiert man @, und
(PQr) auf dieselbe Weise, so ist (PQ)r= PrQr, somit

Ind(PQ) = Ind ((PQ)) = Ind(P;Qs) = Ind Py + Ind Q7 = Ind P +Ind Q.

Sind die Zahlen s, und §, in T=(3;, .-+, Sm} J1» -++» jm) ganz, und ist 1<s, <m,
jn=0 (1<h<m), so setzen wir
ajl+...+],,.

D=ty " _p
PE=Gt i) X%, ... X7,

8)

Hivrssarz 7. Der Index des Polynoms P beziiglich (L, ..., Lp; 1y, ..., 1) S€d
coo. T sei der ((ml—m)-dimensionale) Teilraum des ml-dimensionalen Raumes R, in
welchem L,=...=L,=0 ist. 81, s Sm Sei€N 80 gewdhlt, daP oL, /06Xy +0 st (h=1, ...,m).
Damit ist P® fiir

T=(81, «+vs Sm3 J1s +-vs Im)

auf T identisch null, falls 3 jury' <c ist, aber es gibt i, ..., jm mit 2 juri'=c, so daf
P® quf T mnicht identisch verschwindet.

Ist weiter T={(t;, ..., bn3 Jy» +oes Jm) Und 2 gurn’ <c, wo 1<t,<m beliebig ist, so ist
P® quf T identisch Null.

Beweis. Man darf 0.B.d. A annehmen, s;,=...=s,=1. P ist nun ein Polynom in
Ly, o, Ly; Xy, .o, Xyg5 o5 Xmgy -ovs Xy, und kann auf genau eine Weise in der Gestalt

2P0 i Xy s Xty oo; Xy wovs Xo) L .. Lim

geschrieben werden, wo P(j,, ..., jn | X15, .-.» Xm) ein Polynom in den ml —m Variablen
Xy -+ Xt ist. Dabei ist offenbar P(jy, ..., jm]...) identisch Null, falls > j 7' <c ist,
aber es gibt 7, ...,5, mit X j.ry'=c, fir die P(j, ..., jm]|...) nicht identisch ver-
schwindet. Somit ist P® auf 7' identisch Null, falls > j,7;'<e¢, aber es gibt j,...,9m
mit 3,7, =¢, so daB P® auf T nicht identisch gleich Null ist, wobei 7=(1, ..., I;
I15 ++vs m)-

Die letzte Behauptung des Hilfssatzes folgt daraus, daB, wenn fiir ein & oL, /60X ni =0
ist, der Index beziiglich (L,, ..., Ly; 7y, ..., 7) bei Differentiation nach X, nicht ver-
kleinert wird.

FoLGERUNG 1. Jst T=(t;, ..., tm; Jys --- Jm)s SO it

Ind P®2Ind P— 3 juri. (9)
h=1
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Oft ist der Spezialfall von Bedeutung, wo L,(Xy, ..., Xn)=L(Xn, ..., Xn)=
o, X+ ...ty Xy, wo L=0o, X, + ...+, X, eine vorgegebene, nicht identisch verschwin-
dende Linearform ist. Dann schreiben wir (L;r,, ...,r,) an Stelle von (Ly, ..., Ly;

7, +.., Tm). Weiter schreiben wir
()  _ p@ = . .
P, =P7, wo t=(s,...,8 1, .-+, fm)-

ForeceruNe 2. Der Index von PEN beziiglich (L;ry, ..., 7n) sei ¢ oo. Es sei

0L/8X +0. Dann ist
P i (10)

auf T identisch Null, falls > j,ry" <c, aber es gibt j,, ..., jm mit 2 jarn" =c, so daf (10)
auf T nicht identisch verschwindes.

3.3. Polynomabschitzungen. Ist PE€R, so schreiben wir |P| fiir das Maximum der

Absolutbetrage der Koeffizienten von P.

HivrssaTz 8. PER sei homogen in Xy, ..., Xy vom Grad r, (1<h<m). (Das

heift, P ist Summe von Monomen c¢X'% ... X mit iy + ..o H i =14 (1 Sh<m)). Dann ist
lP(‘t)I L Qr1teetm |Pl
fiir beliebiges T=(t;, ..., tu; Gqy <o s Im)-

Beweis. Es geniigt, diese Abschitzung fiir Monome zu beweisen. Nun ist

. ) 7 . . ) -
i i@ — | Y181 Mtm i T i im tmty — Im i
(Xl ... Xim) —(. B i B TO TSNS TP U e P ¢

h m
ilt; imtm 4 .
Wegen ) VT S 20t et it Tt T
h Im

folgt hieraus das gewiinschte Resultat.
%y, ..., oy seien ganzalgebraische Zahlen. Der Kérper K = Q(«,, ..., ;) habe Grad A.
P -+ Ba sei Ganzheitsbasis von K. Dann gilt eine Beziehung

A
Bifi= 2 cube (1<i<A, 1<j<A)
mit ganzrationalen Koeffizienten ¢;;. Wir setzen A fiir das Maximum der Betrige

der c;u. Ist y €K, so kann p auf genau eine Weise y = >, 7;8; mit r, € Q geschrieben
werden.
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Wir setzen |7] = AA* Max (r;]).
1

Offenbar ist ly +d|<|7] +18]. (11)
Ist 6=2%,s¢;8; mit rationalen s;, so ist

yd = 12 12 risifiBi= IZ Z 2. 7585 Py

7%
Der Koeffizient von f, hat also einen Betrag, der hochstens gleich

AN*Max (|r,]) Max (|s,]) < (4A4%) 7" | 7] 6]
ist. Somit erhalten wir ly8]<|7|18]- (12)

SchlieBlich setzen wir B= Max (|a,|).

1<7<l
Hivrssarz 9. Wir betrachten Polynome
P(Xll’ ceny Xll; ceey Xml, N Xml)

=ZC(7-11, wany ju; ey jml; ooy jml) X’lll‘ cee Xﬁx cae Xinmll e Xf"";l, (13)

welche in den Variablen X,,, ..., X, homogen vom Grad r, (1<h<m) oder identisch
Null seien.

0y, ..., oy Seten ganzalgebraisch. Wir bilden
P*=P*(X12, e Xup o3 Xy oo, Xt
=P(R__,m( —0, Xy = — Xy, oy Xy oo, 0 Xy oo — o Xme— .. — 0 X1,
o1 X, -.y 01 Xomr)-

Dann ist jeder Koeffizient von P* eine Linearform in den Koeffizienten c(jyq, .-+ Jmi)
von P. Die Koeffizienten y dieser Linearformen sind ganze Zahlen von K =Q(ay, ..., w)

und erfiillen
b—ll < (2I’B)r1+...+r,,,.

(Die Bedeutung von |y| und von B wurde vor dem Hilfssatz erkldrt.)

Beweis. Nur die Schranke fiir |7| ist zu beweisen. P* ist Summe von héchstens

rnti-1 rmt1—1 < -1 -1 < 9B —D(ry+. .. +Tm)
( 1—1 )( -1 (Y (ral) T2
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Summanden § der Gestalt
S= i C(. . .) (7;1) aee (;.I"l) (“2 X12 + ...+ alel)Juvjl (alez)fu s
1 m

...(lell)ju ‘e (demg +...+ alel)jml—jm ((Xlez)jmz ves ((Xlel)jml

= +o(...) (7,11) (’,’”1) 8,8, ... S,
h Im

wobei S = (o2 Xpg + ... + 0 Xp) =7 (0t Xpo)™ ... (o1 X))

- Z (Gm1 = n)!
[ 02! c,!
CotonotCl=Ja1—JIn

C2 €l Ih2+ oo+ Inl Y Ca+ fa2 cr+7n
o5 ... opt ol Xt | Xd+m,

Nun ist (ju1—7n)! (G5! ... ¢!)"1<I"* und

I{xgz alc‘zai‘ha+...+jml <BC,+...+Cl+J'h2+...+]'M=th—fh<B"‘k_

Somit ist jeder Koeffizient o von S, ganz in K und er erfiillt |&|< (IB)*. Daher ist

jeder Koeffizient von § von der Form c(...) 3, wobei §€K,

1Bl < (j}l) (ff"l) (IByr*e ot (2UBYE et
h Im
Da nun, wie schon bemerkt, P* Summe von hichstens 2(* =D+ +mm Polynomen vom
Typ S ist, ist jeder Koeffizient von P* eine Linearform in den ¢(...) mit Koeffi-
zienten y, die
|7—/| < 2(1’—1)(r1+...+rm) (QlB)Tl+"‘+r'“< (zl’B)r.+...+rm
erfiillen.

3.4. Der Indexsatz.

Sarz 7 (Indexsatz). Seien 1, t natiirlich, und seien LV, ..., L® nicht identisch ver-

schwindende Linearformen in X, ..., X;, etwa
L(i) = Otile +...+ d,-le,

wobel die oy ganze algebraische Zahlen seien. Wir setzen A, fiir den Grad von K;=
Qou1, ..., o), sowie A=Max(A,, ..., Ay).
Sei ¢>0. Sei m ganz und so grof, daf3

m = 4e % log (2tA). (14)
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Seien 1, ..., vy beliebige natiirliche Zahlen.
Dann gibt es ein Polynom P(X,,, ..., Xu; ... X, -..s Xmi) €N, mit ganzrationalen

Koeffizienten, das nicht identisch verschwindet, und das

(1) in Xy, ..., Xp homogen vom Grad r, ist (h=1, ..., m),
(i) beziiglich (L®; 1y, ..., 7,) einen Index > (I"'—e&)m besitzt (1<i<t),

und das
(iii) |P|<Dr‘+"'+r'”
leistet, wobei D eine Konstante ist, die nur von den Koeffizienten ay; abhingt.

(Definiert man B; beziiglich (o4, ..., o) so wie B beziiglich («,, ..., a;) in §3.3,
und setzt man B=Max(B,, ..., B,), so darf D=4"B genommen werden.)

Beweis. Wir setzen P in der Form (13) an und untersuchen, welchen Bedingungen
die Koeffizienten c¢(j;,, ..., jm) durch (ii) unterworfen werden. Zuerst wollen wir unter-
suchen, was es fiir die Koeffizienten bedeutet, daB der Index beziiglich (L®;r,, ..., 7y)
mindestens ("' —¢)m sein soll. Dabei nehmen wir der Einfachheit halber an, es sei
®;,; +0, also 0L®/pX, 0. Nach Hilfssatz 7 erfiillt der Index die gewiinschte Un-
gleichung, falls das Polynom

TN
Pi,...i,,.
fir Jirp'<(@'~e)m im durch L{P=LP=...=LP=0 definierten Teilraum ver-
schwindet. Halten wir zundchst ¢, ..., %, fest. Dann lautet unsere Bedingung, dafB
*
PT= Pi(,l)lm( - (Z12X12 el T (Z”Xu, ocquz, ey auXu, ey
—t1e Xz~ oee — 0 X, 011 X2, <o es 011 Xomi)

identisch verschwindet. Falls P* nicht identisch verschwindet, ist es homogen in

Xy, ooy Xpy vom Grad 7, —1, (h=1, ..., m), besitzt also héchstens
r—i,+1—2 tm—tm+1—2 . .
(1 e )( o )=f1(zl)...f,,,(z,,,)

nichtverschwindende Koeffizienten. Jeder Koeffizient ist nach Hilfssatz 9 eine Linear-
form in den ¢(...) mit ganzen Zahlen aus K, als Koeffizienten. Wir erhalten so
f1(%) ... fm(in) lineare homogene Gleichungen in den Koeffizienten c(jyy, ..., fm) von P,
und die Koeffizienten dieser Gleichungen sind ganze Elemente y aus K,, die |§|<
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(2°B,yn*-+*™ erfilllen. Da die ¢(...) ganz sein sollen, ist jede dieser linearen Gleichungen

dquivalent A; linearen homogenen Gleichungen mit ganzrationalen Koeffizienten k, die

Ik|<(2hBl)rl+...+rm (15)
erfiillen.
Indem man nun iiber alle m-tupel i, ...,%, mit > i,7;' < ("' —¢&)m summiert,

sieht man: Damit die Bedingung (ii) fiir LY erfiillt werde, sind von den ¢(...)

Ay 2 f (1) e fon(im) (16)

lineare homogene Gleichungen zu erfiillen, wobei die Summe (16) tber alle m-tupel
Ugs eoes by it 2 4,75 < (7' —€)m zu erstrecken ist. Nach (6), §3.1, ist die Summe in
(16) gleich M, also die Zahl der Gleichungen gleich

A1M1<A1(Tl+l—l) (r,,,+l—1

—etmi4 —e2mi4
-1 -1 )e AV e

wobei N die Zahl der Unbekannten des Gleichungssystems ist. Jeder Koeffizient k
dieser Gleichungen wird durch (15) abgeschitzt.

Um nun (ii) zu befriedigen, erhilt man insgesamt M Gleichungen, wobei
M<i{ANe “™* <IN

wegen (14). Die Betrdge der (ganzrationalen) Koeffizienten des Gleichungssystems sind

hochstens gleich
A= (2!’3)71+...+rm.

Indem wir nun etwa Lemma 3 aus [1], Chapter IV heranziehen, sehen wir, daB
es ganzrationale ¢(...) gibt, die alle M linearen homogenen Gleichungen erfiillen, die
nicht simtlich verschwinden, und deren Absolutbetréige hochstens gleich
-1 -1

(NA)M’(N'M><NA<(71+Z_1) (r,,,-l—l—l

)A <2l=(r1+...+rm)A — (41’B)r1+...+rm
sind.

Zusédtzlich zu (i) und (ii) kann also noch (iii) befriedigt werden.

3.5. Der Polynomsatz.

Sarz 8 (Polynomsatz). Gegeben seien 1 lineare Formen L®, ..., L® in X, ..., X; mit

ganzalgebraischen Koeffizienten und von Null verschiedener Determinante. Es sei ¢ >0 und
m > 4e %log (2IA), (17)

wobei A so definiert ist wie im Indexsatz. 1, ..., 7, seien natiirlich.
12 - 652933 Acta mathematica 114. Imprimé le 19 octobre 1965.
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Dann gibt es ein Polynom P(X,, ..., Xu; ...; Xm, ooy X)) 0 mit ganzrationalen
Koeffizienten, so daf

(i) P ist homogen in (Xu, ..., Xp) vom Grad r, (h=1,...,m).
(ii) IPl<D71+...+rm_

(1) Tst T=(t;, vstm; Jy -oer Im) Mit 2 Jur <em, und schreibt man
T) e ( . s . . y (1) Di 1), 1) i,
P()—Zdr)(lll, ooy U115 ooes U, "'91/ml)L1 1 "'Li)l”"’Lfn) ml "'Lsn) ml

(was ja auf genaw eine Weise moglich ist) (wie L{®, ..., LY mit L™ zusammenhingt

wurde am Ende von §3.2 erklirt), so ist d®(,, ..., tm) =0, aufer es gilt

m
Z 'ih,r;I - ml‘l
h=1

<2lme (j=1,...,1).

(iv) Fiir beliebige v ist weiter
D iy, ooy )| S Ereteotm,
Dabei hingen D, E nur von den Koeffizienten der Formen LY ab.

(Man darf z.B. D so wihlen wie im Indexsatz. Ist X;=>}_; 8,;L? (1 <i¢<l) und
|8y <G (1<i, j<I), so darf man E=2"DG setzen.)

Beweis. Wir werden sehen, dafl das im Indexsatz beziiglich L?, ..., L® konstruierte
Polynom P alles erfiillt. Fiir (i) und (ii) ist das klar. Da der Index von P beziiglich
(LPr,, ..., r,) mindestens (I"!—¢)m ist, ist der Index von P® beziiglich (L, 7y, ..., 7s)
mindestens (I'! —&)m — > jrpt = (071 —2e)m. Sind also iy, ..., 0, Indices, fiir die
APy, +oer tmy) =0 ist, so gilt jedenfalls

hgli,,,r;l—ml‘lz —2me (§=1,...,10). (18)

Da nun P® homogen in L, ..., LY vom Grad r,—j, ist (A=1,...,m), gilt

1
Snrit=1 I h=1,.,m),
2

1 m m
> ( ih,r,jl—ml‘l)= — > jurnt <0,
h=1

ji=1\h=1

woraus sich zusammen mit (18) weiter
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m
Dagtnt—mlT<2m(l—1)e (19)
h=1

ergibt. Aus (18) und (19) folgt (iii).
Da unsere Formen eine Determinante ungleich Null besitzen, gibt es f;;, so daB
X;=2i1pyL? (¢=1,...,1). Dann ist allgemein

i
Xn=2 Byl (1<i<l, 1<h<m). (20)
j=1

Wir wihlen G so groB, daB8 |By|<G (1<i,j<!). Man erhilt P™ in der in (iii)

gegebenen Gestalt, indem man in der Formel
PO=2 P (igy, cony ) Xt X1 Xima | Xt (21)

fiir jedes X,; gemaB (20) substituiert. Ein typisches Produkt in (21), nidmlich

XZ’;....XZ‘; mit ih1+...+’l:hl=rh—jh

i
j=1

R 1 \in
geht dabei iiber in (2 ﬂuL%)) (Zlﬁz;L(zf)) .
i=

5%

! ! n
Setzen wir Sh(th ceey th) = ('zlﬂljyh]) cee (-zlﬁlehj) 3
j= j=

so ist der Koeffizient von Y% ...Y% (¢, +...+¢;=7,—7,) in S, dem Betrage nach
n m \O1 7 g
hochstens gleich
W—y")! G~ v dn (e =k (lG)""
el ¢! ’

und daher ist 18,8, - S| <G+ +7m,

Hieraus folgt unter Beniitzung von Hilfssatz 8, und da (21) héchstens 2Pt trm>
Summanden hat,

ld(t)(,';u, ees @ml), < ,P(v)l (2l=—l ZG)T‘+"'+T"‘ < lPi (213G)rl+...+rm < (QPDG)T‘*""*""‘.

4. Linearformen M

4.1. In diesem Abschnitt wenden wir uns spezielleren Uberlegungen zu, die auf den
Beweis der Sitze 3 und 4 hinzielen. Dies steht im Gegensatz zu den Ergebnissen des

§ 3, welche natiirliche Verallgemeinerungen der zum Satz von Roth fiihrenden Argu-
mente sind.
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Wir nehmen nun an, mw,,...,w,_; seien {—1 linear unabhingige Vektoren im R,
{>1. (Spédter werden wir dafiir die Zeilenvektoren einer Matrix M aus (4}, § 1, nehmen.)
;, ..., 0;_; spannen im R,; einen Teilraum der Dimension I—1, also eine Hyperebene
H auf. Haben die Vektoren ganzrationale Koordinaten, etwa iv,=(w;,...,w;) mit
ganzen w;, so gibt es bis auf das Vorzeichen genau eine Linearform M =m X, +... +

m; X;%0 mit ganzrationalen, relativ primen Koeffizienten m,, ..., m;, so da}
M) =mwy+...+tmwy=0 (¢=1,...,1-1)
ist. Wir schreiben M=M{w, .., w_}
Offenbar liegt ¢ genau dann auf der Hyperebene, falls M(x) =0 ist. SchlieBlich setzen wir
(M>=Max (|m], ..., |m]).

4.2. Raster. Wieder seien v,,...,10;_; I —1 linear unabhingige Vektoren des R,
die eine Hyperebene H aufspannen. Sei r natiirlich. Wir schreiben dann g(r; tv,, ..., 1;_,)
fir die Menge aller Vektoren

m(tl, ...,tl~1):tlm1+ cen +tl—lml—17

wobei die Koeffizienten #; natiirlich sind und im Intervall 1<¢,<r+1 liegen. Wir
nennen g{r;i,, ..., 10,_;) ein Raster der Gréfle r auf H mit Basisvekloren 1v,,...,10;1.
Im folgenden fassen wir jede Funktion von I Variablen X,, ..., X; als eine Funk-

tion im R, auf.

Hivrssarz 10. Ses P(X,, ..., X)) eine Form in X, ..., X, vom Grad r. Sei g ein
Raster der Grofe r auf einer Hyperebene H des R, so daff P auf ¢ verschwindet. Dann
ist P auf H identisch gleich Null.

Beweis. Durch eine lineare Transformation kann man erreichen, dafl die Basis-
vektoren v,,...,10,.; des Rasters p von der Gestalt v, = (1,0, ...,0), iv,=(0,1,0,...,0),
cen, -3 =1(0,...,0,1,0) sind. Nach Voraussetzung ist nun

P(tl’ ...,tg_l,O)ZO (tiz 1, ...,'f‘*‘ 1 (i=1, ...,l_ 1)).

Halten wir nun ¢, ...,4_5 fest. Da P, ..., 42, X;_1,0) in X; ; héchstens Grad ¢ be-
sitzt, jedoch mindestens r+1 Nullstellen hat, ist P(t,, ..., # 3, X;_1,0) in X;_, identisch
gleich Null. Durch (I — 1}-fache Anwendung dieses Schlusses sieht man, dal P(X,...,X;_,0)

identisch verschwindet, daB also P auf H identisch verschwindet.
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Hivrssarz 11. Das Polynom P(X,,, ..., Xy o3 X1y ovor Xomt) € R sed homogen vom
Grad r, in Xy, ooy Xy (h=1, ...,m). Wir fassen (X4, ..., X)) 2u X, zusammen, schreiben
also kiirzer P(X,, ..., Xy) und fassen P als Funktion im m-fachen Produkt R;x B;x ... x R, auf.

Gegeben seien nun Hyperebenen H,,...,H, des R, und auf jeder Hyperebene H,
liege ein Raster g, der Gréfe r, (h=1,...,m). Der Teilraum T=H, x ... x H, des Ry,
bestehe aus allen (X,,...,X,) mit X,€H, (h=1,...,m), und " =g, X ... X oy bestehe
aus allen (X, ..., X,) mit X, €0, (h=1,...,m).

Verschwindet nun P auf ¢*, so verschwindet P auf T identisch.

Bewess. Dieser Hilfssatz folgt durch m-malige Anwendung des vorhergehenden.

Die Details des Beweises konnen dem Leser iiberlassen werden.

4.3. Der Index beziiglich Linearformen M.

SaTz 9. Gegeben seien vreelle Zahlen ¢, ...,c; mit ¢+ ... +¢,<0. Wir setzen c=
Max (|¢;|). Die Zahl £>0 sei so klein, daf

et e < —elP(4e+9). (1)

Die Zahl m und die 1 Linearformen L©, ..., L® mégen die Voraussitzungen des Poly-
nomsalzes erfiilllen, B sei die Konstante aus Teil (iv) dieses Satzes, und P ser das in
diesem Satz beschriebene Polynom in bezug auf vorgegebene Zahlen r, ..., 1.

Weiter seien reelle Zahlen QV, ...,Q™ gegeben, so daf

(a) QM 2>2"F (1<h<m),
(b) QP> (r,+1)1 (A<h<m),
(e) 7 log QP <rylog QP < (1 +e)r,log @Y (A <h<m).
SchliePlich seien fiir k=1, ...,m je 1—1 linear unabhingige Vektoren 1w, ..., w{"; im

R, mit ganzrationalen Koordinaten gegeben, so daf
(d) |LP ()| < @™ (1<i<l1<j<I—-1;1<h<m).

Ist nun My=M {0, ..., w0}, so hat P beziiglich (M, ..., My; 1y, ..., ;) mindestens
Index
me.

Beweis. Wir bezeichnen die durch w{®, ..., w{"; aufgespannte Hyperebene des R,
mit H,. X¥=(X,,..., X)) €H, genau dann, wenn M,(X)=0 ist. T sei der Teilraum aller
(3’:1, cesy xm) :v(Xll’ "':Xll; e Xml: "'aXml) mit thHh (h: 1, ...,m).



180 WOLFGANG M. SCHMIDT

Zahlen s,, ..., s, seien so gewihlt, daB 0L”/0X,+0 (i=1,...,m). Nach Hilfssatz 7
geniigt es zu zeigen, daB P® fir v= (S, ..., 8} Jps s Jm) UNA 27y jurst <em auf T

identisch verschwindet. Ist

— . ” (h)
Qh“@(rh, m(l )’ erey 1‘Dl—l 3

80 geniigt es daher infolge Hilfssatz 11, nachzuweisen, daf
P90, ...,0,)=0 fir p,€0, (h=1,...,m).
Nun ist P®(v,,...,,) gleich

S d®(.YLP ) ... LO (v ... LV () ... LY (0,)". (2)
Dabei ist nach (b) und (d)

[L?(0,)| QP (r+ 1) I<@PW@*®  (1<j<], 1<h<m),
also |ZP (0,) ... LO(0,,)m| < (@1 ... QUrimiyeite,
Weiter ist fiir die Indices iy, ..., iy, fir die d® (i}, ..., tm)*0 ist nach (iii) des Poly-

nomsatzes und nach (c)

m m
D i log @7 =1 log QP Y iyt =1 log @V —2le) m > 1 log @V (17! — 4le) m,
h=1 h=1

m m
> inlog @P < (L+e)r,log @V D ipyri <1, log QP (171 +2le) (1 +e)m
h=1 h=1

<7 log @V (17 +4le) m,

m
somit 2 inylog @ —r, log Q‘“l*lm, <4lmer;log Q¥ (1<j<).
h=1

Hieraus folgt

<edlmr, log QP (|c;| + e+ (41571

m .
(¢;+ ) 2 inlog QP —c,r, log @1 'm
r=1
<edlmr;log @V(c+2) (1<j<l).
Daher ist | LD (,)55 ... LO (0,,)mi| < QU=+ mei+elmtde+8)

also jeder Summand von (2) héchstens gleich
Entettm Q(l) rym(— ey + ...+ )+ el*(4c 1+ 8))
L Enttm Q(l)ﬂrlml’e L Pnt-im (Q(l)—r,g . Q(m)- rms)ll(1+8)

S(EQU-eys . (BQm-eitym
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infolge (iv) des Polynomsatzes, sowie infolge (1) und (¢). Da die Summe (2) weniger

als 2°¢i+--+m» SQummanden besitzt, folgt hieraus wegen (a)

m
[PP,, ..., 0.)| < TT @°EQ®*2)n < 1.
h=1

Da aber P®(y,,...,0,) ganzrational ist, muB P™(v,,...,0,)=0 sein, und alles ist be-
wiesen.

4.4. Der Linearformensatz. Im folgenden sind &, ..., &, ganzalgebraisch. Gegeben
seien I=n+1 Linearformen L™, ..., L% in X,,...,X; und [ reelle Zahlen c,, ..., ¢, mit

¢, ... +¢<0, die eine der folgenden beiden Bedingungen (I) und (II) erfiillen.
(I) Die Zahlen 1,¢,,...,&, sind linear unabhingig iiber @, und L, ..., L® sind
von der Gestalt

L™ =X,— & Xn11,

L(l)=Xn+1-

Weiter ist ¢, = —a,,...,¢,= —ay,¢,=1, wobei ;>0 (1=1,...,n) und a, +... +a,>1 ist.

(II) Die Zahlen &,,..., &, sind alle irrational, und es ist

L®=X,,

LP=¢ X, + ... +5X, - X, 1.
Weiter ist ¢,=by,...,¢,=by, ;= —1, wobei ;>0 (¢=1,...,n) und b, +...+b,<1 ist.

Sarz 10 (Linearformensatz). LY, ..., L% ¢, ..., ¢; seien von der Form (I) oder (II).
Es sei @>1 und es gebe n=1—1 linear unabhingige Vekforen 10, ..., ;- im R, mat
ganzrationalen Koordinaten, die

[LO(w)| <@ (1<i<l 1<j<i—1=n). (8)
erfiillen. Wir bilden M =M {w,,...,10,_1}. Dann ist
1@ <MY <y, @, 4)

wobei vy, ...,v, von @ unabhingige positive Konstante sind.
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Bemerkung. Fiir Q=2 gilt somit eine Abschitzung Q" <{(M)><@Q".

Beweis. Es sei etwa 10, = (wy, ..., wi,, wy) (¢=1,...,n). Wir bilden die Matrix

Wiy +.. Wi W,
Wnt ++- Wyy Wy

Nach Voraussetzung hat diese Matrix Rang n. Mit W; bezeichnen wir die nxn-Teil-
matrix, die aus W durch Weglassen der j-ten Spalte entsteht (=1, ...,%,1), mit |W,~|
den Betrag der Determinante von W, Ist M =m, X, +...+mX,, so ist m; ein Teiler
von |W;|, somit |m;|<|W,] (j=1,...,1). Wir betrachten nun die Fille (I) und (II)
getrennt.

(I). Wir zeigen hier y,Q%® <(M)> <y,Q", wobei a =Min (a,, ..., a,) >0, @ =Korper-
grad von Q(§,, ..., &) =K.

Wir setzen C'=Max (|&,],...,|£.]). Aus (3) folgt nun |wy|<Q (¢=1,...,n), sowie

|wyl <Clwy| +Q¥<CQ+1<(C+1)Q (i=1,...,m5=1,...,%).
Jedes Matrixelement von W hat also einen Absolutbetrag, der kleiner oder gleich
(C+1)Q ist, und hieraus folgt |W,|<n!(C+1)"Q", |W,|<y,Q", also (M) <y,Q".

Zum Beweis der unteren Schranke beniitzen wir bloB, da8 es ein ¢ gibt, so daB
M(w,;) =0 ist. Wir beniitzen o.B.d.A. die Tatsache, daBB M(tp,)=0 ist, also

MWy T oo+ My Wi, +mywy; =0 )

gilt. Dabei ist wy;+0, denn aus wy; =0 folgte nach (3) w,; =0 fiir jedes j, daher i, =0.

Unter neuerlicher Beniitzung von (3) schlieBen wir aus (5), daB
[m &+ . ma &t mg) wy| <|my| Q" + ..+ |my | @ <nd{M>Q™°.
Bildet man y=m & + ... + m, &, +my, so gilt also
|| <nlM>Q°.

Sind 7,=7, 7, ...,n¢ die Konjugierten von % in K, so gilt || <y,<{M)>, wobei y,
nur von den Zahlen &,,..., &, abhingt. Ist N die Normfunktion von K iiber @, so ist
daher

1| N(p)| < (e <D)° (M Q7% = MO Q% .

Dabei gilt 1<|N()| deshalb, weil 1, £, ...,&, l.u. iiber Q sind, und daher #=+0 ist,
und weil weiter 7 ganzalgebraisch ist. Aus der letzten Ungleichung folgt sofort
My =y, Q4.
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(IT). Wir zeigen nun p, Q™A <(M> <y,Q™, wobei .
b=Max (b, ...,b,), A=Max(A,,..., A,)

und A; der Grad von §&; iiber Q ist.

Wieder sei C'=Max (|§]). Aus (3) folgt jetzt |wy|<@¥ (1<i<n, 1<j<n), somit
Jwa| <|&1QM + ... +]&,] @+ @1 <nCQ’ + 1. Jedes Matrixelement von W ist dem Betrag
nach kleiner oder gleich (nC' + 1) @°. Daher ist |W;|<a!(nC+1)"@"=y,Q™ (j=1,...,1),
folglich (M) <y,Q™.

Um die untere Schranke nachzuweisen, zeigen wir zuerst, daB8 W, nichtsingulér ist,
daB also |W;[>1 gilt, falls n! Q"+ *-1<1, also falls @>@Q, ist. Angenommen, W,
hitte Rang n—1 trotz Q> Q,. O0.B.d.A. diirfen wir annehmen, die aus den ersten

n—1 Zeilen und Spalten von W, gebildete Teilmatrix sei nicht singulir. Wir bilden
die Matrix

und setzen u; (1 <4< n) fiir die mit (—~ 1)’ multiplizierte Determinante der (n — 1) x (n — 1)

Teilmatrix von U, die durch Weglassen der ¢-ten Zeile entsteht. Dann ist u, =0,
|| < (n = 1)1 QU+ o1 (g — 1)1 Q0rt-+0n (=1, ..., 7).
Es Dbestehen die Gleichungen
Uwy+ . Fuw,; =0 (G=1,...,n). (6)
Wegen (3) folgt hieraus
luswy + oo F g wa| S (| + oo ) Q<R QU<

Somit wire (6) auch fir j=1 erfiillt, im Widerspruch zur Tatsache, da W Rang n
besitzt.
Es gelten die Gleichungen

MyWip + .o T MWy, Twy =0 (=1, ..., 0).
Unter Zuhilfenahme von (3) erhiilt man hieraus
[mywi+ o mgwi g (Ewi ...+ Eyw) | < my| Q<MD Q7Y
[win (my + Eymg) + .. i (mg + Egmy) | <MD Q™Y (=1, ..., n). ("N

Da W, nichtsinguldr ist, muBl m;+0 sein.
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Nun sei 0.B.d.A. b=b,. Dann ist b, +...+b,_;<1—1/n. Durch Auflssung des
Ungleichungssystems (7) nach der Cramerschen Regel findet man

[ W] |mn+ Enmy| S Q71 (Juy | + ..+ |ua)).
Es ist |u| <(n—1)! @+ +0»-1<(n—1)! Q'"V", Hieraus folgt fiir n=my,+ & my, Q> Q,
|p|<n!<M> QY™

Sind 5, =7,7,, ...,7,, die Konjugierten von 7 in K,=Q(&,), so gilt |n;| <y, <M. Ist
N die Norm von K, iber @, so ist

L<|N@)| < (po KM 10V (M QY Sy MM QY7

und daher schlieBlich (M) >y, QA

5. Eine Variante des Rothschen Lemmas

5.1. Der Rothsche Index. P(X,, ..., X,) sei ein Polynom, 0= (0,, ..., 0p) €in Punkt
im R,,7,...,r, seien natiirliche Zahlen. »

Roth definiert den Index von P in ¢ beziiglich (r,...,7,) wie folgt: Ist P%0, so
ist der Index die kleinste Zahl ¢, so daBl es nichtnegative ganze i, ..., i, gibt, so daB

o iinrat=c, und daB
ai,+...+i,,.

oXi. oxmt

im Punkt ¢ nicht verschwindet. Ist P=0, so ist der Index + co. Wir werden diesen

Index Rothschen Index nennen.

" Hivrssatz 12 (Rothsches Lemma). Sei 0<e<1/12, m natiirlich,

©=cw(m,e)=24-2"" (/122" 1, 1)
Seien ry, ...,y natirliche Zahlen, so daf
wrh>rh+1 (l <h<m) (2)

Sei 0<C<1, und seien ¢,+0,p, Paare relativ primer ganzrationaler Zahlen, so daf

lgn* =g "¢ A<h<m), (3)
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lga]®¢ = 28" (A<h<m). (4)

Sei P(X,,...,X,)E=0 ein Polynom mit ganzrationalen Koeffizienten, das in X, hochstens
Grad 1y, besitzt (1<h<m), und so daf

|P|<]g, |, )

wobes |P| den maximalen Absolutbetrag der Koeffizienten von P bedeutet.
Dann hat P hichstens Rothschen Index & in (p,/qy, --., Pm/qn) beziiglich (r,, ..., ry).

Beweis. Hilfssatz 12 ist fast genau das Rothsche Lemma, wie es etwa in Cas-
sels [1] (Chapter VI, Th. 4) wiedergegeben ist. Wir haben nur einerseits die Bedingung
gr,>0 durch ¢, 0 ersetzt, und daher an einigen Stellen g, durch Iq,,| ersetzen miissen.
Offenbar bereitet diese Verallgemeinerung keine Schwierigkeit, da man ja, falls ¢, <0
ist, gy, pp durch —g,, —p, ersetzen kann. Andererseits beweist Roth (und Cassels in
[1]) das Lemma nur fir C=1. Man muB8 daher im Beweis folgende Anderungen vor-
nehmen:

Fir m=1 wird (3) nicht gebraucht, und die Voraussetzungen (4), (5) sind fiir
0 <1 stirker als fiir C=1. Also ist unsere Behauptung fiir m =1 richtig.

Im Induktionsschritt nach m ist folgendes zu beachten. An Stelle von
ISi,mim—Li—ll L YNt tmm |qllwn

(siehe Cassels [1], Seite 115) tritt nun

|Sil ...im—l,f—ll L YNt tm Iqllwn C,
dann weiter
”/—Vl < (23m IQIIwC)nn < |q1|2 wr, Ch

infolge (4). An die Stelle der Formel (21) in [1], Chapter VI, tritt
|a] <lg, =", o] < g, [ ©".

Genau so wie in Cassels [1] schlieBt man nun, daB der Index von v»(X,, ..., X,,_1)
als Funktion von X,,..., X, in (p;/q;, ..., Pn/qn) beziiglich (r, ..., r,) héchstens gleich
he*/12 ist. ([1], Seite 116, Zeilen 5-12).

Aus |a] <[g,[**"°" folgt |@|<|gn[>**"*. Man kann nun den Satz mit 1 an Stelle
von m, hr, an Stelle von 71,82/ 12 an Stelle von ¢ und C=1 auf «(X,) anwenden.
Der Index von u(Xy) in (p,/q, ..., Pm/qn) beziiglich (r,, ...,r,) ist daher héchstens he?/12
([1], Seite 116, Zeilen 13-17).

Alles weitere geht wie in [1].
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5.2. Ein Hilfssatz.

Hivrssarz 13. Seien m,, ..., m; relativ prim, m,+0. Dann gibt es ein j,2 <j<lI,
so daf
(my, m;) =P g. g. T. (m,, m;) <|m, |¢-D/D,
Beweis. Setze d;=(m;,m)) (2<j<!). Da d,, ...,d; relativ prim sind, kann ein

Primfaktor p hochstens in [—2 der d, vorkommen. Da weiter d;|m, (d.h. ,.d; teilt
m’) (2<§<1), ist (dydy...d)|mi "2, somit dyd,...d,<|m,|'"%. Hieraus folgt die

Behauptung.
5.3. Die Variante.
SaTz 11 (Rothsches Linearformenlemma). Sei wieder 0<e<<1/12, m natiirlich,
w=24-2""(g/12)2" ", (6)
Tys -oes T Seten natiirlich, und es gelte
wry=ryy (L<h<m). (7

Es set l=n+122, und Mpy=mp; Xp1+ ...+ my Xpy (1 <h <m) seien Linearformen

mit ganzrationalen, relativ primen Koeffizienten. Es sei 0<T <n und es gelte
Myy™ > (MpnT (L<h<m), (8)
(MD*T=222™ (1<h<m). : 9

Schlieflickh sei P(X,,, ..., Xy ... ; X1, ooy Xmi) ein nicht identisch verschwindendes
Polynom mit ganzrationalen Koeffizienten, das in den Variablen X,,, ..., X5, eine Form
vom Grad ry, ist (1<h<m), so daf

|P[" <M =T (10)
erfiillt sev. Dann ist der Index wvon P beziiglich (M, ..., M1y, ..., ) hochstens gleich &.

Beweis. Man darf o.B.d.A. annehmen, es sei (M,>=|mn | (=1,...,m). Nach

Hilfssatz 13 darf man weiter annehmen, es gelte
(Mg, Mpg) S M2 D= (MBI (B=1, ..., m). (11)

Angenommen, P habe beziiglich (M, ..., M,;r,...,7;) einen Index gréBer als .

Dann liegt P im Ideal I.(e), das durch alle Polynome

My ... M
mit 3 i,7;' > ¢ erzeugt wird.
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Wir wollen nun eine Form P°(X,,, X,,;...; X1, Xme) in 2m Variablen konstru-
ieren. Ist [=2, so setzen wir P°=P. Ansonst miissen wir erst die z=m(l —2) Vari-
ablen X.,, ..., Xy ..; X s, ooy Xy los werden!

Man kann P als Polynom in M, X, ..., Xy ...; My Xy oo, X ausdriicken.
Falls X% das Polynom P teilt, aber X% nicht mehr P teilt, setzen wir P= X;* P.
Dann liegt P wieder in I,(¢). Weiter bilden wir

P(l)z}—)(Xulez; 0; X14s vy Xll; ---;Xmla Xm2y ey Xml)

Dann ist P® ein nicht identisch verschwindendes Polynom in Im —1 Variablen mit
ganzrationalen Koeffizienten, und zwar ist P eine Form in X,,, X,,, X,,, ..., Xy vom
Grad rl—a<rl und eine Form in X,,, ..., X;; vom Grad r, (2<h<m). Weiter ist
[PP|<[P|. SchlieBlich liegt P im Ring der Polynome in

Xll’ D.CPND. CYRITIND. CTHIITD. SR HINPND. ¢
im Ideal IP(e), das durch die Polynome
Ml (Xlls X121 07 X145 ey Xll)i1 s Mm (Xmly veey Xml)§m

mit >3-4, 751> ¢ erzeugt wird.

Indem man dieses Verfahren z mal durchfiihrt, erhdlt man schlieflich ein Polynom
P?=P*X,,, X5 ..-s Xm1, Xmg), das nicht identisch verschwindet, ganzrationale Koef-
fizienten besitzt, in Xj;, Xss eine Form von einem Grad <r, ist (1<A<m), |P°|<|P]|

leistet, und das im Ideal I%(e) liegt, das von den Polynomen
(Mg Xyy + 14 X)) oos (My Xt + Mg X o)™

mit > 4,7,'>¢ erzeugt wird.

Nun definieren wir ein Polynom P(Xl, .oy Xp) in m Variablen durch
PX, ... Xn)=P"(X;,1;...; X, 1).
P besitzt ganze Koeffizienten und hat in X, einem Grad <r, (1<h<m). Man findet
pxo, |B|<|P|.
P liegt im Ideal I.(e), das von den Polynomen
(X, Fmyg/m) oo (X + M/ My )™ (12)

mit > 4,7, >¢ erzeugt wird.
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Wir setzen

Gn =M1 (Mp1, M) ™%, Pn= — Mg (Mn1, Mpg) > (1 Sh<m).
Die Polynome (12) kénnen jetzt auch in der Gestalt

(Xl _3"’1/%)1l ver (X _Pm/Qm)im
geschrieben werden. Fiir 4, ...,J, mit D .73 <e¢ ist daher

a],+...+]"‘
oXh...0X

in (p,/¢y > Pm/qn) gleich Null. Das bedeutet aber doch, daB P in (p,/q,, .-, Pn/qm)
beziiglich (r,,...,r,) einen Rothschen Index gréBer als & besitzt.

Dies wird einen Widerspruch ergeben, sobald wir gezeigt haben, daB P, qn, Pr. die
Voraussetzungen vom Hilfssatz 12 (Rothsches Lemma) mit C'=1T/n erfiillen. Offenbar
ist ¢,+0 und sind py, g, relativ prim (1<h<m). Es ist infolge (11)

(M'" <|gal <My (=1, ..., m),
also gilt

lthm > <Mh>1h/n > <M1>'1T/" > Iql |r,T/n — |q1 Irlc,

also (3). Weiter ist {4) erfiillt, denn

|gn]®C =|qn|®"'™ = | M, |*T'" = 2% (h=1,...,m).
SchlieBlich ist
lpl < lP‘ < ‘Mllwr,T/n* — |Mx ltorlC/n < |?1 imrlc,

und (5) wird erfiillt.

6. Beweis der Siitze 3 und 4
6.1. Neuformulierung.

Sarz 12. Seien &, ..., &, algebraisch, §>0. LV, L®, ..., L®, wobei l=n+1, seien
Linearformen in X, ..., X,, von der Gestalt (I) oder (II) aus § 4.4.
Wir betrachten die Menge M der positiven reellen Zahlen Q, so daf es reelle Zahlen

Cyy oves € Mat
Gt tags —d (1)

gibt, so daf im Fall (I)¢;= —a,<0,...,¢,= —a,<0,¢,=1, ¢m Fall (II) ¢,=b,20, ...
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Ca=b,20,¢,=—1 ist(t) sowie n=1—1 linear unabhingige Vektoren ., ..., im R,
mat ganzrationalen Koordinaten gibt, so daf

| |20 )| <@+ <i<l1<j<n) ®
»8t.

Dann hat M Eigenschaft F.
FoLoeERUNG. Die Sitze 3 und 4 gelten.

Tatsdchlich ist Satz 3 genau Fall {I) des obigen Satzes, Satz 4 Fall (II). Um dies
einzusehen, braucht man bloB den Vektor ; in der Form

;= (D1s -+ +s Pin, Pnt)
zu schreiben.

Es ist also jetzt Satz 12 zu beweisen.

6.2. Erste Zuriickfihrung. Es geniigt, Satz 12 fiir den speziellen Fall zu beweisen,
in welchem c,, ..., ¢, feste Konstante sind, die von @ unabhdingig sind.

Um dies einzusehen, betrachtet man die Fille (I) und (II) separat.

(I) Ist Q €M, so gibt es (@), ..., c;()) mit den angegebenen Eigenschaften, und
zwar ist fiir den Fall (I) ¢, (@)= —a,(@), ..., c» (@) = —a (@), ¢;(@) =1, wobei a,(¢)=0
(7=1,...,m), und wobei a,(@)+... +a,(@)=1+6.

Man darf annehmen, 0<a;(¢)<1+24. Ist ndmlich ein ¢,(@)>1+24, so kann
man dieses a,(¢)) durch 1+ ersetzen, und alle Voraussetzungen bleiben erhalten.

Wir wihlen z und Zahlen 0=oa(0)<e(l)<...<a(z)=1+20 so, dall
a(f)—a(t—1)<8/2n (=1,...,2),
und wir bezeichnen das halboffene Intervall [a(¢—1), a(2)) mit I{(z) (1<i<z). Ist

0=(8),...,8,), 1<s;<2,8 ganz,

so sei MM’ die Teilmenge von M, die aus allen Q €M besteht, so daB a;(Q) € I(s)
(1<j<n). Ist QEM°, so gilt a;(Q)>a(s;— 1), folglich

a @+ ... ta (@)= als; — 1)+ ... tad.—1)Za (@) + ... ta, (@) —nd/2n>1+6/2.

Die Zahlen @ € M’ erfilllen daher die Voraussetzungen des Satzes fiir feste Konstante

¢, = —afs;—1),...,¢,= —a(s,— 1) und 6/2 an Stelle von 6.

(!) Da nun auch a;=0 oder b; =0 zugelassen ist, sind A yeaes L zusammen mit Cys vy €] Nicht
notwendigerweise von der Gestalt (I) oder (II) aus § 4.4.
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Ist also der Satz fir feste Konstante c,, ..., ¢,, ¢; bewiesen, so hat e Eigenschaft F.
Da aber M Vereinigungsmenge von endlich vielen Teilmengen M° ist, hat auch M
selbst Eigenschaft F.

(I1) wird shnlich gezeigt.

6.3. Zweite Zuriickfiihrung. Man darf weiter annekmen, ¢;0 (j=1,...,1). (Dies
bedeutet im Fall (I), —¢,=a,>0, ..., —¢,=a,>0, ¢,=1, und im Fall (I) ¢,=5,>0, ...,
¢,=b,>0, ¢,=—1. Nun sind L?, ..., L? zusammen mit ¢, ...,¢; von der Gestalt (I)
oder (II) aus § 4.4.) Wir betrachten die Fille (I), (II) getrennt.

(I) Wir zeigen hier diese Zuriickfilhrung durch Induktion nach n. Ist =1, so
ist @,>1+4, also von vornherein @,>0. Im allgemeinen sei etwa a,=0. Dann ist
a,+...+ta,_;21+4, und man kann den Satz mit n —1 an Stelle von » anwenden:
Man entfernt in der Matrix (4), § 1, die n-te Spalte sowie eine Zeile (welche Zeile

wird von @ abhingen), so daB eine (rn— 1) x n-Matrix vom Rang n—1 {iibrig bleibt.

(II) ist noch einfacher. Man braucht blo8 b, durch b;=5b;+8/2n zu ersetzen.
Dann ist ;>0 (j=1,...,n), und alle Voraussetzungen des Satzes mit b;,...,b, an
Stelle von b,,...,b, und 6/2 an Stelle von ¢ sind erfiillt.

6.4. Dritte Zuriickfiihrung. Man darf annehmen, &, ..., &, seien ganzalgebraisch.
Dies sieht man so ein: Im allgemeinen Fall gibt es ein natiirliches ¢, so da ¢&,,...,¢5,

ganzalgebraisch sind.

(I) Wir wihlen eine Zahl 7, so daB 0<#n< Min (a,, ..., @, 6/2n). Man darf sich
auf @ €M mit Q">q beschrinken. Aus (2) folgt nun

|Z’jz(§i q) — (P4 9)| <Q_a‘q<Q_(a‘v") (1<isn, 1<j<n).

Die Voraussetzungen des Satzes werden nun durch g&,, ..., ¢&, an Stelle von &,, ..., &,,
gps an Stelle von p; (1<i,j<n), a;—7 an Stelle von a; (1<i<n), sowie §/2 an
Stelle von ¢ erfiillt. Ist also der Satz fiir ganzalgebraische &, ..., &, bereits gezeigt,
so folgt, daB M auch in unserem Fall Eigenschaft F besitzt.

(IT) Jedem @ € M ordnen wir die Zahl 22=Qq‘1 zu. Die Menge der so erhaltenen
Zahlen @ sei M. Fir grofes @ ist ¢< Q. Aus (2) oder, was dasselbe ist, (8) und
(9) aus § 1, folgt nun

2] < Q% = (qQ) < g < QUM (1<4,j<n),



UBER SIMULTANE APPROXIMATION ALGEBRAISCHER ZAHLEN DURCH RATIONALE 191

sowie [P @€)F e+ Din(gE) — (q0)| <g@'=Q (1<i<n).

Die Voraussetzungen des Satzes werden also durch ¢&,,...,¢qé&, an Stelle von &,,...,&,,
gpy an Stelle von py;, b;,+3/2n an Stelle von b, §/2 an Stelle von 4, und Qe'ﬂl an
Stelle von @ € M erfiillt.

Ist der Satz also firr ganzalgebraische Zahlen gezeigt, so hat m Eigenschaft 7,
nach Hilfssatz 3 also auch M.

6.5. Aufmarsch der Hilfsmittel. Wir wenden uns nun dem Beweis des Satzes zu.
¢y, ..., ¢ seien Konstante, die den Voraussetzungen des Satzes geniigen. Wir setzen

c=Max (|¢;|, ..., |e:])>0. Wir wihlen £>0 so klein, daB
Pdc+9)<d (3)

ist. Wenn wir, was offenbar erlaubt ist, 0<d <1 / 12 annehmen, ist auch 0 <¢g<1/12.

Als niichstes wihlen wir m natiirlich, und so groB, daB
m>4g% log (21A), 4)

wobei A=[Q(&,, ..., &,): Q] im Fall (I), A=Max ([Q(&,): Q]) im Fall (II).
Wir werden nun zeigen: M hkat nicht Eigenschaft LG,. Daraus folgt offenbar

Satz 12.
Im folgenden nehmen wir indirekt an, M habe Eigenschaft LG,. Dann gibt es

ein k, so da L, M Eigenschaft G, besitzt.
" Wir bilden
w=24-2""(s/12)2" 1, (5)
Infolge <1 und m>1 ist O0<w<l1, o' >1.
Nach Annahme besitzt L, Eigenschaft G,. Wir setzen C,=2w '>1. Es gibt
nun ein C,, so daB es QP <@®<... < Q™ mit beliebig groBem Q@ aus M gibt, so daBl

20 L(@P) S L@ V) <O L(Q™)  (h=1,...,m—1) (6)
gilt. (1)
Wir wiahlen @, so groB, daB fir > @, folgende Ungleichungen gelten:
(a) Q=4Pe™3, Q=27

wobei £ die Konstante aus (iv) des Polynomsatzes bedeutet. (Die Voraussetzungen
dieses Satzes werden durch LY, ..., L® erfiillt.)

(1) Eine Verwechslung der iterierten Logarithmen Ly mit Linearform ® yeeey L ist hier wohl
kaum zu befiirchten.

13 - 652933 Acta mathematica 114, Imprimé le 19 octobre 1965.
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(b) Qrie >28mmre . Qrie > DY,

wobei y;, y¢ Konstanten aus der Bémerkung nach dem Linearformensatz sind, wahrend
D die Konstante aus (ii) des Polynomsatzes ist.

(¢) O L (Q) < L1 (@)
(d) LIL@Q) 20 )<20 L1 (@) (£=0,1,...,k—1).
Aus (a) folgt
L@ 207 ) S Ly 1 (LQ) 207 ) S Li-2(Ly (@) - 207 < ... S 2007  Li(Q). (7)

Nun wihlen wir @™, ..., Q"™ aus M so, daB (6) gilt und auBerdem

QV>Q, (h=1,...,m) 8)
ist.
Aus (6) und (7) folgt
L 1 (L@™) 207" <207 Ly (Q™) < Le (@),
somit 20 L@P) S QY)Y (h=1,...,m—1). 9)
Aus (6) und (c) folgt
L (@™)< CF 7 L (QV) < L1 (@V),
also L(Q™) < @We, (10)

Aus (a) folgt wegen e<1/12 sofort @>¢? log @>2, und infolge (8) ist daher

log @™ —log @™ /log Q¥ =2(1—-3)=1,
und wir kénnen eine ganze Zahl r;, so wihlen, dal

e llog Q™=r,>e " log Q" /log QV>0 (11)
ist. Weiter setzen wir fiir A=2,...,m

r=[r; log @V /log Q™]+1. (12)
Dann ist

7, log Q¥ <r, log QW <r, log Q¥ +log QP < (1+¢)r, log @V. (13)
Aus (9) und (13) folgt
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w1y log Q7= (1+e) Torye log QP> (1+6)  wryi 1 (2w™?) log @,
0ry=>2(1+8) 1y =i,
ory=rea (h=1,...,m—1). (14)

Infolge (a), (10) und (11) ist
71< el log Q(m) < 8‘1 Q(l)e/2 < Q(l)e/(2 l)
Da QP <...<@Q™, und da nach (14) r,>...>r,, gilt allgemein
(ra+ 1) IS Q™ (h=1, ..., m). (15)

6.6. Ende des Beweises. Den Beweis von Satz 12 filhren wir nun wie folgt
zu Ende.

Unsere Linearformen L%, ..., L®, &, m sowie ry, ...,r, erfilllen die Voraussetzungen
des Polynomsatzes. P(X,,,..., X,;) sei das im Polynomsatz beschriebene Polynom.

Aber auch die Voraussetzungen von Satz 9 sind erfiillt. Die erste in diesem Satz
vorausgesetzte Ungleichung folgt aus (1), (3). Die Bedingungen (a), (b), {¢) von Satz
9 folgen aus unseren Formeln (a), (15), (13). Weiter gibt es fir h=1,...,m je n=10—1
l.u. Vektoren w{", ..., ", welche die Bedingungen von Satz 9 erfiillen. M, ..., M™
seien die in diesem Satz konstruierten Linearformen. Nach diesem Satz schlieflen wir
also.

P hat mindestens Index me beziiglich (M, ..., Mu; 7y, ..., Tn).

Nach dem Linearformensatz ist

QUMY <Q™r (h=1,...,m). (16)
Also ist (M= QUrars > QUInve > (Y Snasivs, |
und setzt man T= &,
Ve
so folgt M= (MH"T (h=1,...,m). 17)
Weiter ist (M HPT = QPwTys » g3mnt (18)

nach (b), (8) und (16). Nach dem Polynomsatz ist

|PI <Dr.+...+rm <Dmn,
daher nach (b) und (16)
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Iplm < Dmnf ng Q(l)wnyg/ye < <M1>wr,y5/y5 — <M1>mTr1’
also | P|™ < (Mo (19)
&, m,w,r ..., 1, erfillen nach unserer Wahl von ¢ und w und nach (14) die Vor-
aussetzungen des Rothschen Linearformenlemmas. Ebenso erfiillen 7', die Linearformen
M,,...,M,, sowie das Polynom P(X,,,..., X,;) die Voraussetzungen. Die Bedingungen
(8), (9), (10) des Rothschen Lemmas sind unsere Formeln .(17), (18), (19). Also sind

simtliche Voraussetzungen erfiillt, und wir sehen:
P hat beziiglich (M, ..., My 7y, ..., ) hichstens Index e.

Dies steht im Widerspruch zur oben gegebenen Abschitzung des Index nach
unten, da infolge (4) m>1 ist. Die in § 6.5 gemachte Annahme, daB M Eigenschaft
LG, besitzt, wurde so ad absurdum gefiihrt, und M hat Eigenschaft F.

7. Ubertragungssiitze

7.1. Erster kleiner Ubertragungssatz.

Hivrssatz 14 (1. kleiner Ubertragungssatz). Sei £>0, 6,>0, 6,>0, 6,+0,<1.
Dann gibt es Zahlen 6>0, 1,>0, 7,>0 mit §<1,

2_ —_
ST 7%, 1)

T, T T, > o+ 0y

und folgenden Eigenschaflen:
Seien &, &, reell, ¢> 1, (p;, pg. 1) +(0, 0, 0) mit ganzrationalen p, (j=1,2,1). Es gelte

Ipd<q™ |pl<q™ |p&i+pbe—mi|=q" (2)
Entweder (A) gibt es dann ganzrationale (vy,v,, v;)=+(0,0,0) mit
lo & — 0| <(@Q/2) ™, |ué—2,|<(@/2)™ |ul|<@, 3)

wobei Q=2 ¢t o,

Oder (B) es gibt eine gamzrationale Matriz

v, U 'v,)
v, vy v
vom Rang 2, so daf
lon&y— 0 S(@/2)7% v by =0 < (@727, |u|<€@,
o/ & = o1 <(@/2) %, o &—va|<(@/2)™, |u|<@Q,
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wobei a,>0,0,>0,a, +a,—1>3§>0 und
Ql =9 ql—d .
Beweis. Wir wihlen 6>0 so klein, daBl §<1—o¢,, d<1—0,, und

2-0,—0,—20_2-0,-0,
g, +0,+6 o, o,

(5)

1-g,=8 10—

Weiter setzen wir T =y, Tg= .
Voo, Fo,+8 P g,to,td

Offenbar gilt nun (1).
Nun sei (2) erfullt. Wir bilden f,=p,97%, fo=2,¢7%, fi=(p,&+0:&—p)¢-
Dann ist |f,|<1, |f,|<1, aber |f;|=1.

Wir bilden folgende drei Linearformen in den Variablen v,,v,, v

1= ~Wé&—v)a” g=— &))" gi=vig

Weiter bilden wir die Linearform

dvy, v, ) =fr s H oo T higi=p, 01+ Pyv — D11

Die Linearform ¢ besitzt ganzrationale Koeffizienten. Ist also |¢(v,, vy, ;)| <1 wobei

v;, vy, ; ganzrational sind, so folgt ¢(...)=0,

Igl|<|f1 ”gl|+|f2” 92|<2 Max (Igll’ Igzl)-

Die Determinante der 3 Linearformen g,,g, ¢; ist +¢>"%", die Determinante von
91, G, b ist ebenfalls + g7+ 1,
R, sei der Korper im R,, der durch die Ungleichunge

ll<q™, lgal<a™, |d]<1

gegeben ist. &, hat Volumen 2%¢* %~%"%" y sei die gréBte Zahl, so daB &, Gitter-
punkte (d.h. Punkte = (v;,v,,v;) mit ganzrationalen Koordinaten v;) # 0 besitzt. Nach

dem Minkowskischen Linearformensatz ist
2v,>1—0;,—0,>0. (6)

Sei b= (v;,,,9;)%(0,0,0) Gitterpunkte in &,. Dann ist dort entweder |g,|=¢7"
oder |g,|=¢™". Ist 0.B.d.A. |g,|>]g,], s0 gilt

Yo

lal=a7" lgal<qg™, |g|<2¢7™, (7)
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also [ &, — vy | <@g o™, |0 &—v,|<g ™™, |o]<2 .

Wir unterscheiden nun zwei Fille (A) und (B).

(A) vp,21—0,—0,—0. Nun ist

(8)

1-9,<0,+0,+6, 0,tv,=1—0,—d=1,(0,+ 0, +8), 0T v,=1—0,~8="1,(0, +0,7+9).
0 1 2 1 [1} 2 1\V1 2 2 0 2\’

Setzen wir @ =2¢"***° g0 folgt aus (8) gerade (3).
(B) vy,<l-0,—0,—08. Wir betrachten den Korper &', der durch

|g1| <q™, Igzl < qa,+a,—1+v..’ l¢| <1

definiert ist. &’ hat Volumen 2%, und enthilt daher nach Minkowski einen primitiven
Gitterpunkt b’ = (v, v3,v;). (Ein Gitterpunkt v==0 heiBt primitiv, falls seine Koor-
dinaten relativ prim sind.) Da offenbar der oben konstruierte Gitterpunkt b ebenfalls

primitiv und von + b’ verschieden ist, sind b, v’ linear unabhingig. Wir schreiben

gizgi(vly ’Uzy 'U[), gil=gi(vi’v;) v{) (i=1’27 l)-
AuBer (7) gilt nun

lgrl<g™, |ga|<gnto ', |gi|<2gmo
Aus (7) folgt wieder (8), und aus (9) folgt
A S TR RV S M PR
Wegen (6) sind die Schranken (8) schirfer als (10), also gilt noch

|vl El _ vll < q-a.—v., |vl 52 — 02' < qo,—l+v¢’ l”t' <9 qm+6,+v..

(10)

(1)

Setzen wir @ =2¢'"% a,=(0, 1) (1—0)"'>0, ay=(1—0,—,) (1 —8)7", so gilt

unter Beniitzung der Voraussetzung (B): a,> (¢,+ ) (1 —§8)"'>0, sowie
08,0, | <(@/2)™", |wéy—0|<(@/2)™, |u|<€,
loi & —ol|<(@/2)7%, v/ &—wa<@/2), |u]<Q,
also (4), Dabei ist a,+a,—1=6(1—6)"'>4.
7.2. Zweiter kleiner Ubertragungssatz.

HiLrssatz 15 (2. kleiner Ubertragungssatz). Sei
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e>0,0s;<1,0<,<1, 7, +7,2=1.
Dann gibt es Zahlen 6>0, 6,>0, 0,>0 mit d<1,

2—11—12+8

0,6, <
T, T 7T,

und folgenden Eigenschaften:
Seien &, &, reell, > 1, (p,, Py, P1)F (0, 0, 0) mit ganzrationalen p;. Es gelte

[péi—ml<a™ Im&—pol<a™ |pl=¢
Entweder (A) gibt es dann ganzrationale (v,,v,,v)=*(0,0,0) mit
ol <@Q%, oo <E@Q™ v, & +o8—ul<@,
wobet Q=1qt7 0.

Oder (B), gibt es eine ganzrationale Matriz
(”1 v,
v vz v,

[0, <Y, v <(2Q), v & +v,E—v|<Q 7,
o] <@@), |os|<(2Q), |vi& +vi&—v|<Q Y,

vom Rang 2, so daf}

wobei b, >0, 0,20, b, +b,=(1+8)"'<1 und
Q=1q".

Beweis. Wir wihlen 6 im Intervall 0<d<1 so klein, daf

2—11—12+26<2—11—12+€'
T, T,—0 T+ T,
1=z, +0 _l-n+4d

Weiter sei G, = 0,=———,
Vogtr,—48 % 1 tT,—6

Dann gilt (12).

197

12)

(13)

(14)

(15)

(16)

Wir setzen f,= —(p&—p) ¢ f,= — (21&,—D,) ¢ fi=pq"'. Damn ist |f,[<1,

ol <1, 4] =1
Wir bilden folgende drei Linearformen in Variablen v, v,, v

G1=v19 " §a=09 ", =& tv&—v)q.
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Weiter bilden wir (v, vy, v))=/f, ¢, + fo9,+ f19:=D, v, + P, v,— pyv. Die Linearform ¢
besitzt ganzrationale Koeffizienten. Die Determinante von g;,g, ¢ ist +¢* ™ ™.

&, sei der durch die Ungleichungen

l9:1<q7, lgal<q™, |dl<1

definierte Kérper im R,. &, hat Volumen 2%¢»** 172’ 3, sei die groBte Zahl, so daB
R,, Gitterpunkte v+0 enthilt. Nach Minkowski ist

2y =1, t1,—120. (17)

Sei v+0 Gitterpunkt in K,,. Ist 0.B.d.A. fiir diesen Gitterpunkt |g,|>|g,|, so

gilt dort
lgal=q7 lgal<q™, lgl<2g¢7™, (18)
und daraus folgt
o] =g, o] <g™™, |o & tvE—m|<2q717 (19)

Wir unterscheiden nun zwei Fille (A) und (B).
(A) vpz1,t7,—1—6. Jetzt ist 1+v,=27,+7,—9,
T =¥, S1+0—1,=0,(r, 77, 0); T~ ¥ S1+0—1,=0,(7, +7,—9).
Setzen wir @=1}¢"""°, so folgt aus (19)
o | <2Q)™, [2|<(2@), v & +v,8—v|<@h

Das ist aber bereits Formel (14),

(B) vy<7,+7,—1—48. Wir betrachten den Kérper &

lgal<g™, lgal<g ™7™, [4l<1.

Nach Minkowski liegt ein primitiver Gitterpunkt b = (v, v, 4;) in Q'. Offenbar sind
v, 0’ linear unabhingig. Wir schreiben
gi=gi(vl,v2, vl)’ gi,':gt(v;: vé’ ’U;) ("’=1:2, l)
Man hat nun
Igil < q—vo’ |gé| < q1v1,—1,+v.’ Igl’ I <2 ql—t,v1g+v,,, (20)
und hieraus folgt

lor| <g@™™, |wo| <@t ™™, |vi & o, — v <2g7 TR (21)
Infolge (17) sind die Schranken (19) schirfer als (21) und es gilt

log|<g=™, v S@ 7%, v & 0, & — v <277 (22)
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Setzen wir
‘1 148 ™% 1+6'—72> b=1_"1+"’o>0
V=307 b=q5> 5 >0 b= ’
so gilt o | <@ Q) v <@2Q) v & +0,8—w|<Q 7,

sowie das analoge Ungleichungssystem fiir vy, v5, v;, also (15). Dabei ist b, +b,= (1 + ) R

73. Konstante oy und 7, &, &, seien reelle Zahlen. Wir setzen a,=0,(§,, &,) fiir
das Infimum der reellen Zahlen o, so daB die Menge &, der @>1, zu denen ganzra-

tionale (p,, p,, 1)+ (0,0, 0) existieren, die
Max (|p,|,1)-Max (|p,}, U<, |p &+ 28— m]<@7! (23)
leisten, nicht Eigenschaft F besitzt. Offenbar ist ¢,>0. Weiter gilt

g,<1, (24)
denn das System
[P <@ |po|<@ |p &40 6 —mi|<Q7!

hat fiir jedes @>1 eine ganzzahlige Losung (p.p,, 1) = (0,0,0).
7o =1To(&;, &) sei das Supremum der reellen Zahlen 7, so daB die Menge T, der

@>1, zu denen es ganze (p,p,, p;)+(0,0,0) gibt, die

|21 & =121, —2:1< Q7 P|<Q (25)
erfullen, nicht Eigenschaft F hat. Man sieht leicht, daB

7,>1 (26)
ist.
Hivrssarz 16. Fir die beiden Zahlen &, &, gelte (11) aus § 1, und M(&,, &,, 0)
besitze fiir jedes 6>0 Eigenschaft F. Dann ist 6,>0 und

7,2 {2—0,) 05 (27)

Beweis. Aus Formel (11), §1, folgt sofort ¢,>c3'>0. Ist o,=1, so folgt die
Behauptung aus (26), so daBl man also 0<o0,<1 annehmen darf. ¢ sei eine Zahl im
Intervall oy<o<1. &, hat nicht Eigenschaft F.

Zu jedem Q€G, gibt es Zahlen p(Q) (:=1,2,1), die (23) erfiillen. Wir definieren
Q" =Q"(Q) durch |p, (Q) & +2,(Q) &~ Pi(Q)| = Q" ". Mit p,=p,(Q) (: = 1,2,1) hat man jetzt



200 WOLFGANG M. SCHMIDT

Max (lpll’ 1) - Max (lpzlf 1) <@*, Ipl &+ &, _pll =Q* . (28)

Dabei ist @*>@ und wegen (11) aus § 1 auBerdem Q* < @*°. Ist also & die Teilmenge
von &, bestehend aus allen Q@*€&,, fiir die nicht nur (23), sondern sogar (28) erfillt
werden kann, so gibt es zu jedem €&, ein y €S mit x<y<z™ Infolge Hilfssatz 3
hat &; nicht Eigenschaft F.

Nun sei # im Intervall 0<y<(1—0)/2. Ist QEE;, so seien p;(Q) (i=1,2,0)
Zahlen, die (28) erfiillen. Wir definieren o,(@), 0,(¢) durch

Max (@", |p(@Q)))=@® (i=1,2).

Es ist 0,(Q)>7, 6,(Q)+0,(Q)<o+27<1.

Fiir jedes Q€G! werden die Voraussetzungen des ersten kleinen Ubertragungs-
satzes durch ¢=Q, o,=0,(Q), 0, =0,(Q), pi=p(@) (¢=1,2,1) erfiillt. Sei £>0. Fiir
jedes QECE gibt es Zahlen §(Q), 7,(Q), 7,(Q), so daB die Behauptungen dieses Uber-
tragungssatzes gelten. Daher gilt fir jedes Q €S} entweder (A) oder (B) dieses Uber-
tragungssatzes. Die Menge S} teilen wir entsprechend in zwei Teilmengen &, (A) und
S,(B) ein. Nach Hilfssatz 2 konnen nicht beide Mengen &;(A), S,(B) Eigenschaft F
haben.

Aus dem Beweis des ersten kleinen Ubertragungssatzes geht hervor, daB man fiir
die dort auftretende GriBe § irgend eine Zahl nehmen darf, so daBl §>0, d<1—o,,
0<1-o0,, und daB (5) gilt. Ist nun 4 eine Zahl mit 0<d<1l, d<l—0c—27,

2—217—26>2—277_8’
2n+0d 27

so gilt fiir jedes QESS: 6<1—0,(Q), <1—0,(Q),

2701(@)—0,(@) =28 _2-0,(Q) — (@) |
6,(@) +05(Q) + 6 01(@) +0,(Q) ’

also (5). Man darf daher 6=4(Q) setzen.
Nun sei ©,(A) die Menge der Zahlen @ =2@Q°*@*«@* yobei QES,(A), und
S, (B)’ die Menge der Zahlen @' =2 @', wobei Q€S,(B). Es gilt

0<1-4, 0<6<0,(Q)+0,(@Q)+5<1+4.

Infolge Hilfssatz 3 hat daher mit &,(A) auch €,(A), und mit &,(B)" auch &, (B) Ei-
genschaft ¥, so daB nach dem frither Gesagten nicht beide Mengen €,(A)’ und &,(B)’
Eigenschaft F besitzen.
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Fiir Q' €5,(B) gibt es die in der Alternative (B) von Hilfssatz 14 beschriebene
Matrix, die (4) befriedigt. Setzen wir a;=a,(1—38/3), az=a,(1—3/3), und ist @ so
groB, daB @°®>2, ist, so kann man die Schranken (@'/2)™%, (@'/2)"* in (4) durch

Q'~% bzw. Q% ersetzen. Dabei ist
=0, a;>0, a;+az>(a,+a,) (1—-3/3)=(1+8)(1-6/3)=1+6/3.

Dader ist S,(B) in M(&,, &, 9/3) enthalten, hat also Eigenschaft F. Somit kann &3 (A)
nicht Eigenschaft F haben.

Fir Q' €S,(A)’ gibt es v, v,,v;, so daB (3) gilt. Setzen wir 7, =7,(1—-6/3) (1=1,2),
und ist @ groB, so kann man die Schranken (§/2)™™, (Q/2) ™ in (3) durch @ % bzw.

Q'™ ersetzen, und es gilt

Iv,.fl—vllIv,§2——v2|<Q”Ti_"', Ile<QI'
Dabei ist

Py 2 — 0 (@)~ (@) ) (2—0’—217 )
+r=(r+1)(1-6/3)> [~ L "2l —0/3)z2 \———5——¢) 1-4/3).
r =) -0/ > (DA ) (gm> (25T 1oy
Also liegt ©,(A) in I, fir v=((2—06—27%)(6+29)" ' —¢) (1—5/3). Dabei hat T,
nicht Eigenschaft F, somit ist t<7,. Da 6>0 belichig klein sein kann, folgt hieraus
7,2 (2—0—27)(c+29) ' —¢, weiter 7,>(2—0—29) (6 +29)7", 7,>(2—0) o, schlieB-
lich (27).

Hivrssatz 17. Fiir die beiden Zahlen £,&, gelte (10} aus § 1, und L£(§,,9),
L(&,,0) und N(E,, &,, 0) mige fiir jedes 6>0 Eigenschaft F besitzen. Dann ist 1y<2 und

0o < (2— 17, 1o (29)

Beweis. Ist 7,=1, so ist die behauptete Ungleichung fiir ¢, eine Folge von (24).
Sei also 1<z, und 7 eine Zahl in 1<7v<7, T, hat nicht Eigenschaft F.

Zu jedem QE€T, gibt es Zahlen p;(Q) (1=1,2,1), die (25) erfiillen. Man darf dabei
noch |p &—p|<% (6=1,2) verlangen. Wir definieren Q*=@*(Q) durch |p,(@)]=@Q".
Mit p;=2:(@) (:=1,2,1) hat man jetzt

|pl 51—P1||p152—P2|<Q*_7, IP: EQ*~ (30)

Dabei ist @*<Q und wegen (10) aus § 1 auBerdem @Q***>¢". Ist also T die Teil-
menge von I, bestehend aus allen Q*€X,, fiir die nicht nur (25), sondern sogar (30)
erfilllt werden kann, so hat T} nicht Eigenschaft F.
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Fir Q€I seien p,(Q), p,(@), 1 (Q) Zahlen, die (30) erfilllen. Wir definieren
7,(Q);, 7,(@) durch
[2(Q) &~ pi (@) =@ (i=1,2).

Dann ist 7:(@)=0, 7, (@) +1,(@) = 7> 1.

Nun sei 0<g<(r—1)/2. T (1) bzw. T,(2) sei die Teilmenge jener Q € I7, fiir die
7,(Q) =1+ bzw. 7,(Q)>1+7 ist. Nun ist T,(1) =L(&, 7). To(2) <L (&, ), also haben
Z.(1) und T,(2) Eigenschaft F. Ist T.(3) das Komplement von T (1) und F,(2) in
27, so hat T,(3) nicht Eigenschaft F.

Fir Q€Z,(3) ist 7,(Q)<1+n (1=1,2), 1<1,(Q) +7,(@)<2+2%. Da 5>0 be-
liebig klein sein darf, folgt v<2, 7,<2.

Fiir Q€T,(3) bilden wir

(@) =Min (1,7:(Q)) (:=1,2).
Dann ist 0<T(Q<L, @+, @Q=7—-29>1, |n(Q|=0,

11 (Q) & — (@) <Q ™ (i=1,2).

Also werden fiir jedes Q€Z,(3) die Voraussetzungen des zweiten kleinen Ubertra-
gungssatzes durch ¢=@, 7,=7,(Q), 7,=7,(@), p=p:(@) (1=1,2,1) erfiillt. Sei £¢>0.
Fiir jedes Q€ T, (3) gibt es Zahlen §(Q), 0,(Q), 6,(@), so daB die Behauptungen dieses
Ubertragungssatzes gelten. Dabei kann man §(Q)=6 setzen, wobei 8 eine Zahl mit

0<d<l,
2—t+21;+25<2—r+211+8
T—29—0 T—27

ist. Fir jedes Q€T (3) gilt entweder (A) oder (B) des zweiten kleinen UTbertragungs-
satzes, und entsprechend teilen wir I,(3) in zwei Teilmengen T,(A) und T, (B) ein.

Nun sei T,(A)" die Menge der Zahlen @' = } @%@ 5@ wo @€, (A), T, (B) die
Menge der @' =3Q'*’, wo QEI,(B). Es ist 0<1—0<7,(Q)+7,(Q)—6<2—4. Hitten
sowohl T;(A) als auch Z,(B) Eigenschaft F, so auch T (A) und T,(B), was unmog-
lich ist.

Far @ €T, (B) gibt es die in der Alternative (B) von Hilfssatz 15 beschriebene
Matrix, die (15) befriedigt. Wir schlieBen, ganz #hnlich wie im entsprechenden Teil
des Beweises von Hilfssatz 16, daB 3,(B)’ Eigenschaft F, also %,(A)’ nicht Eigen-
schaft F besitzt.
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Analog zu einer Ungleichung am Ende des Beweises von Hilfssatz 16 erhilt

man jetzt
oS ((2—7+2n)(r—29) T +e) (1+46/3),

schlieBlich (29).

Hrinrssarz 18. &, &, mogen die Voraussetetzungen der beiden Hilfssitze 16 und
17 erfillen. Dann ist

0y=T,= 1.

Beweis. Nach Hilfssatz 16 und 17 sind ¢, t, endliche positive Zahlen, und es ist
T9=> (2= 04) 05", 0, < (2 —~1,) 7o . Hieraus folgt 2 — 6, < 0, T, < 2 — 7y, 0, > 7y, als0 0, =7,=1
wegen (24) und (26).

7.4. Beweis von Satz 5. Wir beweisen hier Teil (b) von Satz 5. Teil (a) geht
dhnlich und etwas leichter zu zeigen. Alle Voraussetzungen des Satzes seien erfiillt,
so daB also Hilfssatz 18 gilt, und es sei £>0.

Ist q€Q(&), &, ), so gibt es ganze p,,p, mit

lg&,—pil 198, —pal @ <1, also |g & —pyillg &, —pol<g '™ lal=¢
(&, &y, ¢) ist in Ty mit v=1+¢>7, Mit T, hat nun auch £ Eigenschaft F.
Ist q€P (&, &, ), so gibt es ¢, %0, ¢,+0, p mit ¢=Max (|q,], |¢,]), wobei
AR UARM TR A IR
Wir bilden Q=|g, ¢,|'**. Dann ist mit o= (1+¢) ' <g,
0.l |4l =@, gy &+ 0,6 -p] <@

also @ in ©,. Die Menge der so gebildeten @ hat daher Eigenschaft F. Wegen
¢ <Q<¢*** muB nach Hilfssatz 3 auch die Menge der ¢ €% diese Eigenschaft be-

sitzen.
8. Transzendenz
8.1. Die Niherungsnenner einer quadratischen Irrationalzahl.

Hirrssarz 19.() ¢y, ¢, ... sei die Folge der Niherungsnenner einer quadratischen

Irrationalzahl «. Dann existiert
lim Vg, (1)

n—»co

und ist gleich einer Zahl > 1.

(1) Leider konnte ich diesen einfachen Hilfssatz in der Literatur nicht finden.
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Beweis. Sei o=[byby, ..., bn, m], das heiit, der Kettenbruch von o« habe
Vorperiode by, b, ..., b, und Periode a,, ..., a;. Ist allgemein ¢,=by, ¢;=b,, ..., Cn=bp,
Cm+1 =0y, Cmiz =@y, 8180 ax=[¢g, €}, Cy, ...,] und P./qn der Niherungsbruch [¢g, ¢y, ..., €],
so ist bekanntlich ¢,/qs_1=1[Cn,Cn-1,.-.> s ¢;], ([8], § 11, Formel (3)). Ist speziell

n=m-+1k, so ist

qn/qn~1=[a'k’ Qp-15 ~es a17 veny Oy A1, "',alibﬂb bm—l; '--7b1]1

wobei @, @;_1, ...,a, genau ! mal vorkommt, und somit liegt ¢n/qn-1 Zwischen
1= [0, Gr—1, cees By ey Oiy Be1, ... 3]
und dem vorhergehenden Niherungsbruch
’ P
7= [ Qs @ity <es gy oeey Bpy B—1s oes By

von 7;. Folglich ist im @ni1x/qm+ix-1=lm 1= [ag, ax_1, ..., a;] =, etwa.
100 {->0
Auf ganz dhnliche Weise findet man

Jim Gmitksi/Imeksi-1=0; (0<j<k-1),

und hieraus folgt
nhrtl:lo Qn+k/Qn=6o 61: cees 6k—1=7/- (2)

Dabei mull >1 sein, da bekanntlich ¢,.2>2¢, ist. k

Aus (2) folgt, daB der Limes in (1) existiert und gleich ,8=VZ ist.

8.2. Berechnung gewisser Grenzwerte. Im folgenden mogen qy, q,, ...; ¢; 1y, Ny, &
die Voraussetzungen von Satz 6 erfiilllen, und zwar seien g¢,,q,, ... Niherungsnenner

der quadratischen Irrationalzahl «. B sei der Grenzwert (1). Wir bilden

Te=Gny SK=T1 Ty -7k (£=1,2,...).

HiLrssaTz 20.

lim ¢ * log 7, =1log B, (3)
lim ¢™* log &= c—_(i-i log B, 4)
N c—2

lim ¢™* log || & sl = —¢ o= log b, (5)
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ok c—2
lim ¢ 7% log || s ||= — P log 8. (6)
Beweis. Es ist lim »~! log ¢,=1log B, lim [¢*] ! log r,=1log B, und (3) folgt.
k k k
¢ log se=c"* 2 log r;=c¢* (3 ¢’ log B+ (log r;—c’ log B))
i1 i=1 i-1

1-k k

log B+ 3 ¢ (¢ log r,—log B).
i=1

(4 C
=oo1 g

Da hier die letzte Summe infolge (3) gegen O strebt, folgt (4).

Aus der Definition von & ergibt sich |[&sl|=|(reli+rite+...)s||. Dabei ist
offenbar firr k> k,, ryi2> 27441, daher

~1 -1 -1 -1
i1 < Tri1 + Trie +...<2 Y1
Man hat nun

-2
¢ log ((riti+rets + "‘)sk)“(;—l log 5‘
<|c7 log (ritise) +e z___? log B|+c¢7* log 2. (N

Infolge (3) und (4) strebt dieser Ausdruck fiir k—> oo gegen Null. Daher ist fiir groBes
k der Logarithmus von (ri};+7r;iz+...) s, kleiner als log }, also

et rde ) s <8 et ratat o) sl =l Esell = ils Hrata+ ) s,

und (5) folgt, weil (7) gegen Null strebt.
Es ist Cri'<|lan]<r;!, wo C>0 nur von o abhingt. Nach (3) und (4) ist
fir groBie k
Sk—1 TI; 1 < %”
und fiir solche k ist weiter

Csk_l 7;:1 < " “«S‘k" = " T SK-1 " <8k-1 7');1.

Hieraus und aus (3) und (4) folgt aber (6).

8.3. Beweis von Satz 6. Aus (4), (5) und (6) folgt, daB fir &>k, (9, ¢)
log (5" & sil e sell) < ¥ ((e (L +8) ~e(c—2) — (¢~ 2)) (¢ — 1) log f+¢) (8)
ist. Nun ist infolge ¢>1-+38%

c—clc—2)~(c—2)<0.
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Wir wéhlen 8> 0 so klein, daB auch noch ¢(1+8) —c¢(c —2) — (¢ — 2) <0 ist, und nachher
wihlen wir £¢>0 so klein, daB die rechte Seite der Formel (8) negativ wird.

Somit ist fir &> k*

s 1€ sl sl < 1.

Da weiter nach (4) lim log s;.1/log sy=c< oo, ist nach Satz 1 entweder & trans-
zendent, oder sind 1, a, & linear abhiingig iilber Q. Wir wollen zeigen, daB der zweite
Fall nicht zutrifft.

In diesem Fall wire a £=ba+c, wobei a>0 und a, b, ¢ ganzrational sind. Nun

ist infolge (5)

lim ¢ log ||a & sel| = —cz:llogﬂ,
also ||a &s]|+0, also a&=+c. Fiir b+0 ist nach (6)
ok c—2
lim ¢* log ||(ba+c)sk[|=—c—_—l-log B.

Somit ist fiir groBes k |[a&s|*+||(pa+c)sel, und «& kann nicht gleich ba+c sein.

Literatur

[1]. Cassers, J. W. 8., 4n introduction to diophantine approximation. Cambridge Tracts 45
(1957).

[2]. Hasse, H., Simultane Approximation algebraischer Zahlen durch algebraische Zahlen.
Monatsh. Math., 48 (1939), 205-225.

[3]. KaiNTcHINE, A. Ya., Uber eine Klasse linearer Diophantischer Approximationen. Rend.
Circ. Mat. Palermo, 50 (1926), 170-195.

[4]. Maurer, K., Lectures on diophantine approximations. Univ. of Notre Dame (1961).

[5]. PErrON, O., Die Lehre von den Kettenbriichen. 3. Aufl. Stuttgart (1954).

{6]. Rotr, K. F., Rational approximations to algebraic numbers. Mathematika, 2 (1955),
1-20.

[7]. SceNEIDER, TH., Uber die Approximation algebraischer Zahlen. Journal f.d. reine u.
angew. Math., 175 (1936), 182-192.

FEingegangen am 13. August 1964.



