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CLASSES DE CHERN ET THEOREME DE GAUSS-BONNET

NGO VAN QUE

La theorie des classes caracteristiques peut etre dέveloppέe
de maniere axiomatique dans la catέgorie des espaces topologi-
ques "admissibles", i.e., localement compacts, dέnombrables &
Γinfini et de dimension cohomologique finie [Hirzebruch, Topo-
logical Methods in Algebraic Geometry, Springer Verlag, N.Y.].
Nous allons nous restreindre a la catέgorie des variέtέs para-
compact es, diffέrentiables de classe <^7°o et introduire les classes
caracteristiques telles qu'clles έtaient construites originalement
par S. Chern [voir par exemple, S. Chern, Differential geometry
of fiber bundles, Proc. Int. Congress, 1950]. P. A. Griffiths
a d§montr§ le th§oremd, dύ a Chern, dit de Gauss-Bonnet pour
le cas des fibre's vectoriels de rang 1 [On a theorem of Chern,
Illinois J. Math. 6 (1962)]. Dans le meme ordre d'id§es nous
voulons donner dans ce travail une demonstration simple, par
la th§orie des connexions, du thέoreme de Gauss-Bonnet dans
le cas des fibres vectoriels de rang quelconque.

1* Connexion dans u n fibre hermitien*

1. Soίt M une variete (differentiable). Le fibre tangent de M
sera note par T. Le fibre T* = T* (g) C designera le fibre des 1-formes

R

complexes sur M.

DEFINITION 1.1. Etant donne un fibre vectoriel complexe E sur ikf,
une connexion dans E est la donnee d'un operateur diίferentiel

V\E > TϊδdE

(produit tensoriel de Whitney sur le corps des nombres complexes),
tel que pour toute fonction / a valeurs complexes sur M

dans le cas oύ E est muni d'une structure hermitienne, la connexion
sera dite hermitienne si

d<s, s'> =

EXEMPLE. Considerons le fibre hermitien trivial

E = M x Cn .

Toute section s de E sera un n-tuple (f\ , fn) de fonctions sur M
a valeurs complexes, et on a T* ® E — T$ x x ϊ\,*, produit ^-tuple
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