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Dpendance linaire de onctions arithmtiques
et presque arithmtiques
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O. Resume. En 1914, G. P61ya a dmontr qu’une fonction entire
f qui envoie N dans Z et vrifie

lim inf log lfl log 2

est un polynSme [9]. On a not, comme d’habitude, ]f[=sup=r]f(z)[.
Ensuite Hardy, Landau, Carlson et Pisot ont tudi les fonctions

entires f vrifiant f(Z)cZ, Gross, Baker [1], Avauissiau et Gay, celles
qui vrifient f(N)cZ, et Fukasawa [2], Gel’fond [3], Masser, Gramain [4]
[5] celles qui vrifient f(Z[i])Z[i]. Citons aussi les travaux de Gramain,
Mignotte et Waldschmidt sur les fonctions valeurs algbriques [6].

Nous tudions ici deux gnralisations
a) Dire qu’une fonction entire f est un polynSme quivaut dire

qu’elle est algbrique, c’est--dire que les fonctions

z{f(z)}, (h, k) e N
sont linairement dpendantes. Nous allons considrer une famille finie
fi,...,f de fonctions entires valeurs dans Z. Sous des hypotheses
convenables, nous montrons que ces fonctions sont linairement dpendan-
tes sur Q.

b) Au lieu de supposer que les valeurs des f (1]L) sont entires,
on peut supposer seulement qu’elles sont trs proches de nombres entiers.
On obtient ainsi une gnralisation de certains rsultats de Pisot.

1. Fonctions valeurs entieres. Soient L et N0 deux entiers avec
LNoI, () une suite de nombres complexes deux--deux distincts,
et fi, ..., f des fonctions entires. On dfinit, pour N 1, r(N)

Theoreme 1.1. I1 existe deux constantes positives c et c, ne ddpen-
dant que de L et No e$ que l’on peut expliciter, vdrifiant la propridtd
suivante " si f({) e Z pour 1]EL, n 1, et si, pour tout NNo, on a
( 1 max log f,. cN,

alors les fonctions fi, ..., f, sont lindairement ddpendantes sur Q.
On en dduit une version affaiblie du thorme de PSlya (avec log 2

remplac par 1/44) en prenant pour fi, ..., f des fonctions
z(z-- 1) (z- h + 1) {f(z)}, (h, k) e N([9]).
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